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AVVERTIMENTO 

\ 

DELL’AUTORE. 


T^er  quanto  io  sia  ben  lontano  da  riputare  i 
miei  Elementi  di  Fisica  degni  dell’onor  della  stam- 
pa; pure  mi  trovo  obbligato  dalle  circostanze  a stam- 
pargli. Poco  o niun  profitto  rilevano  gli  Studenti  dal- 
la lezione , se  non  abbian  tra  mano  un  testo , che 
richiami  loro  alla  memoria  almeno  i sommi  capi  di 
ciò,  che  udirono  dalla  voce  del  Professore.  Il  me- 
todo , che  io  debbo  seguire  nelle  mie  lezioni  è par- 
ticolare all’Università,  cui  ho  l’onore  di  apparte- 
nere . Mancando  in  questa  la  Cattedra  di  Matema- 
tiche applicate , il  regolamento,  ed  un’inveterata  co- 
stumanza impongono  ai  Professori  di  Fisica  Teori- 
ca di  spendere  il  primo  anno  del  loro  corso  nella 
Fisica  generale,  e nella  Meccanica  ; di  riserbare  pel 
secondo  i trattati  particolari  ; e lasciano  al  Fisico  Spe- 
rimentale l’ incarico  di  confermar  le  teoriche  colle 
sperienze  . Ora  tra’  varj  Corsi  di  Fisica , che  abbia- 
mo a stampa  in  Italia  io  non  ne  conosco  alcuno  , 
che  si  presti  a questo  piano  $ e perciò  ho  dovuto  for- 
marmi io  stesso  il  mio  testo . 
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Per  molti  anni  ho  seguita  l’usanza  antica  tra  Noi 

dì  far  copiare  il  testo  delle  lezioni . Ma  e l’ immen- 
so numero  di  errori,  che  l’imperizia  dei  Copisti  v’ in- 
troduceva ; e il  gran  tempo  , che  gli  Studenti  per- 
devatt  copiando  mi  han  convinto  della  necessità  di 
abbandonar  un  tal  uso  . Ho  duuque  ceduto  alle  i- 
stanze  de*  più  diligenti  fra’  miei  Scolari , ed  al  con- 
siglio dei  più  autorevoli  fra’  miei  Amici , e sebben 
persuaso,  che  il  mio  Corso  è affatto  indegno  del  Pub- 
blico, mi  sono  indotto  a pubblicarlo. 

Ora  qualunque  sia  questo  Corso  è diviso  in  due 
parti . Nella  prima  si  contengono  principalmente  gli 
elementi  della  Fisica  matematica,  nella  seconda  gli 
elementi  specialmente  della  Fisica  islorica . 

Relativamente  alla  prima  parte  debbo  avvertire , 
che  tra  gli  Studenti , i quali  soglìon  presentarsi  alla 
mia  lezione  se  ne  trovano  talvolta  alcuni , che  han 
terminato  il  corso  delle  Matematiche  : talvolta  altri, 
che  hanno  studiate  le  Matematiche  superiori  per  un 
anno  solo,  e non  han  perciò  progredito  oltre  l’Alge- 
bra dei  finiti  : spesso  molti  , che  conoscono  della 
Matematica  quel  solo , che  il  regolamento  prescrive 
per  gli  Scolari  di  Medicina  j cioè  l’ Aritmetica  , gli 
Elementi  della  Geometrìa , i primi  rudimenti  del- 
l’Algebra, e poc’ altro  . Per  rendere  la  mia  lezione 
proficuamente*  accessibile  a tutti,  ho  scelte , disposte 
e trattate  nella  prima  parte  le  materie  in  guisa , che 
tutti  possano  trovarci  distintamente  un  sistema  di 
dottrine  adattato  alla  loro  intelligenza  ; ed  ho  per 
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tostume  dì  determinare  secondò  la  Capacità  del  mag- 
gior  numero  quello , che  in  ogni  corso  convien  spie- 
gare. Ciò  che  è stampato  in  carattere  grande  forma 
il  sistema , che  può  benissimo  essere  inteso  dagli  ul- 
timi . Può  servire  ai  secondi  tutto  il  carattere  gran- 
de unito  a quei  paragrafi  in  carattere  piccolo  , che 
sono  contrassegnati  coll’  asterisco  * . I primi  inten- 
deranno tutto  colla  piò  gran  facilità. 

Questo  metodo  mi  ha  portato  alla  necessità  di 
ripeter  talvolta  le  medesime  cose  in  maniere  diverse; 
ma  spero , che  Un  tal  difetto  mi  sarà  facilmente  per- 
donato . 

La  seconda  parte  destinala  alla  considerazione 
speciale  dei  corpi  è quasi  del  tutto  istorica  . Dall’im- 
mensa farragine  di  fatti,  d’opinioni,  d’ipotesi  con- 
tradittorie , che  6Ì  succedono  nella  Fisica  quasi  con 
urta  continuata  vertigine , ho  creduto  dover  estrarre 
un  complesso  di  cognizioni  sode  e reali , che  si  tro- 
vin  sempre  bastantemente  esatte,  e che  la  moda  non 
possa  mai  tacciar  di  ridicole,  e d’antiquate.  Perciò 
in  ogni  trattato  particolare  stabilisco  i fatti  meglio 
accertati  relativi  al  soggetto  ; espongo  le  opinioni  ed 
i sistemi  piu  celebri  dei  Fisici , che  han  tentato  di 
spiegarli  ; e termino  col  rilevare  i pregi,  e i difetti  di 
questi  sistemi . 

Avvertirò  finalmente , che  nella  compilazione  di 
questi  Elementi  ho  creduto  dovermi  giovare  delle 
tante  eccellenti  opere  matematiche  e tìsiche , di  cui 
son  ricche  l’Italia,  e la  Francia  specialmente  pren- 
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x dendone  per  adattarlo  al  mio  piano  quello,  che  ho 
stimato  opportuno.  Nel  che  mi  sono  astenuto  gene- 
ralmente dal  citare , non  già  per  appropriarmi  la  glo- 
ria altrui , ma  per  uniformarmi  all’  uso  comune , spe- 
cialmente ove  1’  opere  , da  cui  si  attinge  siano  co- 
nosciute bastantemente. 

Del  resto  io  desidero,  che  il  Pubblico  si  degni 
di  considerare  in  questo  Corso  anzi,  che  le  qualità 
aell’  Opera  l’ intenzione  dell’  Autore  . Quanto  temo 
uno  sfavorevol  giudizio  pe’difetti  del  lavoro,  tanto 
spero  uu  benigno  compatimento  pella  rettitudine  del- 
lo spirito,  che  mi  ha  mosso  a intraprenderlo  uni- 
camente a vantaggio,  e comodo  degli  Studenti.  Mi 
stimerò  poi  largamente  ricompensato  della  mia  fa- 
tica, se  vedrò  di  aver  effettivamente  ottenuto  ciò, 
che  mi  era  principalmente  proposto. 
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ELEMENTI 

! 

DI 

FISICA 


NOTIZIE  PRELIMINARI. 


i.  Ila  Fisica  è la  Scienza  della  natura.  Col  nome  di 
natura  s’ intende  il  complesso  delle  cose  corporee,  e 
dei  loro  fenomeni  ; ond’  è che  può  altrimenti  definirsi 
la  Fisica  la  Scienza  dei  corpi.  La  parola  corpo  indica 
un  aggregato  di  particelle  materiali;  e la  parola  feno- 
meno significando  in  greco  cosa  manifestata , diconsi 
fenomeni  naturali,  o fenomeni  dei  corpi  gli  effetti  sen- 
sibili , che  essi  producono  colle  loro  proprietà.  Chia- 
masi proprietà  , o qualità  dei  corpi  tutto  ciò , che  è in 
essi  capace  di  fare  impressione  su  nostri  sensi. 

2.  La  definizione,  che  abbiamo  data  della  Fisica 
mostra,  che  ella  ha  per  oggetto  l’esame  delle  proprie- 
tà dei  rorpi,  e la  ricerca  delle  cagioni  dei  fenomeni , 
che  esse  producono. 

Ora  siccome  la  primaria  cagione  di  questi  fenomeni 
dipende  dal  libero  volere  del  Creatore;  così  non  può 
in  modo  alcuno  scoprirsi  a priori ; nè  per  procurarse- 
ne la  contezza  vi  ha  altro  mezzo,  che  di  risalire  fino 
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alla  medesima  da’  suoi  effetti , come  per  tanti  gradi- 
ni. Talché  non  sarà  mai  possibile  di  spiegare , o sia 
di  trovar  la  cagione  dei  fenomeni,  senza  cominciare 
dal  ricercarla  nell’attenta  considerazione  dei  fenome- 
ni stessi.  Dall1  osservazione  adunque  dee  prender  prin- 
cipio ogni  fisica  indagine. 

Ma  non  di  rado  addiviene,  che  i fenomeni  natu- 
rali compariscano  agli  occhi  del  nostro  intendimento 
oscuri,  dubbj,  e complicati  di  soverchio,  e che  la 
nostra  mente  sopraffatta  dalla  grandezza  della  Natura 
rimanga  come  ottenebrata , e smarrita  nell’osservargli. 

Fa  d’uopo  in  tal  caso  procurarsi  una  guida  col- 
l’arte; bisogna  cioè  chiamare  in  soccorso  dell’osser- 
vazione l’esperienza,  che  con  ingegnosi  artifizj  , ed 
analisi  disgombrando  le  tenebre,  ne  discuopra  il  sen- 
tiero, o la  scala,  direm  così,  per  cui  si  può  salire  fi- 
no a quei  segreti  recessi,  ove  le  cagioni  naturali  si 
stanno  celate. 

3.  L’osservazione  adunque , e l’ esperienza  sono 
le  basi  della  Fisica.  Ciò  che  da  esse  è dimostrato  di- 
cesi Fatto.  ' 

Nel  ridurre  quanti  più  fatti  si  può  ad  una  stessa 
cagione  consiste  l’arte  del  Fisico.  Yoglionsi  per  que- 
st’ oggetto  primieramente  paragonare  i fatti  tra  loro, 
onde  scoprirne  la  convenienza,  o disconveuienza ; e 
deesi  quindi  cercare  il  nesso,  che  gli  unisce,  vale  a 
dire  un  fatto,  o fenomeno  principale,  da  cui  tutti  gli 
altri  dipendano  naturalmente,  e che  sia  quasi  un  co- 
mun  centro,  intorno  a cui  vadano  tutti  gli  altri  co- 
me spontaneamente  collocandosi.  Questo  fenomeno  di- 
cesi Cagione  fìsica,  o Legge  di  natura ; ed  il  com- 
plesso dei  fatti  così  ridotti  si  chiama  Teorica. 
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4-  Tre  regole  sono  state  fissate  dal  Newton  per 
agevolare  ai  Filosofi  il  modo  di  trovare  le  cagioni,  o 

o 

leggi  naturali,  e di  stabilire  le  teoriche:  le  quali  re- 
gole siccome  formano  quasi  una  Logica  particolare  per 
la  Fisica;  così  credo  opportuno  di  premetterle  a que- 
sti elementi  con  una  breve  illustrazione.  * 

5.  La  prima  è „ Delle  cose  naturali  non  debbono 
ammettersi  più  cagioni,  che  quelle  che  sono  vere,  e 
sufficienti  a spiegare  i fenomeni 

Tre  precetti  contengonsi  in  questa  regola. 
i.°  Che  nello  stabilire  le  cagioni  fisiche  si  usi  la 
maggior  parsimonia  possibile:  ed  è ciò  ben  ragione- 
vole, giacché  non  si  può  supporre,  che  la  Natura 
lussureggi  in  principi,  essendo  proprio  della  Divini- 
tà , che  la  regola  d’ ottenere  in  tutto  il  più  possibile 
col  meno  possibile. 

2.0  Che  le  cagioni,  da  cui  vuoisi  dedurre  la  spie- 
gazione de’  fenomeni  sian  vere  , cioè  sian  fatti  cer- 
ti (2).  Si  proscrive  con  questo  precetto  il  costume,  che 
fu  già  in^igore  di  fabbricare  ipotesi  arbitrarie,  per 
fondarvi  sopra  vaghe,  ed  insussistenti  congetture.  I 
fenomeni  naturali  debbono  collegarsi  con  altri  feno- 
meni, non  co’ nostri  pensamenti;  e le  leggi  della  Na- 
tura voglionsi  interpetrare,  e non  immaginare. 

Ben  è vero,  che  qualora  dopo  lunghe  ricerche  non 
sia  stato  possi  Iòle  di  trovare  la  vera,  e manifesta  ca- 
gione degli  effetti  naturali,  è non  solo  permesso,  ma 
utile  ancora  di  formare  un  giudizioso,  e probabil  si- 
stema. Dices  i probabile,  e giudizioso  un  sistema,  quan- 
do in  esso  si  spiegano  i fenomeni  per  un  principio, 
che  non  è un  fatto,  ma  indicato,  e ricavato  dai  fatti; 
ovvero  quando  il  principio  è un  fatto,  ma  non  basta 
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che  a spiegare  la  massima  parte  dei  fenomeni,  la- 
sciandone alcuni  inesplicabili  affatto,  o malamente 
esplicabili.  Grandi  sono  i vantaggi,  che  arrecano  alle 
Scienze  naturali  questi  sistemi  tra  le  mani  di  un  Fi- 
losofo scevro  d’  ogni  spirito  di  partito.  Quand’anche 
nulla  si  valuti  lo  stimolo,  e l’occasione,  che  essi  ne 
danno  d’osservare,  di  sperimentare,  e di  riflettere  per 
conoscere,  se  i resultati  delle  osservazioni,  e dell’e- 
sperienze  combinino  co’ principi  del  sistema;  è indu- 
bitato, che  molte  volte  guidano  a delle  verità;  nè 
mancano  d’essere  in  qualche  modo  utili  ancor  quan- 
do ne  menano  in  falso,  poiché  per  lo  meno  indica- 
no un  cammino  da  evitarsi  nella  ricerca  del  vero. 

3.°  Che  le  cagioni,  che  si  ammettono  siano  suffi- 
cienti a spiegare  con  semplicità  tutti  i fenomeni.  Ciò 
viene  dalla  natura  stessa  delle  leggi  fisiche  (3). 

(ì.  Quasi  un  corollario  della  sovra  esposta  regola 
è la  seconda  del  seguente  tenore.  „ I medesimi  effet- 
ti dipendono  dalle  medesime  cagioni.  „ In  fatti  se  la 
Natura  non  lussureggia  in  principi,  come  avvertim- 
mo (4);  se  si  governa  con  leggi  generali,  e costanti, 
debbono  necessariamente  gli  stessi  effetti  dipendere 
dalle  stesse  cagioni.  Così  se  Marte,  e Giove  si  muovo- 
no intorno  al  Sole  colle  stesse  leggi , e fenomeni , giu- 
stamente diremo,  esser  la  stessa  la  cagione  motrice  di 
ambedue.  Tutta  pertanto  si  fonda  questa  regola  nella 
simiglianza,  e chiamasi  perciò  Analogìa.  Seia  simi- 
glianza  degli  effetti  è iutiera,  ed  esatta,  non  vi  è dub- 
bio, che  le  cause  sieno  le  stesse;  altrimenti  l’ identità 
delle  cause  sarà  più  o meno  probabile,  secondo  che  più 
o meno  grande  sarà  in  essi  effetti  la  simiglianza. 

7.  La  terza  regola  è la  seguente  „ Le  qualità  dei 
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corpi,  che  non  ammettono,  nè  aumento,  nè  decre- 
mento d’intensità,  e che  sono  comuni,  e proprie  di 
tutti  i corpi , su  cui  si  possono  fare  esperimenti , deb- 
bono esser  considerate  come  qualità  generali  dei  cor- 
pi „ e si  conferma  in  parte  coll’  analogìa , in  parte  col- 
la ragione. 

L’analogìa  ci  persuade,  che  essendo  la  Natura  re- 
golata da  leggi  certe,  e invariabili,  ciò  che  ella  ci  mo- 
stra costantemente  nei  corpi,  su  cui  posson  farsi  spe- 
rimenti ce  lo  mostrerebbe  ancora  in  tutti  gli  altri,  se 
sopra  essi  pure  potessero  farsi  gli  sperimenti  stessi. 
Egli  è poi  chiaro , che  quelle  qualità  dei  corpi , che 
sono  sempre  le  stesse , nè  si  alterano  pelle  circostanze 
estrinseche,  ne  sono  anche  indipendenti,  e conseguen- 
temente essenziali  alla  costituzione  dei  corpi  j e le 
qualità  essenziali  debbono  esser  comuni  a tutti. 

8.  Vuoisi  qui  notare,  che  col  nome  di  qualità  essen- 
ziali dei  corpi , noi  indichiamo  solo  quello , che  sem- 
bra necessario  alla  loro  essenza , non  già  l’ essenza  stes- 
sa. Dicesi  essenza  del  corpo  ciò  che  essendo  posto , è 
posto  il  corpo , essendo  tolto , è tolto  il  corpo  ; talché 
dalla  cognizione  di  essa  dovrehbonsi  dedurre  a prio- 
ri tutte  le  proprietà  del  corpo.  Questa  ci  è del  tutto  i- 
gnota,  e perciò  noi  non  possiamo  definire  i corpi  al- 
tramente, che  coll’ accennarne  le  sensibili  proprietà  ca- 
ratteristiche. 

9.  Ora  le  proprietà  dei  corpi  dividonsi  in  due 
classi , cioè  in  proprietà  generali , che  convengono  a 
tutti  generalmente,  ed  in  proprietà  particolari,  che 
convengono  particolarmente  ad  alcuni. 

i o.  Appartengono  alla  prima  classe  l’ impenetra- 
bilità, l’estensione,  la  porosità,  la  divisibilità,  l’iner- 
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zia, la  gravità,  e la  mobilità.  Fra  queste  altre  sono  in- 
capaci di  aumento,  o decremento,  come  ? impenetra- 
bilità, l’estensione,  l’inerzia  ec.;  altre  sono  soggette 
a qualche  aumento,  o decremento,  come  la  gravità. 

Appartengono  alla  seconda  classe  1* opacità,  la  tra- 
sparenza, la  fluidità,  la  durezza,  l’elasticità,  ed  altre 
molte. 

Il  corpo  adunque  può  definirsi  una  sostanza,  cui 
convengono  tutte  le  indicate  proprietà  generali. 

1 1.  Dicesi  Massa  di  un  corpo  la  somma  delle  par- 
ticelle, o elementi  materiali , di  cui  è composto;  Pori 
gl’intervalli,  che  dividono  questi  elementi;  Volu- 
me la  grandezza  apparente  del  corpo. 

in.  Dicesi  Moto  il  passaggio  di  un  corpo  da  luogo 
a luogo;  Quiete  la  permanenza  nel  luogo  medesimo. 

In  ogni  moto  si  ha  sempre  uuo  spazio  percorso  in 
un  tempo.  Lo  Spazio  è la  distanza  di  un  luogo  dal- 
l’altro. Questa  distanza  si  considera  divisa  in  un  nu- 
mero di  parti  eguali  ; ed  una  di  queste,  che  chiamasi 
unità  di  misura,  si  esprime  o col  piede,  o col  metro, 
o col  braccio,  o colla  tesa  ec.  secondo  il  costume  del- 
le diverse  Nazioni. 

È piò  facile  concepire,  clu:  definire  che  cosa  sia  il 
tempo  ; onde  ci  contenteremo  di  dire , che  esso  si  mi- 
sura colla  durazione  del  moto,  e comunemente  colla 
durazionc  del  moto  apparente  del  Sole  divisa  in  ore, 
minuti  ec.,  come  tutti  sanno.  Suol  prendersi  ì”  per 
unità  di  misura  del  tempo.  Una  porzione  indivisibile 
di  tempo  si  dice  istante , o momento. 

i3.  Dicesi  Velocità , o Celerilà  la  ragione  dello 
spazio  descritto  da  un  corpo  al  tempo  impiegato  a 
descriverlo.  Siccome  la  velocità  è il  fenomeno  piu 
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sensìbile  del  moto,  ed  è in  sostanza  ciò  , che  lo  costi- 
tuisce; così  in  un  dato  corpo  si  può,  e si  suol  consi- 
derare il  moto  come  proporzionale  alla  celerità,  e si  , 
usano  promiscuamente  le  parole  celerità,  e moto  per 
esprimere  la  medesima  idea  relativaniente  a un  dato 
corpo, 

i4.  Dicesi  Forza,  o Potenza  ciò,  che  imprime,  o 
tende  a imprimer  molo.  Ogni  forza  agendo  sopra  di 
un  corpo,  se  non  venga  distrutta  da  forze  contrarie, 
produce  attualmente  un  moto , se  venga  distrutta , 
tende  a produrlo.  Nel  primo  caso  imprime  ad  una 
massa  una  celerità  attuale , nel  secondo  una  celerità 
virtuale j o sia  produce  una  pressione,  che  tolta  l’op- 
posizione, si  riduce  celerità  attuale. 

t5.  La  linea,  che  un  mobile  descrive,  o tende  a 
descrivere  dicesi  Direzione  del  moto,  o della  forza, 
che  lo  produce. 

16.  Dicesi  Equilibrio  lo  stato  di  un  corpo  affetto 
da  diverse  forze  , i cui  effetti  scambievolmente  si 
distruggono. 

17.  Si  dice,  che  due  forze  sono  eguali,  quando 
applicate  in  senso  opposto  a un  punto  materiale,  o al- 
le estremità  di  una  retta  o verga  inestendibile  si  fanno 
equilibrio.  Due,  tre  ...  n forze  eguali  unite  insieme 
nella  stessa  direzione,  e nello  stesso  senso  costituisco- 
no una  forza  doppia,  tripla  ...  npla.  Così  le  forze  si  ri- 
ducono quantità  mensurabili , che  possono  rappresen- 
tarsi con  numeri,  o linee  riferendole  ad  una  unità  del- 
la loro  specie. 

18.  Nell’  assoluta  ignoranza,  in  cui  siamo  sulla 
natura  delle  forze,  e sul  modo,  con  cui  agiscono, 
considereremo  la  forza  come  un  impulso,  o come  u- 
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na  serie  d’impulsi;  e assumeremo  come  verità  ipoteti- 
ca confermata  dall’esperienza,  che  la  forza  è propor- 
zionale al  moto,  che  ella  produce,  o alla  celerità,  che 
imprime  ad  un  corpo  nell’unità  di  tempo. 

1 9.  Si  chiama  Meccanica  la  Scienza,  che  tratta 
dell’equilibrio,  e del  moto  dei  corpi;  Statica  quella 
parte  della  Meccanica,  che  tratta  dell’equilibrio;  I)i- 
nanuca  quella,  che  tratta  del  moto  dei  corpi  solidi; 
Idrostatica , e Idrodinamica  , o Idraulica  quelle , 
che  trattano  dell’  equibrio,  e del  moto  dei  fluidi. 

Solidi  si  dicono  quei  corpi,  che  hanno  le  parli  co- 
sì aderenti  tra  loro , che  resistono  grandemente  al 
tatto , possono  esser  presi  e stretti  tra  le  dita  , e con- 
servano da  per  se  stessi  la  figura,  che  loro  si  da  , o che 
prendono  naturalmente.  Fluidi  son  quelli,  che  hanno 
le  parti  slegate  in  modo,  che  debolmente  resistono  al 
tatto,  non  possono  essere  stretti  tra  le  dita,  e non 
prendono,  nè  conservano  figura,  se  non  per  mezzo  dei 
vasi , in  cui  son  contenuti.  I fluidi  si  distinguono  in 
liquidi,  che  sono  fluidi  incompressibili,  come  l’acqua, 
il  mercurio  ec.  e in  fluidi  propriamente  detti , che 
sono  compressibili,  e dilatabili , come  l’aria,  i vapo- 
ri ec. 

20.  E qui  si  noti,  che  ogni  qual  volta  o coi  segni 
algebrici , o in  altro  modo  indicheremo  moltiplicazio- 
ni, divisioni  ec.  di  quantità  eterogenee,  e concrete, 
quali  sono  masse,  velocità,  tempi,  spazj  ec.,  inten- 
deremo, che  si  debbano  moltiplicare,  o dividere  ec. 
non  già  le  quantità  stesse,  ma  i numeri  astratti,  che 
esprimono  i quozienti  delle  ragioni,  che  queste  qnau* 
tità  hanno  alle  unità  respettive. 

ai.  Ciò  premesso,  divideremo  in  due  parti  Pesa- 
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me,  che  dobbiamo  fare  dei  corpi.  Nella  prima  parte 
considereremo  le  proprietà  generali  dei  corpi,  e i lo- 
ro effetti.  Nella  seconda  esamineremo  partitamente 
le  diverse  specie  dei  corpi  , che  principalmente  con- 
corrono alla  produzione  dei  gran  fenomeni  della  na- 
tura. 
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PARTE  PRIMA 

SEZIONE  PRIMA 


PELLE  PROPRIETÀ*  GENERALI  DEI  CORPI,  DEL  MOTO, 
e dell’equilibrio  DEI  SOLIDI. 

CAPITOLO  I. 

Della  Impenetrabilità. 

22.  -Dicesi  Impenetrabilità  l’invincibile  resistenza, 
che  oppongono  alla  compenetrazione  le  parti  tutte 
della  materia , per  modo  die  dov’èuna  non  può  con- 
temporaneamente trovarsene  un’altra. 

Le  più  decisive  esperienze  dimostrano , che  non 
vi  è corpo  alcuno  ( 7 ) , che  non  resista  a qualun- 
que, sebben  somma  forza,  che  tenda  a farne  compe- 
netrare le  parti.  Due  sole  ne  riferiremo  tra  le  moltissi- 
me, che  potremmo  arrecare.  L’acqua  passa  a traverso  i 
pori  di  un  globo  d’oro,  in  cui  sia  fortemente  compres- 
sa, anzi  che  compenetrarsi;  nè  è possibile,  che  uno 
stantufo  si  avvicini  al  di  là  d’  un  ceCto  limite  al  fondo 
d’un  cilindro  pieno  d’aria,  se  combaci  colle  pareti  in 
maniera  da  itapedirae  1’  egresso.  Che  se  talvolta  ve- 
diamo un  corpo  insinuarsi  dentro  di  un  altro, per  es. 
un  sasso  immergersi  in  un  vaso  d’acqua,  non  dobbia- 
mo già  credere,  che  si  compenetrino.  Non  si  ha  in 
questo  caso,  che  una  semplice  disgregazione , e tramu- 
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lamento  di  parti,  come  chiaramente  si  rileva  dall’al- 
tezza, cui  per  tal  immersione  1’  acqua  si  solleva  nel 
vaso  tanto  maggiore,  quanto  maggiore  è il  volume 
del  sasso  immerso. 

y 

CAPITOLO  IL 

* 

Dell1  Estensione,  e dello  Spazio. 

1 

nò.  La  più  evidente  tra  le  proprietà  generali  dei 
corpi  è 1’  Estensione  ,o  sia  la  loro  triplice  dimensione 
in  lunghezza,  larghezza,  e profondità.  Questa  triplice 
dimensione,  è determinata  dalla  figura,  la  quale  si 
definisce  perciò  1’  estensione  determinata  per  ogni 
parte. 

a4-  Facendo  astrazione  col  penderò  da  tutti  i 
corpi,  che  esistono  nell’universo,  resta  l’idea  di  un’e- 
stensione interminabile,  che  dicesi  Spazio  assoluto , o 
infinito.  Una  parte  di  questo  spazio  limitata  comun- 
que, o per  determinare  la  posizione  de’ corpi,  o per 
misurarne  la  distanza  reciproca,  si  dice  Spazio  rela- 
tivo. Si  dice  Luogo  la  porzione  dello  spazio  occupata 
da  un  corpo. 

2 5.  Ora  lo  spazio  è per  la  massima  parte  privo 
afiatto  di  corpi,  o vuoto  perfettamente.  Lo  dimostra 
evidentemente  la  possibilità , e facilità  somma  del 
moto.  Poiché  se  non  esistesse  in  natura  spazio,  e spa- 
zio vuoto,  non  potrebbe  nemmeno  esistere  il  moto. 
Perchè  un  corpo  circondato  da  altri  corpi  possa  muo- 
versi , è d’uopo,  che  li  sia  ceduto  il  luogo  da  uno  dei 
contigui.  Ma  questo  per  cedere  il  luogo  a quello  ha 
bisogno,  che  un  altro  lo  ceda  ad  esso;  e così  succes- 
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si vamenle,  finché  si  trovi  uno  spazio  vuoto,  dove  l’ul- 
timo possa  ritirarsi.  Se  dunque  questo  spazio  vuoto 
non  esistesse,  niun  corpo  potrebbe  muoversi;  e se 
fosse  piccolo,  i corpi  si  muoverebbero  assai  difficil- 
mente. Ma  si  muovono  i corpi,  e si  muovono  facil- 
mente. Dunque  esiste  un  ampio  spazio  vuoto. 

CAPITOLO  III. 

Della  Porosità  dei  corpi. 

2 6\  Diverse  ipotesi  si  sono  proposte  sulla  compo- 
sizione dei  corpi  per  spiegarne  l’ infinita  varietà  ma- 
teriale , o sia  per  assegnar  la  cagione  delle  varie  pro- 
prietà , che  convengono  alle  varie  specie . Ma  sicco- 
me queste  ipotesi  son  prive  affatto  d’ogni  fondamento, 
così  non  ci  tratterremo  a parlarne,  e avvertiremo  sol- 
tanto, che  i corpi  probabilmente  son  formati  nella 
seguente  maniera.  Due,  o tre  elementi,  o piccolissime 
particelle  materiali  unendosi  insieme  costituiscono  u- 
na  particella  di  primi  ordine.  Due,  o tre  particelle 
di  prim’  ordine  combinandosi  parimente  insieme  ne 
costituiscono  una  di  second’  ordine.  Due,  o tre  di 
second’  ordine  ne  costituiscono  una  di  terzo  ; e cosi 
di  seguito.  Dall’  ammasso  di  questi  diversi  ordini  di 
particelle  resulta  il  corpo.  Confermasi  ciò  da  qualche 
osservazione.  I microscopj  ancor  meno  acuti  fanno 
vedere  questi  diversi  ordini  di  particelle  nel  sughe- 
ro, e nelle  soluzioni  di  varj  corpi  nell’acqua.  (Ved. 
Musschembr.  Introd.  ad  Phil.  7.  i.  §•  99-)- 

27.  Ma  comunque  ciò  sia,  è indubitato,  che  gli 
elementi  si  uniscono  tra  loro  in  guisa  da  lasciare  in 
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tutti  i corpi  di  qualunque  specie  un  numero  gran- 
dissimo d; interstizi  vuoti,  o di  Pori.  Dimostrano  in- 
fatti le  osservazioni  microscopiche,  che  sono  oltre  o- 
gni  credere  porosissimi  tutti  i corpi  anche  i più  com- 
patti. D’altronde,  se  i corpi  non  fossero  porosi , la 
impenetrabilità  delle  loro  particelle  non  permettereb- 
be, che  l’uno  s’insinuasse  dentro  l’altro.  Ora  è no- 
to, che  non  vi  ha  corpo  in  natura,  che  non  sia  pe- 
netrabile da  qualche  altro  corpo.  La  Chimica  non  la- 
scia dubbio  su  ciò,  offrendoci  mille  esempj  di  liquidi, 
che  sono  assorbiti  da  solidi,  e di  liquidi,  che  si  assor- 
biscono scamb'evolmente.  Così  per  accennarne  alcu- 
ni, l’oro,  e molti  altri  metalli  assorbiscono  il  mer- 
curio, e qualche  acido;  e da  moltissimi  solidi  è as- 
sorbita l’acqua.  Che  se  una  data  quantità  d’acqua  si 
mescoli  con  una  data  quantità  d’acido  solforico,  ces- 
sata l’effervescenza,  che  si  eccita  per  questa  opera- 
zione, si  osserva,  che  il  volume  della  mescolanza  non 
giugne  ad  eguagliare  la  somma  dei  volumi  dell’acqua 
e dell’  acido , come  dovrebbe , se  le  particelle  del- 
l’uno non  s’ insinuassero  dentro  ai  pori  delle  particel- 
le dell’altra. 

28.  Moltissimi  altri  fatti,  che  confermano  la  po- 
rosità di  tutti  i corpi,  su  cui  possiamo  sperimentare, 
si  riferiscono  nell’  Opere  dei  rinomati  Fisici  Mus- 
schembroek,  Hook,  Hauxbée,  Reaumur,  ed  altri.  Può 
dunque  concludersi  (7),  che  la  porosità  è una  pro- 
prietà generale  dei  corpi. 

29.  Ciò  posto  sarebbe  desiderabile  di  poter  co- 
noscere la  quantità  assoluta  dei  pori,  che  si  trovano 
nei  corpi.  Ma  la  Fisica  non  ha  un  metodo  per  de- 
terminarla con  precisione , e non  possiamo  che  aver 
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ricorso  a congetture,  ed  ipotesi  per  concepirne  una 
qualche  idea  . Supponghiamo  pertanto  col  Newton 
( Opt . Lucis  lib.  3.  quaest.  3 1 .)  * che  le  particelle  del- 
l’ ordine  estremo,  da  cui  resultano  in  ultimo  i corpi 
sensibili  siano  composte  in  modo  da  aver  tanto  di 
vuoto,  o poroso,  quanto  bau  di  pieno;  e che  pari- 
mente tanto  di  vuoto,  quanto  di  pieno  abbiano  suc- 
cessivamente le  particelle  degli  ordini  inferiori,  fin* 
chè  si  arrivi  ai  primi  elementi  privi  affatto  di  pori. 

Le  osservazioni  dimostrano,  esser  ciò  piuttosto  al 
disotto,  che  al  disopra  del  vero.  Ora  in  questa  ipo- 
tesi la  porosità  dei  corpi , o la  quantità  dei  loro  pori 
è rappresentata  dalla  somma  di  tanti  termini  della 
progressione  geometrica  fi  i : 2 : f\  : 8 : 16  ec.  quanti 
sono  gli  ordini  delle  particelle  , che  gli  compongo- 
no. Qualora  dunque  il  numero  di  questi  ordini  di 
particelle  sia  indefinito,  come  lo  è generalmente,  è 
chiaro,  che  la  quantità  dei  pori,  che  esiste  nei  cor- 
pi è grande  oltre  ogni  immaginazione. 

3o . Dal  diverso  numero , e grandezza  dei  pori , 
che  esistono  in  un  corpo  nasce  la  diversa  densità . Col- 
la parola  densità  si  esprime  la  ragione  della  massa  al 
volume,  o sia  della  quantità  di  materia  contenuta  in 
un  corpo  alla  triplice  dimensione  circoscritta  dalla  su- 
perficie esterna  del  corpo  stesso  (ì  ì).  Perciò  dette  M, 
in  le  masse  di  due  corpi;  l tv  i loro  volumi;  D,  d le 

loro  densità, avremo  D : d ; : : IH.  ; e quindi 

f v 

1.°  il/  : ni  ::  DF  : dv  ; 

M ni 


2. ®  v v \ : — : — » 

D d 

3. °  Se  F — v}  j)  : d M : m } 
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4-°  Se  M = m;  D : dii  ~fr  : — ; 

r v 

5.°  S e D = d ; M : m II  V : v. 

Dunque 

i.°  Le  Masse  stanno  in  ragion  composta  diretta 
dei  volumi  nelle  densità. 

a.°  I Volumi  in  ragion  composta  della  diretta  del- 
le masse,  e dell’inversa  delle  densità. 

4. °  A masse  eguali , le  densità  sono  in  ragione  in- 
versa dei  volumi. 

5. °  A densità  eguali , le  masse  sono  in  ragione  di- 
retta dei  volumi. 

3i.  E qui  si  avverta,  che  un  corpo  dicesi  con- 
densato, quando  restando  costante  la  massa,  si  dimi- 
nuisce il  volume  5 dicesi  rarefatto  , quando  restando 
pur  costante  la  massa,  si  aumenta  il  volume.  Ora  co- 
me il  diverso  numero,  e la  diversa  ampiezza  dei  pori 
produce  la  diversa  densità  di  un  cqrpo , così  la  lo- 
ro dilatazione,  o contrazione  ne  produce  la  rarefazio- 
ne, o la  condensazione.  ^ 

CAPITOLO  IV. 

Della  Divisibilità , e Sottigliezza 
della  Materia 

3a.  Attributo  essenziale  della  materia  è l’estensio- 
ne. Ogni  particella  di  materia  adunque,  per  quanto 
infinitesima , è estesa.  Ora  non  si  può  dare  estensio- 
ne senza  parti.  Ma  tutto  ciò,  che  ha  parti  è divisi- 
bile. Dunque  qualunque  benché  infinitesima  pari1" 
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cella  di  materia  è divisibile  se  non  in  atto,  almeno  in 
potenza.  Dunque  la  materia  se  non  in  atto,  almeno 
in  potenza  ò divisibile  in  infinito. 

33.  Potrebbe  questa  conclusione  stabilirsi  anche 
con  prove  tratte  dalla  Geometria;  ma  noi  non  credia- 
mo di  doverci  trattenere  a confermare  ulteriormente 
una  verità  quanto  evidente,  altrettanto  inutile;  e pas- 
seremo piuttosto  ad  osservare , che  sebbene  i mezzi 
dell’Arte  non  possano  arrivare  a dividere  i corpi  in 
un  numero  infinito  di  parti,  egli  è però  cerio,  che 
la  sottigliezza,  a cui  frequentemente  gli  riducono  è 
grande  oltre  ogni  credere.  Sappiamo  dall’ Halle)- , che 
un  solo  grano  d’oro  può  dividersi  in  10000  parti  vi- 
sibili a occhio  nudo.  Il  medesimo  Filosofo  trovò  la 
grossezza  di  una  lamina , con  cui  era  dorato  un  filo 

d’  argento  minore  di  — yz — di  polli  ce  inglese.  Rac- 

ia4 ^oo 

conta  il  Boyle  di  aver  veduta  una  lamina  d’ oro  di  5o 
pollici  ingl.  quadrati  , che  pesava  un  grano  ; onde 
potendosi  la  lunghezza  di  un  pollice  dividere  in  aooo 
parti  visibili*  e conseguentemente  un  pollice  quadra- 
to in  4oooooo,  se  ne  deduce,  che  un  grano  d’  oro 
può  dividersi  in  aoopooooo  parti  visibili.  Moltissimi 
altri  fatti  si  trovan  riferiti  in  alcuni  Corsi  di  Fisica, 
per  mostrare  a quanto  arrivi  l’Arte  nell’  assottigliar  la 
materia. 

34.  Ma  la  Natura  è a ciò  di  gran  lunga  più  atta 
dell’Arte.  Le  sole  esalazioni  odorose  ne  presentano 
una  luminosa  riprova.  Leggesi  nelle  opere  del  Boy  le, 
che  una  certa  quantità  di  Assa  fetida  esposta  all’aria 
libera  per  lo  spazio  di  sei  giorni  non  diminuì  di  j>e- 
so  , che  di  ‘/  8 di  grano.  In  un  giorno  adunque  per- 
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dette  ‘Ag  di  erano,  ed  in  un  minuto  primo  -r- — di 

G9120  . 

grano , essendo  un  giorno  i44°’*  fb*a  supponghiamo  , 
che  questa  diminuzione  di  peso  dipendesse  dalla  sola 
esalazione  della  materia  odorosa, e che  in  ogni  mimi- 
to  primo  avesse  l’Assa  fetida  esalata  tanta  materia  da 
empiere  una  sfera  di  5 piedi  di  raggio  in  maniera,  che 
una  sola  particella  odorosa  si  contenesse  in  uno  spa* 
zietto  cubico,  che  avesse  per  lato  una  linea;  supposi* 
zione,  che  è certamente  molto  al  disotto  del  vero,  per- 
chè probabilmente  1’  assa  fetida  non  esala  solo  materia 
odorosa  ; l’efflusso  di  questa  materia  è continuo;  1’  o- 
dore  ne  è fortissimo  ad  una  distanza  anche  maggiore 
di  5 piedi  ; e ,a  questa  distanza  è di  gran  lunga  men  for- 
te, che  alla  distanza  di  5 pollici.  Essendo  la  solidità 
della  sfera  ( fatta  i : ìt  la  ragione  del  diametro  alla  cir- 
conferenza ) 4/s  r 3 ; e nel  caso  nostro  il  raggio  r — 

5 piedi  ; ti  = 3 ( trascurandole  frazioni,  che  entrano 
nella  ragione  del  diametro  alla  circonferenza  ) trove- 
remo ben  facilmente,  che  in  questa  ipotesi  dì 

grano  d’  assa  fetida  si  sarebbe  diviso  in  1492992000 
parti , e conseguentemente  un  intiero  grano  in  un  nu- 
• mero  di  parti  = 1492992000X69120. 

35.  Esempj  ancor  più  sorprendenti  della  sottigliez- 
za della  materia  ci  sono  offerti  dagli  animali  microsco- 
pici. L’illustre  Osservatore  Lcehwenoek  parla  di  un 

animaletto,  il  cui  volume  era di  poi. 

1000000000000000 

ingl.  cubo.  Ora  se  dalla  ragione,  che  hanno  i vasi  mini- 
mi del  corpo  umano  al  corpo  intero  si  calcoli  la  gran- 
dezza de’vasi  minimi  di  quell’ insetto,  si  comprenderà, 
che  debbono  avere  il  diametro  di  una  piccolezza  supe- 
T.  1.  " .2 
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riore  ad  ogni  immaginazione,  e che  d’una  piccolezza 
ancor  maggiore  saranno  i globuli  dell’  umore,  che  gli 


riempie. 

36.  Tralascio  mille  altri  fatti,  che  indicano  la 
sottigliezza  incomprensibile,  cui  la  Natura  sa  ridurre 
la  materia,  e passo  ad  osservare,  che  mentre  un  corpo 
s’assottiglia,  o si  diminuisce,  se  ne  aumenta  la  ragione 
della  superficie  alla  solidità.  Poiché  le  solidità  dei 
corpi  sono  proporzionali  ai  cubi , le  superficie  ai  qua- 
drati de’ lati  omologhi;  talché  contemporaneamente 
diminuendosi  la  solidità,  e la  superficie,  quella  dimi- 
nuisce in  ragion  dei  cubi,  questa  in  ragion  dei  quadra- 
ti. Al  contrario  poi  aumentandosi  il  corpo,  scema  la 
ragione  della  superficie  alla  solidità  nella  stessa  ma- 
niera , e per  la  stessa  cagione.  Generalmente  nei  corpi 
simili  le  superficie  stanno  alle  solidità  in  ragione  inver- 
sa dei  lati  omologhi.  Siano  S , s le  superficie;  M,  m le 
solidità,  o le  masse;  L,  l i lati  omologhi  di  due  corpi 
simili;  averemo  S : s ::  Z*.  /*;  ed  M : m\  \ L 3 : l3; 


onde 


l : Z. 


s ..  L*  l*  i i 

M ' m"  Z5  ' F::  7:  l 

òy.  Mentre  poi  un  corpo  si  divide  nelle  sue  par- 
ti , se  ne  aumenta  la  superficie,  rimanendone  egua- 
le la  solidità  totale  . Poiché  nella  separazione  ven- 
gono a rendersi  estrinseche  le  superficie  interne,  che 
erano  occultate  da’ mutui  contatti.  E se  il  corpo  sia 
diviso  in  parti  simili , 1’  aumento  della  superficie  è 
proporzionale  alla  radice  cuba  del  numero  delle  par- 
ti , in  cui  è stato  diviso.  In  fatti  sia  S la  superfi- 
cie , e V il  volume  di  un  corpo . Dividasi  questo 
corpo  in  un  numero  di  parti  simili,  e tutte  eguali 
fra  loro  espresso  per  n3.  Il  volume  d’ognuna  di  que- 
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V 

sle  parti  sarà  — Ora  siccome  ciascuna  di  dette  parti 

è simile  al  corpo  intero,  avremo  tra  i volumi  la  pro- 

V 

porzione  V : — II  dl  : d 13 , chiamando  d , d 1 due  di- 
re3 

mensioni,  o lati  qualunque  omologhi  de’ due  corpi.  E 

-•  ‘ * ri 

perciò  d : d'  II  i : — j d%  : d*  H i : -L  Ma  le  su- 
re  re* 

perficie  stanno  come  i quadrati  de’lati  omologhi.  Dun- 
que se  si  dica  s la  superficie  incognita  d’una  delle  par- 
ti, in  cui  è stato  diviso  l’intero  corpo, che  aveva  la  su- 
perficie S,  avremo  S : s 1 1 d*  : d 1 II  i : _L  ; onde 
,S  »* 

n~* 

Pertanto  la  superficie  del  corpo  intero  dopo  la 
divisione  essendo  eguale  al  complesso  di  tutte  le  su*- 
perficie  delle  parti , che  sono  tutte  eguali  fra  loro,  sa- 
rà espressa  pel  prodotto  del  numero  delle  parti  in  una 
_ _ o 

superficie  s , cioè  per  re  3 X s — re  3 — = nS.  Dun- 

re* 

que  la  superficie  S del  corpo  indiviso  è alla  somma 
delle  superficie  delle  parti , in  cui  è stato  diviso  II  S : 
nS  II  ì :re  radice  cubica  del  numero  re  3 di  queste 
parti.  Perciò  se  un  parallelepipedo  si  divida  in  8 pa- 
rallelepipedi , ne  sarà  cresciuta  la  superficie  nella  ra- 
gione di  j : a. 

38.  Quei  corpi  adunque , che  esercitano  la  loro  a- 
zlone  sulla  superficie  degli  altri  corpi,  come  l’aria  , 
l’acqua  ec.,  debbono  produrre  sopra  un  corpo  diviso 
un  effetto  maggiore , che  sullo  stesso  corpo  indiviso. 
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CAPITOLO  V. 

Dell’  Inerzia. 

x * t , ’ 

39-  I fatti  meglio  accertati  dimostrano  indubita- 
tamente, che  i corpi  essendo  naturalmente  indifferen- 
ti allo  stato  di  quiete,  o di  moto,  tendono  a persevera- 
re in  quello  stato,  in  cui  si  trovano.  Se  un  corpo  è in 
quiete,  non  può  passare  al  moto;  se  si  muove  con  Una 
data  celerità  in  una  data  direzione,  non  può  ridursi  in 
quiete,  nè  variar  celerità,  o direzione  senza  1’ azione 
di  una  forza  estrinseca , che  perde  in  tale  azione  più,  o 
meno  della  sua  intensità.  Questa  tendenza  dei  corpi 
a perseverare  nel  loro  stato  dicesi  Inerzia ; e riguarda- 
si come  effetto  di  essa  la  diminuzione  dell’  intensità 
della  forza  impiegata  per-  far  cangiare  stato  ad  un 
corpo. 

4o.  Taluno  ha  creduto,  elio  questa  inerzia  sia  una 
forza  re^le  inerente  alla  materia , e ehe  presenti  una 
resistenza  effettiva  alla  forza,  che  agisce  sul  corpo  per 
rimuoverlo  dal  suo  stato.  Ma  altri  considerandola  sot- 
to un  aspetto  ben  più  semplice  opinano,  non  esser  ella, 
che  la  passiva  attitudine  della  materia  a ricevere  la 
forza  , che  produce  la  mutazione  del  suo  stato;  c 1’  ef- 
fetto attribuitole  non  essere,  che  la  comunicazione 
della  forza  da  corpo  a corpo;  per  la  qual  comunica- 
zione il  corpo  agente  ne  perde,  il  paziente  ne  acquista 
una  porzione  eguale.  Il  corpo  paziente  non  diminuisce 
la  forza  dèli’  agente  distruggendola  con  opporle  una 
resistenza,  ma  solo  ricevendola  in  se>  come  per  es. 
un  vaso  vuoto  posto  in  comunicazione  con  un  vaso 
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piena d’  aria,  o d’  altro  fluido  elastico  diminuirebbe  il 
fluido  contenuto  in  questo  vaso,  non  con  distruggerne 
una  porzione,  ma  ctm  riceverla  dentro  di  se.  È vero, 
che  percuotendo  colla  mano  un  corpo  in  quiete,  o in 
un  moto  men  celere  di  quel  della  mano;  o moven- 
do con  uno  strumento  qualche  corpo,  ne  sembra  di  sen- 
tire una  resistenza.  Ma  ciò  non  è che  un’  illusione  ; c 
intanto  restiamo  illusi,  in  quanto  si  produce  sulla  ma- 
no , o immediatamente , o pei*  mezzo  dello  strumento 
quella  medesima  impressione,  che  si  produrrebbe,  se  es- 
sendo essa  in  quiete,  venisse  il  corpo  ad  urtarla  o im- 
mediatamente , o per  mezzo  dello  strumento  con  un 
moto  in  senso  opposto. 

Non  può  negarsi,  che  tal  considerazione  dell’  iner- 
zia sia  molto  semplice,  ed  ingegnosa; ma  noi  non  dob- 
biamo trattenerci  più  lungamente  su  questo  soggetto, 
contentandoci  di  stabilire,  che  i corpi , qualunque  ne 
sia  la  cagione,  sono  naturalmente  indifferenti  allo  stato 
di  moto,  o di  quiete  ;ma,pon  possono  da  per  se  can- 
giare il  loro  stato  ; e clic  perciò  vi  abbisogna  sempre 
¥ azione  di  una  forza. 

i'Ì!  • I MI  • I : ■ •(  , . , , , 

O : CAPITOLO  VI. 

J ' 

. Ot  f Hi.  • I . 

>•  . , -iin  • . , ,i  -Della  Gravità. 

‘ i.i  ? • • : r - ••  ' , , 

4»*  E indubitato,  che  tutte  le  particelle  della  mate- 
ria ; generalmente  parando  , tendono  ad  avvicinarsi 
le  qne  a.ll'  altre  indipendentemente  da  qualunque  es- 
tri^ecqijnpulso.Questa  tendenza  è chiamata  col  nome 
generico ,di  Attrazione.  Ora  l’attrazione  come  sembra 
agijije  .^Qu  diverse  leggi»  cosi  è indicata  con  diversi  no- 
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mi  nelle  diverse  circostanze.  Se  si  rende  sensibile  tra 
le  parti  della  materia , che  sono  a minime  distanze , 
dicesi  specialmente  Attrazione  •,  dicesi  Gravitazione, 
se  si  rende  sensibile  a distanze  molto  notabili. 

4 a.  Le  piu  ovvie  osservazioni , e le  più  facili  espe- 
rienze fan  conoscere  , che  le  parti  della  materia  si  at- 
traggono nelle  minime  distanze  . La  figura  sferica  , 
che  pvendono  generalmente  le  gocce  di  tutti  i corpi  ri- 
dotti allo  stato  di  liquiditi»,  dimostra,  che  le  particelle, 
onde  risultano  si  attirano  in  guisa,  che  non  può  tra  la 
superficie,  ed  il  centro  trovarsene  in  un  luogo  mag- 
giore , o minor  quantità  , che  iu  un  altro.  L’  adesione 
scambievole,  che  spesso  ha  luogo  tra’ piani  lisci  con- 
tigui , o moltissimo  vicini  ài  contatto  ; le  cosi  dette 
composizioni,  é decomposizioni  chimiche , cioè  quei 
processi  , o operazioni  della  Natura  , e dell’Arte,  per 
cui  diverse  sostanze  talvolta  si  combinano,  cioè  si  unis- 
cono, talvolta  si  staccano  dalle  combinazioni,  in  cui 
sono  , per  passare  a formarne  altre  più  strette;  la  coe- 
rionede’  corpi , quella  forza  cioè,  per  etti  le  particelle 
dei  corpi  stanno  tra  loro  unite  più,  o men  fortemente  ; 
la  crisallizzazione  , per  cui  le  particelle  dei  corpi 
sciolti  in  un  liquido  spontaneamente  riunendosi,  tosto 
che  il  liquido  solvente  sia  bastantemente  svaporato, 
prendono  costantemente  una  determinata  figura , so- 
no effetti  dell’  attrazione , e non  lasciano  dubbio  sul- 
1’  esistenza  della  medesima.  1 1 • ‘ : • -r  1 . 

43.  Facilmente  poi  si  è dimostrato,  che  quésti  ef- 
fetti non  provengono  da  un  urto,  o pressione  estrin- 
seca contro  i corpi , nei  quali  si  manifestano  ; per- 
chè in  tal  caso  sarebbero  proporzionali  alla  superfi- 
cie , che  sì  potesse  urtare , o premere  ; e ciò  non  è. 
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Realmente , se  ciò  fosse  , una  goccia  per  es.  di  mercu- 
rio , stiacciata  con  una  stecca  come  resterebbe  più  pre- 
muta nella  superficie  superiore , che  nelle  laterali,  co- 
si non  potrebbe  riprendere  la  figura  sferica  ; e il  fatto 
mostra  , che  la  riprende  colla  più  grande  rapidità. 

44-  Ma  non  cosi  facile  è stato  di  rinvenire  le  leg- 
gi, con  cui  agisce  quest’  attrazione.  Quelle,  che  si  sono 
stabilite  da  alcuni  Fisici  sono  si  incerte  , e forse  anche 
si  erronee,  che  noi  crediamo  di  non  doverci  trattene- 
re a parlarne.  Potranno  i curiosi  vederle  esposte  dal 
Mnsschembroek  ( Introducilo  ad  Pkil.  Nat.  T.  /.  ) , 
e dal  Sigorgne  ( Instit.  Newton.  Chap.  1 3 ) . 

45.  Debbo  qui  avvertire , che  per  quanto  sia  ve- 
ro , che  generalmente  parlando  le  particelle  della  ma- 
teria nelle  minime  distanze  si  attraggono , pure  ben 
spesso  accade,  che  la  loro  scambievole  attrazione  è mo- 
dificata , e contrariata  per  sì  fatta  guisa  , che  non  solo 
non  si  avvicinano , ma  anzi  scambievolmente  si  al- 
lontanano, e sembra,  che  siano  soggette  ad  una  forza , 
che  respingendo  le  une  dall’  altre,  può  esser  chiamata 
Repulsione.  Cosi  vediamo  per  es.  che  le  sostanze  oleo- 
se , e grasse  non  possono  unirsi  coll’  aquee. 

Taluno  ha  creduto , che  i fenomeni , che  si  attri- 
buiscono alla  repulsione  siano  spiegabili  per  una  sem- 
plice differenza  d’ attrazione , o per  un  eccesso  della 
forza  di  coesione  sulla  forza  di  combinazione.  Si  è det- 
to peres.  che  in  tanto  l’acqua  non  si  combina  coll’olio, 
in  quanto  che  le  parti  integranti  di  essa  hanno  più  at- 
trazione tra  loro,  che  coll’  olio  ; ovvero,  che  la  forza  di 
coesione , che  vincola  le  parti  dell’  acqua  , o dell’  o- 
lio,  è maggiore  che  la  forza,  con  cui  queste  due  sostan- 
ze tenderebbero  ad  unirsi,  o combinarsi. 
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Relativamente  all’ olio- e all  acqua  , e ad  altri  si- 
fi  Tnili  casi  ciò  potrà  forse  esser  vero.  Vi  sono  per  altro 
dei  fatti,  che  non  si  possono  spiegare  senza  ammettere 
una  forza  ripulsiva.  Se  si  ponga  un  globetto  di  ferro  in 
un  vaso  ripieno  di  mercurio  , il  mercurio  si  allontana 
visibilmente  dal  ferro.  Vedremo:  nell’ Ottica,  che  anche 
la  luce  va  probabilmente  soggetta  in  certe  circostanze 
aduna  forza' repulsiva,  .vi  . ; , 

Di  più  so,  generalmente  parlando,  tutte  le  parti- 
celle della  materia  nelle  mirarne  distante  si  attraggono, 
■perchè  non  si  preipitano  esse  le  unè  sull*  altre , e non. 
formano  dei  corpi  privi  d’  ogni  interstizio,  o di  pori? 
Pare , che  certamente  esista  in  natura  una  forza , o un 
principio,  che- opponendosi  all’attrazione,  or  ne  impe- 
disca, on  ne  modifichi  gli  effelt  b I diversi  stati,  in  cui 
può  esistere  nn  corpo  non  si  spiegano  senza  il  contrasto 
tra  la  forza  d’attrazione,  ed  un  principio  opposto.  Tal- 
volta le  particelle  dei  corpi  fanno  uno  sforzo  per  fug- 
gire le  une  lungi  dall’altre  ; effettivamente  fuggono , se 
un  ostacolo  esterno  non  le  tra  tlenga  , e trattenute  pre- 
mono 1’  ostacolo.  Questo  accade  nei  corpi  aeriformi  o 
fluidi  ; e non  potrebbe  accadere,  se  l’attrazione  del- 
le loro  parti  non  restasse  di  gran  lunga  superata  da 
un  principio  repulsivo.  Talvolta  vediamo  interamente 
distruggersi  in  un  corpo,  per  es.  nel  ghiaccio,  là.  coesio- 
ne delle  parti  , che  in  conseguenza  si  riducono  perfet- 
tamente libei*, e mobili;  e se  non  si  fuggono,  resistono 
per  altro  ad.  ima- forza,  che  volesse  avvicinarle  ulterior- 
mente,' e diminuire  il  volume  del  loro  complesso.  Ciò 
-costituisce  i liquidi  incompressibili . È evidente  che 
•m  essi  il  principio  repulsivo  eguaglia  l’ attrazione , on- 
de le  particelle, nò  si  allontanane,  nè  si  avvicinano.  Tal 
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volta  finalmente  le  particelle  sono  unite,  e i corpi 
cristallizati  : lo  che  mostra,  che  1’ attrazione  prevale 
sul  principio  repulsivo. 

Io  ben  convengo,  che  il  principio  antagonista  del- 
l’attrazione, che  riduce  i corpi  dallo  stato  solido  al  li- 
quidò , dal  liquido  all’  aeriforme , può  essere  una  qual- 
che sostanza  , che  insinuandosi  tra  le  parti  dei  corpi , 
le  disgreghi  urtandole , e le  allontani  tra  loro  più  o 
meno.  Ma  come  potrebbero  le  parti  di  questa  sostanza 
agire  contro  gli  elementi  dei  corpi  per  separargli,  se  es- 
se in  ultima  analisi  non  ricevessero  da  una  forza  re- 
pulsiva questa  attività  ? 

Dunque  la  considerazione  dei  più  ovvi  fenomeni 
ci  porta  a concludere,  che  esiste  in  natura  una  forza  di 
repulsione. 

46.  Passando  ora  a parlare  dell’  attrazione  a distan- 
ze notabili  osserveremo,  che  il  Newton  ha  dimostrato  , 
che  questa  si  esercita  tra  tutte  le  parti  della  materia  ; 
cioè  , che  la  Gravitazione  è una  proprietà  generale  del- 
la materia. 

Riserbandoci  .ad  esporre  altrove  le  dottrine  new- 
toniane su  tale  articolo,  che  colle  sole  notizie*  fin  qui 
premesse  non  potrebbero  esser  intese , ci  limiteremo 
per  ora  a parlaredella  Gravità  terrestre  , che  è un  caso 
particolare  , per  così  dire  , della  Gravitazione  uni- 
versale.   • <T’  : • 

Dicesi  Gravità  la  tendenza  dei  corpi  verso  la  ter- 
ra ; cioò  <piella  forza  , per  cui  i corpi  terrestri  lasciati 
liberi  cadono  sulla  superficie  della  terra  , sorretti  ten- 
dono a trar  seco  inferiormente , e perciò  premono  i so- 
stegni. >»  * 1 !•••.’  I : ' ' .1  .in  i 1 ’ 'q,  t;i 

47-  Niun  dubita,  che  tutti  i corpi  conosciuti,  anche  i 
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più  tenui , quando  non  incontrino  ostacoli  cadano  sul' 
la  superficie  della  terra  ; incontrando  degli  ostacoli  gli 
premano.  Perciò  essendo  inutile  di  trattenersi  a riferi- 
re dei  fatti  per  confermare  una  cosa  a tutti  notissima , 
avvertiremo  piuttosto,  che  questa  costante  tendenza  dei 
corpi  a cadere  sulla  superficie  della  terra  non  può  es- 
sere, che  T effetto  di  una  forza,  che  cfostantemente  ve 
li  diriga.  Realmente  i corpi  sono  naturalmente  indif- 
ferenti allo  stato  di  quiete , o di  moto  (4o),  nè  mai  si 
muovono  in  direzioni , che  facciano  un  angolo  qualun- 
que colla  verticale,  nè  mai  si  sollevano,  senza  che  in 
qualche  modo  agisca  sopra  di  essi  una  qualche  forza  . 
Se  dunque  sempre  cadono , o tendono  a cadere  d’  alto 
in  basso , è chiaro  , che  agisce  sempre  sopra  di  essi  tt- 
na  forza  , che  gli  spinge  in  tal  direzione^  e questa 
forza  è la  Gravità. 

48.  Noi  non  conosciamo  finora  qual  sia  la  natura 
della  Gravità , ma  ben  conosciamo  i fenomeni,  che  ella 
produce.  Fra  questi  esporremo  qui  i principali , e se- 
gnatamente quelli , che  più  agevolmente  ne  guidano  a 
stabilire  le  leggi , cui  ella  va  soggetta. 

I.  La  Gravità  in  un  dato  luogo  della  terra  eccita 
in  tutti  i corpi , qualunque  ne  sia  la  massa , una  celeri- 
tà eguale.  Lo  avevano  già  presentito  Epicuro , e Lu- 
crezio ( Lib.  a.  Vers.  a38  );  ma  il  Galileo  lo  sosten- 
ne col  ragionamento  contro  l’ opinione  di  Aristotile 
( Dial.  i.  p.  5 19.  e Lettera  al  Bertizzolo  pag.  720 
'Tom.  a Ediz.  Fior.  1718  ) e lo  confermò  col  fat- 
to provando,  che  corpi  di  densità  assai  diversa  ca- 
dono da  grandi  altezze  attraverso  1’  aria  con  celeri- 
là quasi  eguali.  Il  Newton  inseguito  tolse  ogni  dub- 
bio, facendo  vedere,  che  corpi  di  varia  densità , e 
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■volume  nel  vuoto  descrivono  tutti  spazj  precisàmente 
eguali  in  tempi  eguali,  cioè  si  muovono  con  velocità 
eguale.  E si  è trovato , che  nel  primo  minuto  secondo 
peli*  azione  della  gravità , tutti  i corpi  descrivon  tra 
noi  nel  vuoto  piedi  par.  i5  , 0915  , o metri  4 » po44* 

Ora  egli  è evidente,  che  ciò  non  potrebbe  accadere, 
se  la  gravità  non  agisse  egualmente  su  tutte  le  egual1 
particelle  elementari , da  cui  risultano  i diversi  corpi-» 
cioè  se  ogni  elemento  materiale  dei  corpi  non  ricevesse 
dalla  gravità  lo  stesso  impulso  verso  la  superficie  della 
terra.  Dunque  1’  esposto  fatto  dimostra  , che  la  gravità 
agisce  egualmente  sopra  ogni  elemento  dei  corpi , e 
perciò  che  quanto  è maggiore , o minore  il  numero  de- 
gli elementi, da  cui  resulta  un  corpo,  tanto  è maggiore, 
o minore  il  numero  delle  azioni  parziali,  che  la  gravità 
esercita  sopra  di  quello.  Da  ciò  deriva,  che 

1 .°  La  gravità  agisce  nei  corpi  proporzionalmente 
alla  loro  massa. 

4q.  2.*  Ogni  corpo  si  può  considerare  come  un 
complesso  di  un  dato  numero  di  elementi , ognuno 
dei  quali  ha  un’  egual  tendenza  verso  la  terra,  o una 
egual  gravità.  L a somma  di  tutte  queste  tendenze  di- 
cesi peso.  Dunque  diverso  è il  senso  delle  parole  gra- 
vità , e peso.  La  parola  gravità  significa  l’ egual  ten- 
denza , che  ogni  elemento  della  materia  ha  verso  la 
terra,  e perciò  è eguale  in  tutti  i corpi.  11  peso  è la 
somma  di  tutte  queste  tendenze  particolari  d’ ogni  ele- 
mento , ed  è, perciò  maggiore , o minore  in  quei  corpi , 
che  han  maggiore  o minor  numero  di  elementi , cioè 
maggiore , o minor  massa  . La  gravità  si  misura  per  la 
celerità , che  ella  imprime  ai  corpi  verso  la  terra  : e 
nella  medesima  latitudine  sulla  terrà  questa  celerità  è 
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sempre  la -medesima  , comunque  varj  la  quantità  del- 
la lor  massa.  Il  peso  si  misura  per  lo  sforzo  necessa- 
rio a sostenere  un  corpo , che  tende  a scendere  ver- 
so la  terra  -,  ed  essendo  proporzionale  alla  massa,  cre- 
sce , o scema,  quella  crescendo,  o scemando.  Due  per- 
tanto sono  gli  elementi,  da  cui  risulta  il  peso  dei  cor- 
pi, la  tendeuza  delle  loro  particelle  verso  la  terra , o la 
gravità  Q,  e il  numero  delle  particelle , che  gli  costi- 
tuiscono , o sia  la  massa  M.  Sarà  dunque  1’  espressio- 
ne del  peso  P — GM  = GDF , essendo  M — 
DFQo).  . 

50.  3.°  Quei  corpi , che  hanno  maggior  massa  fa- 
ran^hag£Ìor  sforzo  per  avvicinarsi  alla  terra,  che  quel- 
li. che  l’bnn  minore  ; onde  questi  dovran  cedere  il  po- 
sto a quelli. 

Di  qui  è,  che  vediamo  talvolta  dei  corpi  muoversi 
in  direzione  contraria  a quella  della  gravità , non  già 
•perchè  non  siano  gravi , o pesanti , ma  perchè  cedouo 
il  posto  a corpi  contigui  più  gravi,  che  discendono 
induogo  di  essi,  e li  spingono  in  alto.  Tali  sono  per  es. 
i còrpi,  che  nuotano  nell’ammosfera;  come  il  fumo , le 
esalazioni  ec.  Questi  corpi  nel  vuoto  cadono  essi  pure 
verso  la  terra. 

5 1 . 4-°  I corpi  di  varia  massa  non  possono  traver- 
sando 1’  aria  cadere  con  una  velocità  precisamente 
eguale $ poiché  la  resistenza  , che  1’  aria  oppone  al  loro 
moto  gli  ritarda  più  o meno,  secondo  che  sono  meno  o 
più  densi.  Se  ne  comprenderà  agevolmente  la  ragione, 
dopo  che  avremo  esposta  la.  dottrina  del  moto  dei  so- 
lidi,, a traverso  ai  fluidi,  e intanto  osserveremo,  che 
V esperienza  lo  dimostra  evidentemente.  , 

. 52.  5.°  Que’  corpi,  che  sotto  egual  volume  hau  più 
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massa , cioè  son  più  densi , saran  più  gravi , o pesanti  ; 
e reciprocamente  que’  corpi , che  sotto  egual  volume 
son  più  pesanti,  avran  maggior  densità.  Questo  diver- 
so peso  di  corpi  diversi  sotto  eguali  volumi  chiamasi 
Gravila  specifica. 

È chiaro  da  ciò , che  la  gravità  specifica  è propor- 
zionale , e conseguentemente  fa  conoscere  la  den- 
sità dei  corpi.  Indicheremo  altrove  , come  si  de- 
terminino le  ragioni  delle  gravità  specifiche  dei 
corpi.  ■ • 

53.  II.  Le  piu  ovvie,  e costanti  osservazioni  dimids- 
trarfb  , che  la  gravità  spinge  i corpi  perfettamente  libe- 
ri da  ogni  ostacolo  per  una  linea  normale  alla  superfi- 
cie dell’  acque  stagnanti  sulla  terra. 

Quindi  si  deduce , che 

54.  i.°  Essendo  la  terra  sferoidica  non  possono  , 
tutte  le  direzioni  dei  gravi  cadere  precisamente  nel 
centro  della  medesima. 

Si  rappresenti  con  un’ellisse  un  meridiano  qualunque  terrò-4 
stre.  Le  direzioni  de’ gravi  essendo  perpendicolari  in  ogni  punto 
al  perimetro  di  quest’  ellisse , debbono  riguardarsi  come  raggi  o- 
sculatori  de’ diversi  punti  , su  cui  cadono;  e conseguentemente 
possiamo  inferirne,  che  andranno  a terminare  nell’  Evoluta  di 
questa  ellisse,  Evoluta,  che  come  è noto,  debbe  esser  composta 
di  quattro  rami,  che  fanno  tra  loro  quattro  punti  di  regresso.  Se 
per  tanto  s’  intenda , che  il  dato  meridiano  rivolgasi  intorno  all’ 
asse , onde  si  generi  una  sferoide , verrà  pure  a generarsi  un  solido 
dai  rami  dell’  evoluta:  e sul la^ superficie  di  questo  solido  andran- 
no a cadere  le  direzioni  de’ gravi.  Potranno  gli  Studiosi  vedere 
ampiamente  illustrata  questa  materia  in  una  Memoria  del  Mairan 
negli  Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  pell’anno 
1720. 

Ma  siccome  secondo  i recenti  calcoli  del  chiar.  B. 
di  Zach  la  terra  non  è stiacciata  che  pochissimo  , la 
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do 

differenza  de’  semiassi  equatoriale  e polare  essendo 
espressa  per  '/-1IO , e si  può  perciò  senza  sensibile  er- 
rore considerarla  come  perfettamente  sferica,  cosi  si 
può  pur  dire  senza  sensibile  errore,  che  i gravi  ca- 
dendo si  dirigono  al  centro  della  medesima. 

55.  Dee  per  altro  notarsi  ; 

i.°  Che  la  vicinanza  di  corpi  , che  abbiano  una 
massa  molto  notabile  fa  talvolta  deviare  alquanto  i gra- 
vi di  piccola  mole  dalla  verticale  mentre  scendono  ver- 
so la  superficie  delia  terra. 

Raccontano  i signori  Botiguer  e La  Condamine  di 
avere  osservato  nel  famoso  lor  viaggio  all’Equatore, 
che  il  Monte  Kimborako  faceva  deviare  il  filo  a piom- 
bo per  ’f'/i  (misura  antica , cioè  supponendo  l’angolo 
retto  ~ po°  , e il  grado  = fio ' ) dalla  verticale  ; e il 
Maskeline  incombenzato  nel  1 774  di  confermare  que- 
sta importantissima  osservazione  trovò,  che  un  monti- 
cello  di  Scozia  alto  3 1 3 pertiche  di  6 piedi  l’una  facea 
declinare  il  filo  a piombo  per  un  angolo  di  5”,  8 ( mis. 
antica  ) . 

Si-  è dedotto  da  queste  osservazioni,  che  i corpi 
terrestri  non  tendono  solo  verso  il  centro  della  terra  , 
ma  anche  gli  uni  verso  gli  altri  $ e che  se  ordinaria- 
mente questa  tendenza  non  si  manifesta  per  la  pre- 
ponderante azione  della  terra  ; si  manifesta  bensì  quan- 
do un  grave  cadente  si  trova  vicino  ad  un  corpo , la 
cui  massa  abbia  una  ragione  sensibile  alla  massa  della 
terra  , o quando  altre  circostanze  facilitino  tal  manife- 
stazione. 

Il  Cavendish  ha  confermata  questa  deduzione  con 
delicate  esperienze  sull’  attrazione  reciproca  di  due 
globi  di  piombo  istituite  per  determinar  la  densità  me- 
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dia  della  terra,  che  trovansi  registrate  nelle  Transazior 
ni  Angl.  peli*  anno  1 798. 

Il  Newton  lasciò  scritto,  che  se  si  fosse  trovato  un 
monte  della  stessa  densità  della  terra  di  figura  conica , 
alto  3 miglia  , e colla  base  del  diametro  di  6 miglia  , il 
filo  a piombo  in  vicinanza  del  medesimo  avrebbe  de- 
clinato dalla  verticale  per  un  angolo  di  a’  ( misura  an- 
tica). Le  osservazioni  accennate  qui  sopra  hanno  lumi- 
nosamente confermata  questa  predizione  del  Newtdn. 

a.®  Per  quanto  la  gravità  sia  diretta  al  centro  del- 
la terra  , o più  precisamente , a qualche  punto  al  me- 
desimo assai  prossimo , non  ostante  le  direzioni  dei 
gravi  non  molto  distanti  tra  loro  possòno  , attesa  1’  e- 
norme  lunghezza  del  raggio  terrestre , considerarsi  co- 
me parallele.  Infatti  si  trova , che  1’  angolo , che  nel 
centro  della  terra  fanno  le  direzioni  di  due  gravi  di- 
stanti fra  loro  di  200  pie.  pari,  è circa  o°,  o\  1”. 

56.  Il  Newton  ha  dimostrato , che  la  gravità  terre- 
stre agisce  in  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  distanze 
dal  centro  della  terra . Riferiremo  altrove  la  dimostra- 
zione newtoniana , che  dipende  da  principj  non  espo- 
sti per  anche,  e assumendo  qui  come  dimostrato  que- 
sto teorema  stabiliremo,  che  la  gravità  G agisce  nei  cor- 
pi in  ragione  composta  della  semplice  diretta  della 
massa  M,  e della  inversa  del  quadrato  della  distanza  D 
dal  centro  della  terfa  j onde  può  rappresentarsi  per  la 

formula  P = . 

D * 

57.  Dunque  variando  la  distanza  dei  corpi  dalla 
superficie  della  terra  ne  varia  la  gravità.  Per  altro  , se 
si  considerino  piccole  distanze  dalla  superficie  della 
terra,'' le  variazioni,  che  la  gravità  soffre  sono  cosi  te- 
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nui,  che  possono  trascurarsi;  onde  può  essa  riguar- 
darsi come  una  forza  costante,  e come  tale  giustamen- 
te la  riguardò  il  Galileo. 

E realmente  sia  un  corpo  M sulla  superficie  della  terra,  ed 
uno  eguale  sia  all’altezza  di  6000  metri.  Facciasi  d = 6000:  il 
raggio  terrestre  dicasi  v =6376466  metri.  La  gravità  g del  corpo 

sulla  superficie  della  terra  sarà  espressa  per  ~ ; e all  altezza  d 


sopra  la  superficie  della  terra  sarà  la  sua  gravità  g'  espressa  per 

^ Ora  essendo  d una  quantità  piccolissima  relativamen- 
0+0*  ‘ 

1 

te  ad  r , nello  sviluppo  della  frazione  ^ — t si  posson  tra- 

scurare  le  quantità  d' , d*  ec.  onde  si  troverà , eseguendo  la  di- 

M idM  zdM  . , . 

zg ^ — • Differisce  dunque  g’ 


visione,  g — 


r’ 


da  g solo  per  la  quantità — — — , c^c  e impunemente  trascurabi- 
le, e perciò  si  può  supporre  g'  — g. 

58.  Torneremo  a parlar  nuovamente  della  gravità, 
dopo  che  avremo  stabilite  altre  dottrine  necessarie  per 
1’  intelligenza  di  ciò,  che  dovremo  dire. 


CAPITOLO  VII. 

J)ella  Mobilità  dei  corpi , e del  Aloto 
in  generale . • 

5p.  Niun  dubita,  che  tutti  i corpi,  su  cui  è dato 
d’ istituire  esperimenti,  e in  conseguenza  ( 7 ) tutti  ge- 
neralmente possano  da  una  forza  adattata  esser  messi 
in  moto.  I sofismi  di  Diodoro  Chrono , e -di  Zenone 
eontro  la  possibilità  del  moto  non  meritano  d’  esser 
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qui  riportati,  e i Curiosi  li  troveranno  esaminati  anche 
troppo  diffusamente  nell’  opere  del  Keil  , dello  Sca- 
rella  , e d’altri  Fisici.  , 

60.  La  parola  Molo , come  altrove  avvertimmo,  si- 

gnifica la  successiva  mutazione  di  luogo,  ossia  la  tra- 
slazione di  un  corpo  da  un  luogo  ad  un  altro  ; la  paro- 
la quiete  la  permanenza  di  un  corpo  nello  stesso  luo- 
go. : "i 

Il  luogo,  che  è la  porzione  dello  spazio  occupata  dal 
corpo,  dicesi  assoluto , se  si  considera  lo  spazio  assolu- 
tamente 04)  ; relativo,  se  lo  spazio  si  considera  relati- 
vamente; onde  anche  il  moto  vien  detto  corrisponden- 
temente assoluto  , o relativo.  Moto  assoluto  significa 
la  mutazione  di  luogo  assoluto;  moto  relativo  la  muta- 
zione di  luogo  relativo.  Cosi  pure  quiete  assoluta , o 
relativa  dicesi  la  permanenza  di  un  corpo  in  un  luogo 
assoluto  t o relativo.  Perchè  si  abbia  moto  assoluto  bi- 
sogna , che  realmente  Si  trasporti  un  corpo  da  un  luo- 
go ad  un  altro  ; perchè  si  abbia  il  moto  relativo , ba- 
ia, che  si  muti  la  situazione  di  un  corpo  relativamen- 
te ad  altri  corpi.  ! 

61.  Il  moto  dividesi  ulteriormente,  iò  proprio,  ed 
in  comune.  Se  un  corpo  si  trasferisce  dai  luògo  a luogo 
da  per  se  stesso , in  conseguenza  o di  un’  attitudine  na- 
turalmente inerente  al  medesimo,  come  un  animale, 
che  passeggia,  o d’  un  urto  ricevuto  da  un  altro  corpo, 
come  un  proietto,  si  dice,  che  ha  un  moto  proprio  ; se 
poi  un  corpo  è trasportalo  da  un  altro,  come,  un  uomo 
che  viaggia  in  una  carrozza,  o in  una  nave,  si  dicet 
che  ha  un  moto  comune.  Che  i corpi  trasportati  da  altri 
corpi  in  moto  concepiscano  essi  pure  il  inoto  di  quei  , 
che  gli  trasportano  è dimostrato,  siccome  molti  spe- 

t.  i.  3 
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rimenti,  cosi  dal  seguente.  Se  dalla  sommità  di  un  al- 
bero d’una  nave,  che  si  muove  rapidissimamente,  si 
lasci  un  sasso , questo  cade  presso  dell*  albero,  per 
quanto  lr  albero  dal  moto  della  nave  sia  stato  traspor- 
tato in  altro  luogo  assoluto. 

. 62.  Due  sono  i fenomeni  immediati,  che  ne  presen- 
ta ogni  moto  ; uno  spazio  percorso,  ed  un  tempo  im- 
piegato a percorrerlo  ; e da  questi  due  fenomeni  resul- 
ta la  celerità  , o velocità.  Quanto  è maggiore  lo  spazio 
percorso  in  un  dato  tempo,  o quanto  è minore  il  tempo 
impiegato  a percorrere  un  dato  spazio  ; tanto  si  dice 
più  celere  il  moto  : e per  lo  contrario  tanto  meno  cele- 
re, quanto  è minore  lo  spazio  percorso  in  un  dato  tem- 
po, o quanto  è maggiore  il  tempo  impiegato  a percor- 
rere un  dato  spazio. 

Laonde  la  celerità  di  un  corpo  si  determina  (i3) 
prendendo  la  ragione  tra  lo  spazio  da  esso  percorso,  ed 
il  tempo  impiegato  a percorrerlo.  Questa  celerità  chia- 
masi attuale , o reale,  o effettiva,  a differenza  della 
virtuale,  che  è la  celerità,  da  cui  un  corpo  sarebbe 
animato  nel  primo  tempuscolo  infinitesimo  dopo  il  suo 
passaggio  dall’  equilibrio  al  moto  ; o altrimenti  quella 
celerità,  che  il  corpo  è disposto  a ricevere,  quando  pas- 
sa dall’equilibrio  al  moto.  E siccome  questa  celerità  è 
proporzionale  alla  pressione,  che  il  corpo  soffre  nell’ 
atto  che  si  rompe  1’  equilibrio,  così  la  parola  celerità 
virtuale  si  usa  ancora  per  indicare  una  tal  pressione. 

63.  Il  moto  è sempre  l’ effetto  di  una  forza.  Ora  la 
forza  può  essere  istantanea , o continua  ; e la  continua 
costante,  o variabile.  La  forza  istantanea  è quella,  che 
abbandona  il  corpo  nell’  istante  medesimo,  in  cui  agi- 
sce sopra  4i  esso.  La  continua  agisce  continuamente 
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sul  corpo  ; e se  non  cresce , e non  scema  , si  dice  co- 
stante , se  cresce , o scema,  si  dice  variabile. 

Il  Leibnitz  divise  le  forze  in  vive,  e morte.  Chiamò 
vive  quelle  forze,  che  si  distruggono  producendo  il  lo- 
ro effetto.  La  forza,  con  cui  si  muove  un  grave  scaglia- 
to verticalmente  contro  la  direzione  della  gravità,  cioè 
di  basso  in  alto,  è una  forza  viva;  viva  pure  è quella 
forza,  con  cui  un  grave  cadendo  sopra  un  corpo  mol- 
ta scava  una  fossa  nel  medesimo;  e viva  è la  forza.,  con 
cui  un  animale  sta  sollevando  dei  gravi,  e nel  sollevar- 
li s’ indebolisce.  Forza  morta  si  dice  quella,  che  ten- 
de a produrre  il  suo  effetto;  ma  non  lo  producendo 
per  qualche  invincibile  ostacolo , resta  semplice  pres- 
sione. 

Il  Leibnitz , e i suoi  seguaci  considerando  la  forza 
viva  come  proporzionale  all’  effetto  prodotto  in  un 
tempo,  la  trovavano  eguale  alla  massa  moltiplicata  pel 
quadrato  della  celerità,  mentre  i Cartesiani  consideran- 
dola eguale  all’  effetto  diviso  pel  tempo  , in  cui  è pro- 
dotto , la  trovavano  eguale  alla  massa  moltiplicata  nel- 
la semplice  celerità.  Questa  discrepanza  fece  nascere 
una  lunghissima  disputa  acre  si,  ma  nulla  interessante  \ 

per  la  Meccanica.  E i Leihnitziani,  e i Cartesiani  ragio- 
nando esattamente  arrivavano  ai  medesimi  giusti  re- 
sultati ; e intanto  riescivano  differenti  le  lor  misure  , 
in  quanto  che  differenti  eran  le  cose,  che  misuravano. 

Grand  uso  si"  è fatto  in  una  certa  epoca  della  dot- 
trina delle  forze  vive  per  la  risoluzione  di  problemi 
dinamici,  e idrodinamici  ; e noi  accenneremo  in  segui- 
to il  principio  usato  a tal  uopo. 

Le  forze  del  medesimo  genere  dico  nsi  simili , o 
omogenee  } dicousi  eterogenee  le  forze  di  genere  di- 
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verso.  Due  forze  istantanee  sono  simili  ; una  forza  i- 
stantanea,  ed  una  continua  sono  eterogenee. 

Dicesi  punto  d' applicazione  d’  una  forza  quel 
punto  della  sua  direzione,  cui  s’ intende,  che  ella  sia 
applicata.  La  posizione  di  questo  punto  nello  spazio  si 
determina  per  mezzo  di  tre  coordinate  parallele  all* 
intersezione  di  tre  piani , o a tre  assi  rettangolari  pre- 
si ad  arbitrio,  precisamente  come  in  geometria  si  deter- 
mina la  posizione  de’ punti  dì  una  curva,  o di  una* 
superfìcie. 

Sarà  poi  determinata  la  posizione  nello  spazio  del- 
la direzione  di' una  forza  tutte  le  volte,  che  saran  date 
le  coordinate  del  punto  di  applicazione,  e di  un  altro 
punto  della  medesima,  o i tre  angoli  a,j 3,  y,che  questa 
direzione  fa  cò’  tre  assi  ; angoli , i cui  valori  debbono 
estendersi  da  o°  a aoo°  ( si  suppone  1’  angolo  retto  = 
ioo°;il  grado  = 100’  ec.  ) inelusivamente,  onde  si 
possa  rappresentare  per  mèzzo  di  essi  la  direzione  di 
una  forza  ini  tutte  le  posizioni  possibili  attorno  al  suo 
punto  d’  applicazione. 

I • t 1 1 * 

E qui  elee  notarsi , che  se  la  direzione  della  forza,  s’  intenda 
prolungata  dall’altra  parte  degli  assi,  gli  angoli  oc  , j3',  y\  che 
questo  prolungamento  farà  co’  delti  assi  saranno  i supplementi 
degli  angoli  oc,  jS , y’,  talchi:  sarà  a'  — 2ooc  — a;  j3'  = 200° 
— /3;  y!  — 2oor  — y ; onde  e<w.  a1  = — co$.  oc  : cas.  jS'  = 
— cos.  |3;  con.  y'  ±z — cos.  y.  Date  dunque  due.  forze,  che  sulla 
medesima  retta, agiscano  incenso  opposto, gli  angoli , che  l’una 
fa  cogli  assi  sono  .supplementi  dogli  angoli , che  co’  medesimi 

assi  fa  1’  altra , cd  hanno  perciò  coscfni  eguali , ma  di  segno  con- 

, ■ t ■ ■ ‘ . 1.1 

tramo. 

64.  Ora  il  diverso  genere,  della  forza  produce  di- 
verso moto,  o celerità.  La  forza  istantanea  non  agen- 
do sul  corpo,  clic  istantaneamente,  li  imprime  una  ce> 
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Ieri tà,  che  attesa  l’inerzia  di  esso,  riman,  costante;  li 
imprime  cioè  un  moto  uniforme  ; giacché  uniforme 
di  cesi  quel  moto,  in  cui  è costante  la  celerità,  o la 
ragione  dello  spazio  al  tempo  impiegato  a percorrer- 
lo. Ma  la  forza  continua  dando  continuamente  al  cor- 
po un  nuovo  impulso,  sia  per  sollecitarlo,  quando  ne 
seconda  il  moto;  sia  per  ritardarlo,  quando  lo  contra- 
ria , ne  fa  continuamente  variare  la  celerità  ; e quindi 
genera  un  moto  vario  > un  moto  cioè,  in  cui  varia  la 
celerità,  e che  dicesi  accelerato  , se  questa  cresce;  ri- 
tardalo , se  diminuisce.  Se  la  forza  continua  è varia- 
bile, varie  saranno  le  mutazioni , che  in  tempi  eguali 
si  produrranno  nella  velocità,  o nel  moto;  e la  legge 
di  queste  mutazioni  corrisponderà  alla  legge  delle  va- 
riazioni della  forza.  Se  poi  la  forza  continua  è costan- 
te, produrrà  in  tempi  eguali , eguali  variazioni  di  cele- 
rità. In  .quest’ultimo  caso  si  ha  il  moto  uniformemen- 
te accelerato , o ritardato  ; un  molo  cioè,  in  cui  lar 
celerità  cresce  , o diminuisce  egualmente  in  egual 
. tempo. 

65.  Da  queste  definizioni  apparisce,  che  nei  diver- 
si generi  di  moto  vario,  diversa  è la  ragione,  che  han 
tra  loro  i tempi,  e le  celerità  in  essi  acquistate,  o per- 
dute. Se  pertanto  tirate  le  linee  AQ,  QN  ( Fig.  1.  ) 
tra  loro  normali  in  Q,  sulla  prima  si  prendan  1’  ascis- 
se,parallele  alla  seconda  le  ordinate, e pelle  ascisse  AP, 
AQ  ec.  si  rappresentino  i tempi,  in  cui  si  fa  il  mo- 
to, e per  le  corrispondenti  ordinate  PM,  QN  le  ve- 
locità al  fine  di  detti  tempi; la  linea  NMB,  che  pas- 
sa per  l’estremità  delle  ordinate,  e le  aree  APMB, 
AQNB  saran  diverse,  secondo  che  diverso  sarà  il  ge- 
nere del  moto.  Queste  aree  chiamatisi  Piani  delle 
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velocità,  e \ edremo  in  seguito,  come  dalla  considera- 
zione di  questi  piani  possan  dedursi  le  più  importanti 
dottrine  relative  alle  diverse  spedie  di  moto. 

66.  Dicesi  equazione  del  molo  un’  equazione,  che 
esprime  qualche  condizione  del  moto  ; come  diconsi 
equazioni  d'  equilibrio  quelle , che  esprimono  le  con- 
dizioni dell’  equilibrio. 

67.  Tutto  ciò  premesso,  conviene,  che  espon- 
ghiamo  ora  le  tre  famose  leggi  del  moto,  che  i Fisi- 
ci han  dedotte  dall’  inerzia  della  materia. 

1.  Ogni  corpo  si  mantiene  nel  suo  stato  di  quie- 
te, o di  moto  rettilineo , ed  uniforme , finche  una 
cagione  estrinseca  non  lo  costringe  ad  abbandonar 
questo  stato. 

In  fatti  la  materia  essendo  inerte  non  può  da  per 
se  stessa  passare  da  uno  stato  ad  un  altro;  e conse- 
guentemente, se  un  corpo  è in  quiete,  non  potrà  pas- 
sare al  moto;  e se  è in  moto,  non  potrà  nè  por^i  in 
quiete,  nè  passare  ad  un  moto  più,  o meno  celere; 
onde  mosso  una  volta  non  potrà  variare  da  se  il  suo  * 
moto,  che  sarà  perciò  uniforme.  E siccome  quando 
un  corpo  ha  cominciato  a muoversi  non  è in  esso  alcu- 
na ragione,  per  cui  defletta  dalla  sua  direzione,  cosi 
dee  continuare  a muoversi  in  diritto,  cioè  con  mo- 
to rettilineo. 

68.  Posta  pertanto  questa  legge  si  comprende 

t.°  Che  una  forza  non  può  nè  avvicinare,  nè  allon- 
tanare un  corpo  da  una  linea  parallela  alla  sua  dire- 
zione. 

2. °  Che  un  corpo  non  può  descrivere  un  poligono, 
o una  curva  senza  l’ azione  d’  una  forza,  che  o di  trat- 
to in  tratto,  o ad  ogni  momento  l’obblighi  a deflet- 


» 
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tere  dalla  sua  direzione  rettilinea.  E quindi  ben  si 
spiega, 

3.°  Perchè  se  questa  forza , venga  istantaneamen- 
te a cessare,  il  corpo  continui  a muoversi  non  pii/ in 
una  curva,  ma  in  una  linea,  che  è tangente  al  pun- 
to , in  cui  trovavasi  all’  istante  della  cessazione  del- 
la forza . In  ogni  istante  il  corpo  tendendo  per  la  sua 
inerzia  a muoversi  in  linea  retta,  tosto  che  cessa  la  ca- 
gione , per  cui  ne  déviava , segue  liberamente  la  sua 
tendenza  colla  stessa  celerità  per  la  prolungazione  di 
quel  lato  infinitesimo  della  curva,  nel  qual  trovavasi, 
vale  a dire  per  la  tangente.  Questa  tendenza,  che  un 
corpo  mosso  per  una  curva  ha  in  conseguenza  della 
sua  inerzia  a proseguire  a muoversi  pella  tangente, 
da  origine  alla  forza  centrifuga , della  quale  parlere- 
mo a suo  luogo. 

4-°  Perchè  un  proietto  continui  a muoversi  an- 
che dopo  che  lo  strumento , da  cni  è stato  scagliato 
non  agisce  più  sopra  di  esso. 

5.°  Perchè  quando  una  carrozzi,  o una  nave  i- 
stantaneamente  si  arresta  dopo  un  moto  assai  veloce , 
uno  che  sta  dentro  cada  secondo  la  direzione  del  mo- 
to, che  era  comune  alla  carrozza,  o alla  nave,  ed  a 
lui. 

69.  II.  La  mutazione  di  stato  in  un  corpo  al- 
lorché passa  dalla  quiete  al  moto  è proporzionale  al- 
la forza  motrice , e secondo  la  linea  retta,  nella  cui 
direzione  questa  forza  sJ  imprime. 

Poiché  non  potendo  nascer  la  mutazione  dal  cor- 
po stesso  (4o)  sarà  prodotta  unicamente  dalla  forza 
impressa,  onde  la  doppia  forza  produrrà  doppio  mo- 
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to,  la  tripla  moto  triplo  re. , e il  moto  sarà  propor- 
zionale alla  forza , che  lo  produce. 

E siccome  il  corpo  non  riceve  determinazione,  che 
secondo  la  direzione  della  forza  motrice,  cosi  secon- 
do questa  medesima  direzione  dee  farsi  il  moto. 

70.  III.  All*  azione  è sempre  eguale , e contraria 
la  reazione. 

Per  ben  comprendere  il  significato,  e la  verità  di 
questa  legge  si  rifletta,  che  secondo  la  più  esatta  de- 
finizione dell’inerzia  (4o)  l’azione  d’uu  corpo  su  d’un 
altro  non  è,  che  il  moto  perduto  da  un  corpo  nell’ ur- 
tarne un  altro  j la  reazione  il  moto , che  acquista  il 
■ corpo  urtato  , e l’idea  della  resistenza  un’  illusione 
prodotta  dalla  diminuzione  del  moto  nel  corpo  ur- 
tante. Queste  definizioni  bastano  a dimostrare  la  ve- 
rità della  legge.  Il  moto,  che  acquista  il  corpo  urtato 
è eguale , o per  dir  meglio  è qu  elio  stesso,  che  perde 
l’urtante.  Dunque  1’  azione  , e la  reazione  debbono 
essere  eguali.  I^bbon  poi  sembrare  opposte , perchè 
il  corpo  urtante  per  la  comunicazione  del  suo  moto 
all’  urtato  soffre  quella  variazione,  ché soffrirebbe , se 
invece  di  urtare,  fosse  urtato  in  senso  opposto. 

Stabilite  rpieste  leggi  per  ogni  moto  in  generale, 
passeremo  a esaminare  le  particolari  specie  di  moto. 

71.  Prima  per  altro  d’intraprendere  questo  esa- 
me dobbiamo  avvertire , che  parlando  del  moto  pre- 
scindiamo per  ora  da  qualunque  ostacolo,  che  possa 

^ opporsi  al  medesimo;  cioè  supponghiamo,  che  il  mo- 
to si  faccia  in  un  mezzo,  o spazio  perfettamente  libe- 
ro , e che  i mobili  non  sian  sottoposti  ad  Attrito. 
L Attrito  è una  forza,  direm  così,  passiva,  incapace 
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di  produr  moto,  ma  ben  capace  d’ impedirlo,  o di  ri- 
tardarlo; ha  luogo  tutte  le  volte,  che  un  corpo  dee 
muoversi  sopra  di  un  nitro,  ed  è principalmente  pro- 
dotto dalla  gravità,  non  solo  perchè  essendo  essa  una 
forza  verticale,  si  oppone  ad  ogni  altra  forza,  che  non 
tenda  ad  avvicinar  com’essa  i corpi  alla  terra;  ma 
hnche  perchè  producendo  la  pressione  dei  corpi  so- 
praposti fa,  che  le  prominenze,  che  trovansi  sempre 
in  qnalunque  superficie,  s’insinuino  nelle  corrispon- 
denti cavità  dell’altra.  Più  diffusamente  parleremo  in 
altro  luogo  di  questa  forza  passiva  , da  cui  ora  pre- 
scindiamo, come  da  ogni  altra  simile,  e mostreremo 
come  possan  correggersi  in  pratica  gli  errori,  che 
questa  astrazione  produce  nei  resultati  teorici. 

CAPITOLO  Vili. 

v « 

Del  Moto  uniforme. 

’j'i.  Il  moto  uniforme  è prodotto  dalla  forza  i- 
stantanea.  Prima  dunque  d’esporre  le  dottrine  relative 
a questa  specie  di  moto  sarà  opportuno,  che  esami- 
niamo, come  si  possa  determinare  l’ intensità  della  for- 
za istantanea,  che  lo  produce. 

Ora  se  si  consideri  un  corpo  solo  messo  in  moto 
da  una  forza  istantanea,  1’  intensità  della  forza  sarà 
proporzionale  alla  celerità,  che  ella  ha  prodotta;  e co- 
sì proporzionali  alle  celerità  prodotte  son  pure  due 
forze  istantanee , che  imprimono  celerità  diverse  a 
masse  eguali.  È questa  una  verità  di  fatto,  di  cui  ab- 
biam  dato  un  cenno  anche  altrove  ( 18  ) . 

fi.  Per  determinare  le  ragioni  tra  le  forze  istanta- 
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nee,  quando  metton  in  moto  corpi  di  massa  di\ersa, 
supponghiamo,  che  la  massa  M di  un  corpo  sia  divisa 
in  un  numero  indefinito  di  particelle  tutte  eguali,  e 
che  voglia  imprimersi  a tutte  una  celerità  eguale.  È 
chiaro,  che  ad  ogni  particella  dovrà  applicarsi  una 
forza  eguale , e che  la  somma  di  tntte  queste  forze 
parziali  costituirà  la  forza  totale  F necessaria  per 
mettere  il  corpo  in  moto.  Sarà  dunqne  questa  forza 
proporzionale  alla  massa  M . Applicando  questo  stes- 
so discorso  ad  un  altro  corpo,  che  abbia  la  massa  M\ 
concluderemo,  che  per  imprimerli  la  medesima  cele- 
rità che  all’altro,  sarà  necessaria  una  forza  F propor- 
zionale alla  massa  AT  ; onde  avremo  F : F M : 
M\  Dunque  le  forze  istantanee,  che  imprimono  a 
masse  diverse  celerità  eguali,  sono  proporzionali  alle 
masse  : e risalendo  dagli  effetti  alle  cagioni , se  due 
corpi  di  massa  diversa  si  muovono  uniformemente  con 
celerità  eguale,  se  ne  dedurrà,  che  le  forze,  onde  pro- 
ducesi  il  loro  moto , sono  proporzionali  alle  masse. 

Ma  se  siano  diseguali  e le  masse  M,  A/',  e le 
celerità  C , C'  di  due  corpi,  che  si  muovono  unifor- 
memente, le  forze  F,  F\  che  li  han  messi  in  moto, 
saranno  tra  loro  in  ragion  composta  delle  masse  nel- 
le celerità  respettive.  In  fatti  supponghiamo,  che  dato 
un  terzo  corpo  della  massa  [x , sia  (p  una  forza  capace 
d’impriraerli  la  celerità  C ; Q'  una  forza  capace  d’ im- 
primerli la  celerità  C\  Poiché  le  forze  F,  e Q impri- 
mono la  medesima  celerità  C alle  masse  diverse 
M,  [x  , avremo  (73) 

F:  <p  II  M : [x y 

e per  la  stessa  ragione 

F':  <p'  ::  M'  : IX. 
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Ma  (}!,  e 4'  agendo  sulla  medesima  rilassa  , abbia- 
mo (72) 

: <P'  ::  C : C\ 

Q'C  (p'M' 

F:  -C7  ::  m : p--,  F3rc  ==F'Mc} 

e perciò 

F : F'  ::  MC  : MC-, 

onde  prendendo  per  unità  di  forza  F,  di  massa  M\ 
di  celerità  {?',  avremo  nel  moto  uniforme  l’intensità 
della  forza  espressa  per  la  formula 

F—MC ( 1). 

Ma  il  moto  è proporzionale  alla  forza,  che  lo  produ- 
ce. Dunque  la  quantità  del  moto  prodotto  dalla  forza 
istantanea  sarà  essa  pure  espressa  per  MC , vale  a di- 
re in  un  corpo,  che  si  muove  uniformemente  la  quan- 
tità del  moto  è eguale  al  prodotto  della  massa  nella 
celerità.  L’  esperienza  conferma  evidentemente  questo 
teorema.  Se  siano  eguali  i prodotti  della  massa  nella 
celerità  in  due  corpi , che  muovendosi  in  parti  op- 
poste v engano  ad  urtarsi,  posto  che  nell’  urto  non  si 
sviluppi  una  nuova  forza,  entrambi  restano  in  quiete 
dopo  1’  urto;  un  moto  cioè  distrugge  1’  altro  esatta- 
mente ; lo  che  non  potrebbe  seguire , se  non  fossero 
eguali , come  è evidente. 

75.  Nel  moto  uniforme  la  celerità  è costante  (61  ), 
ed  è espressa  dal  quoziente  dello  spazio  percorso  di- 
viso pel  tempo  impiegato  a percorrerlo,  e quindi  lo 
spazio  dal  prodotto  del  tempo  nella  celerità. 

Dunque 

76.  I.  Nei  piani  delle  velocità  ( 65  ) le  ordinate, 
che  esprimono  le  celerità  al  fine  dei  tempi  rappresen- 
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tati  dalle  ascisse  saranno  tutte  eguali;  e perciò  la  linea 
NMB  sarà  parallela  .alla  linea  AQ , cioè  coinciderà 
colla  linea  NTS. 

II.  Gli  spazj  percorsi  nei  tempi  AP,  AQ  saranno 
rappresentati  dalle  aree  rettangolari,  APXPM;AQX 
QN,  ovvero  APMR,  AQNS,  cioè  da  rettangoli , che 
hanno  le  celerità  per  basi,  e i tempi  per  altezze. 

Perciò 

77.  i°.  Se  due  corpi  si  muovano  uniformemente 
per  tempi  eguali, gli  spazj  da  essi  percorsi  saranno  co- 
me le  celerità. 

2°.  Se  si  muovano  con  celerità  eguali,  gli  spazj  sa- 
ranno come  i tempi. 

3®.  Se  le  celerità  sian  reciproche  ai  tempi,  gli  spa- 
zj saranno  eguali. 

4°.  Se  gli  spazj  siano  eguali,  o saranno  respettiva- 
mente  eguali  le  celerità  de’  due  mobili,  ed  i tempi 
del  loro  moto , o le  celerità  saranno  reciproche  ai 
tempi. 

* 78.  Ma  più  generalmente  possono  dedursi  le  dottrine  rela- 

lative  al  moto  uniforme  dalla  seguente  considerazione. 

Supponghiamo , che  un  mobile  descriva  con  moto  uniforme 
la  retta  A.Q  andando  da  A verso  Q.  Preso  il  punto  C arbitra- 
riamente su  detta  retta,  si  esprima  per  S la  distanza  da  questo 
punto, a cui  trovasi  il  mobile  in  qualunque  istante.  Sia  G il  pun- 
to, in  cui  esso  trovasi  all’  istante  determinato,  d’onde  comincia 
a contarsi  il  tempo  T.  Dicasi  E la  distauza  CG,  e sia  C la  ce- 
lerità. Lo  spazio  percorso  nel  tempo  T sarà  S — E •,  c sarà  per 
conseguenza 


S — E 


c=:~ 0); 

■V  = CT+E  ....  (3). 
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In  queste  equazioni  la  variabile  T può  esser  positiva  , o ne- 
gativa. I suoi  valori  positivi  si  riferiscono  ad  epoche  posteriori 
all’  istante,  in  cui  si  conta  il  tempo,  i negativi  ad  epoche  ante- 
riori. Parimente  i valori  positivi  , che  quindi  risultano  per  la 
variabile  S dovran  contarsi  partendo  dal  punto  G , daC  verso  Q, 
e i negativi  partendo  dal  medesimo  punto  da  G verso  A.  In  tal 
guisa  la  precedente  equazione  (3)  farà  conoscere  per  tutti  gl'  i- 
stanti  possibili  la  posizione  del  mobile  sulla  retta  indefini- 
ta AQ. 

* 7q.  Muovasi  uniformemente  colla  celerità  C1  sulla  stessa  ret- 
ta un  altro  mobile,  che  si  trovi  in  P al  principio  del  tempo  T. 
L’equazione  del  suo  moto  sarà  S'—C'  T-\-E\  esprimendosi  per 
S' la  sua  distanza  variabile  dal  punto  fisso  C , per  E'  la  distan- 
za CP.  In  questa  equazione  la  celerità  C'  sarà  positiva , o nega- 
tiva, secondo  che  questo  mobile  si  avanzerà  da  A verso  Q,  come 
l'altro;  o in  senso  contrario  da  Q verso  A. 

* 80.  Per  mezzo  delle  trovate  equazioni  opportunamente  com- 
binate facilmente  si  determinano  le  ragioni,  che  possono  aver  tra 
loro  due  moti  uniformi.  Eccone  alcuni  esempi- 

Quando  due  mobili  cominciano  a muoversi  la  loro  scambievol 
distanza  sia  E\  e cerchiamo  dopo  qual  tempo  T questa  distanza 
diverrà  K.  E chiaro , che  al  principio  del  moto  dovendo  il  pri- 
mo mobile  trovarsi  in  C,  l’altro  in  P,  onde  la  loro  distanza  sia 
E',  nella  equazione  (3)  dovrà  esser  E — o;  ed  è pur  chiaro,  che 
dev’essere  S — S'  ~ ± A(  si  mette  a A"  il  doppio  segno,  per- 
ché il  problema  può  aver  due  soluzioni , unaxper  avanti , P altra 
per  dopo  P incontro  de’  due  mobili  ).  Abbiamo  dunque  S rr 

CT‘,  S'=  C'T  4-  7T';  .9  — A'  = + A;  quindi  T z=  3 ‘ 


C—  C' 


CE' + C'K  , 

,f 

E poiché  se  K ~ o,  i mobili  s’  incontrano,  avremo  per  Pin- 

, , , ...  „ È ' , CE' 

contro  de  due  mobili  T — t—i : ; S~  S ~ : . * 

' CTTT-  C—C' 

Quindi"1  ri  ai.iiinmt'ii  « i.  -t  . •!. 

1°.  Se  sia  C — Ó',  cioè  se  siano  uguali  le  celerità  dei  <ftie 
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mobili,  avremo  T = oo  ; S = 5'  = » , e . mobili  non  s’ in- 
contreranno mai , come  è chiaro. 

* 8 1 . 2°.  Se  due  mobili  percorrano  una  cuna , che  possa  sup- 

porsi rettificata , il  punto  del  loro  incontro  sarà  determinato  dal- 
le due  precedenti  equazioni.  Che  se  la  curva  sia  rientrante,  i 
mobili  continuando  il  loro  moto  s’  incontreranno  nuovamente» 
In  tal  caso  si  potrà  prendere  il  luogo,  in  cui  segue  il  primo  in- 
contro, pel  punto  d’una  nuova  partenza,  e la  loro  reciproca  dis- 
tanza si  considererà  eguale  all’intiero  perimetro  P della  cuna. 
Cosi  detto  V il  tempo  scorso  tra  il  primo,  ed  il  secondo  incon- 
p 

tro , si  avrà  T'  — , > e quindi  il  tempo  scorso  dal  princi- 

C— “ c 

2T4-/> 

pio  del  moto  fino  al  secondo  incontro  sarà  T T = 

Uel  modo  stesso  il  tempo  totale  fino  al  terzo  incontro  sarà 

-E"  9 P-'  e generalmente  il  tempo  dal  principio  del  moto  fi- 

E'  -f  ( « — » ) P. 

C — C' 


no  all’nsimp  incontro  sarà 

* 82.  Se  nella  formula  (1)  F ==  MC  (74)  «*  sostituisca  il 

S — E 

valor*  di  C dato  dalla  (2)  C = — ^7—" , avremo  la  formula 

i'T — M (S — E')  . Queste  tre  formule  danno  i seguenti  valori 
di  C,  F,  M,  S,  T pel  moto  uniforme 


S—E 


83.  C = E, 

84.  — 


- = MC. 


F FT 

85. 

k.s  = !1±££L  = ct  + e. 


„ (S—E)  S—E 

87-  1 — -p  — c 

* 88.  Queste  formule  oltre  al  far  conoscere  le  proprietà  del 

moto  uniforme,  servono  ancora  a determinar  le  relazioni  tra  due 
moti  uniformi  diversi.  Così  per  es.  si  trova,  che  essendo  eguali 


Digitized  by  Google 


4 7 

gli  spazj  descritti  uniformemente  da  due  mobili , le  celerità  C,  c 
sono  reciproche  ai  tempi;  poiché  C * c ••  S — E S — E 

i , - t r 

..  y : y Così  pure.se  C=  c;  F:f”  M:  m.  S eF=f_ 

MC  =:  me;  e C : c : ! m : 3/;  cioè  se  le  celerità  son  eguali,  le’ 
forze  sono  come  le  masse;  e se  sono  eguali  le  forze,  le  celerità 
son  reciproche  alle  masse. 

Termineremo  di  pelare  di  questa  speie  di  moto  notando 
che  qualora  si  voglia  cominciare  a considerare  gli  spazi  quandò 
i corpi  cominciano  a muoversi , convien  fare  J?  — o nene  fo_ 
mule  superiori. 


CAPITOLO  IX. 


Del  Moto  vario. 

Il  moto  vario  è prodotto  dall’  azione  di  una  for- 
za contìnua  sopra  di  n„  mobile.  La  forza  continua  e- 
qmvnlc  ad  una  forza  istantanea. che  ripetendo  ad  ogni 
istante  la  sua  azione  sul  mobile  in  ogni  istante  gl’  im- 
prime piccolissime  velocità,  che  in  virtù  dell’inerzia 
vanno  successivamente  accumulandosi.  Che  è quanto 
d.rr,  se  .1  tempo,  in  cui  si  fa  il  m„,„  vario  ,>;ntcn(Ja 
diviso  lo  un  numero  infinito  d’ istanti  infinitesimi,  si 
può  supporre,  che  la  forza  dia  un  nuovo  impulso  al 
mobile  nel  principio  d'ognuno  di  <p,esti  istanti.  Cosi 
per  ogni  tempuscolo  infinitesimo  il  moto  sari  unifor- 
me, ma  con  varia  celerit».  Talché  il  m„to  prodotto  da 
una  forza  continua  in  un  tempo  finito,  per  quanto  sia 
vario,  resulterà  da  una  serie  infinita  di  moti  uniformi 

che  hanno  durata  infinitesima,  e celerità  generalmente 
adeguali . 

90,  Dopo  un  tempo  finito  t la  somma  di  tutte  le 
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azioni  istantanee  della  forza  continua  si  può  conside- 
rare come  una  forza  istantanea , che  nello  spirare  di 
detto  tempo  agisca  istantaneamente  sul  mobile,  e li 
imprima  una  celerità  eguale  alla  somma  delle  celerità 
impresse  nelle  precedenti  azioni  istantanee  . 

Se  pertanto  si  supponga , che  spirando  il  detto 
tempo  l,  la  forza  cessi  tutt’  ad  un  tratto  di  agire  sul 
mobile,  il  moto,  che  succede  a quell’istante  divenendo 
uniforme,  rimarrà  costante  la  detta  velocità.  I Mecca- 
nici la  chiamano  velocità  acquistata  dal  mobile,  o sem- 
plicemente velocità  del  mobile  in  quell’istante.  Dun- 
que la  velocità  acquistata  nel  moto  vario  al  fine  di 
un  tempo  finito  t si  può  riguardare,  come  dovuta  ad 
una  forza  eguale  alla  somma  delle  impulsioni  prece- 
dentemente reiterate  in  detto  tempo,  e che  agisca  i- 
stantaneameute  sul  mobile  nell' istante,  in  cui  spira 
detto  tempo. 

gl.  Pertanto  chiamiamo  s lo  spazio  descritto  nel  tempo  t,  c 
la  velocità  in  esso  acquistata.  Questo  spazio  ì;  evidentemente  li- 


na fun/.ione  F di  questo  tempo.  Dunque  s — F.  t. 

Se  si  Sostituisca  t + 3 in  luogo  di  t , onde  avere  Io  spazio 
percorso  in  due  tempi  uniti  t , risulterà  la  finizione 
Sviluppando  questa  funzione  secondo  il  teorema  del  Taylor  ab. 
biamo 


F.t  + 


dF.t  « , d'-  F.t  5*  . 

dt  dt * 7.  ^ 

E perchè  F.  t — s,  avendo  sostituito  t -|-  S’  in  luogo  di  t , ab- 
biamo in  luogo  di  s la  serie 


„ i ds  c.  d‘s  5*  , 

s -+■  — — j — . — - 4-  ec. 

dt  7 .a  ~ 

Questa  serie,  esprime  Io  spazio  percorso  dal  mollilo  ne'due  tempi 
/ , e S-  , e se  nc  sottragghiamo  s , che  è lo  spazio  descritto  nel 
tempo  t , la  differenza 


<r 
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rappresenterà  lo  spazio  percorso  da!  mobile  nel  tempo  3",  che  suc- 
cede dopo  , che  t è spirato. 

Ma  se  facciamo  3 ■ negativo,  cioè  se  si  sostituisca  t — B in 
luogo  di  t , lo  spazio  s diventerà 

d's  B' 


s _ ÉL  B -f 

dt  ' dt ' 2 


■ ec. 


Questa  espressione  indicherà  lo  spazio  percorso  dal  mobile  nel 
tempo  t — B , vale  a dire  in  un  tempo  minore  di  t dell’  inter- 
vallo B.  Se  dunque  da  s,  che  è lo  spazio  percorso  in  tutto  il 
tempo  t , si  sottragga  la  precedente  espressione , la  differenza 

^ — -J-  ec. 


q. a‘s 

dt* 


ds 

di  dt ' 2 

esprimerà  lo  spazio  descritto  dal  mobile  in  un  tempo  B , die  ha 
luogo  avanti , che  t sia  spirato. 

Ora  qualunque  sia  il  moto,  di  cui  si  tratta  è chiaro , che  si 
potrà  prender  B così  piccolo,  che  esso  sia  continuamente  accele- 
rato, o ritardato  in  un  modo  qualunque  variabile  ne’due  interval- 
li eguali  a B avanti , o dopo  che  t sia  spirato  , secondo  che  B è 
negativo,  o positivo.  Se  dunque  si  supponga,  che  in  questo  i- 
slanie  cessi  tuli’  a un  tratto  l’azione  della  forza  sul  mobile, 
questo  nel  tempo  3 descriverà  colla  velocità  acquistata  c Io  spa- 
zio r B « il  valore  di  questo  spazio  sarìt  compreso  fra  i va- 

lori de’  due  spazj  precedenti  ; di  modo  che  le  due  espressioni 
ds  a.  i d's  B * | _ 
dt  dt*  2 1 


- + 


ec. 


saranno 


ds  d's 

df  dì* 

limiti  del  valore  di  cB , quantunque  piccolo  sia  quello 

di  B.  Dunque  la  differenza  . B ' -f-  cc.di  queste  due  espressioni 

dovrà  esser  sempre  maggióre,  astrazion  fatta  dal  segno,  della  di 
ferenza,  che  pssa  tra  una  di  esse,  per  es.  la  prima,  e il  valore  di 
<■3  : cioè  dovrà  sempre  essere 

^3*  + ec.>  * ' d's  5r* 

dt*  ^ ' \dt 

o sia  dividendo  per  B,  e trasportando 

^A+cc.  > _ 

di'  1 ' dt 

T.  I. 


)B+  p.*L+  ec. 
’ dt 1 2 
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Ma  questa  ineguaglianza  non  può  esser  certa,  finché  il  secondo 
termine  non  sia  — o,  perchè  nel  primo  contenendosi  la  quanti- 
tà 3 , si  può  dare  ad  essa  un  valore  si  piccolo,  che  la  riduca 
minore  del  secondo  termine,  astrazion  fatta  dal  segno,  finché  * 
questo  non  sia  =r  o.  Dunque  perche  1’  ineguaglianza  possa  cer- 
tamente sussistere  , debbe  essere  c — o , e conseguen- 


temente 


(0  c = 


ds 

dt 


qi.  Ora  sia  » la  forza  continua.  Per  determinarne  l’intensi- 
tà in  qualunque  istante  del  moto  noteremo , t°.  che  supponendo- 
la proporzionale  alla  celerità,  che  ella  produce  nell’unità  di  tem- 
po (18),  la  celerità,  che  produrrà  nel  brevissimo  tempo  B,  in 
cui  si  può  riguardar  come  costante,  sarà  espressa  per  » B (si 
prende  per  unità  di  forza  una  forza  costante  , che  nell’unità  di 
tempo  genera  una  celerità  eguale  all’unità  di  spazio  ) ; 2°.  che  la 
celerità  c acquistata  nel  tempo  t essendo  funzione  del  tempo,  si 
hac  — F.t.  Si  sostituisca  per  tanto  t -f-  B in  luogo  di  t,  talché 
ne  resulti  la  funzione  (<-{-$);  avremo  al  solito  pel  teorema 
del  Taylor  in  luogo  di  c 


«+£*+£x£  + «, 


e prendendo  B negativa  , 


dt  + do  X 2 


ec. 


Il  primo  dì  questi  sviluppi  rappresenta  la  celerità  acquistata 
dal  m*l)de  ne’ due  tempi  successivi  t,e5  peli’  azione  comun- 
que variata  della  forza  continua  ».  Se  dunque  se  ne  sottragga  il 
primo  termine  c , che  è la  celerità  acquetata  nel  tempo  t , il  resto 
de  (v  , dc%  B%  ■ 

d t dt 1 2 

della  serie  esprimerà  la  velocità,  che  il  mobile  ha  acquistata  nell’ 
intervallo  B , che  succede  a t. 

Il  secondo  sviluppo  poi  rappresenta  la  velocità  acquistata  dal 
mobile  in  un  tempo  t — B,  minore  cioè  di  t della  quantità  B} 
e perciò  sottratta  questa  serie  da  c , la  differenza 
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et  dt * 2 

esprimerà  la  velocità  acquistata  dal  mollile  in  un  tempo  S' , che 
spira  insieme  con  t.  Nell’  ipotesi  pertanto,  che  il  moto  sia  conti- 
nuamente accelerato  , o ritardato  ne’  due  intervalli  5 avanti , e 
dopo  che  t è spirato,  e che  spirando  t la  forza  cessi  a un  tratto 
di  variale,  è facile  di  comprendere  come  sopra  (91),  che  i valori 
delle  due  serie 

— +ec., 
dt  ' di*  2 


-Ì-  3"  — X — *4" 

dt  dt 1 2 

saranno  i limiti  del  valore  di  »3"  aumento  della  celerità  nel  tem- 

...  de 

po  S'  ; onde  nella  stessa  guisa  che  sopra  si  ricaverà  9 — ; e 

quindi 

(2)  9 dt  = Hh  de. 

Abbiamo  messo  il  doppio  segno  Hh  alla  quantità  de,  perchè  la 
forza  continua  può  colla  sua  azione  talvolta  accrescere,  talvolta 
diminuire  la  celerità  del  mobile. 

Ponendo  in  questa  equazione  il  valore  di  dt  desunto  dalla 

prima , avremo 

(3)  9 ds  — + cdc. 

E differenziando  rapporto  a f ( come  dicono  ) o sia  preso  dt  per 
costante,  avremo 

(4)  ? = 7F  • 

E volendo  una  formula  generale, in  cui  niun  diflèrenziale  sia  sup- 
posto costante, per  farvi  costante  al  bisogno  quelPelemento , che 

, . . . , . ,,  dsd%t 

sarà  più  acconcio , sostituiremo  in  questa  equazione  dls - — 

1 dt 

in  luogo  di  d*s  ( V.  Paoli  Eleni,  di  Alg.  T.  2 pag.  1 18  § i3o), 

dtd's—dsd't  „ ... 

ed  avremo  9dt~  -, .,E  sostituendo  in  questa  e- 

dt * 

quazione  il  valore  di  9 dt  dato  dalla  seconda,  avremo 
...  dtd*s — dsd*t 

(5)  de=  d~ . 
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A questa  formula  generale  può  darsi  diversa  forma , prendendo 
per  costanti  diversi  elementi.  Cosi  se  si  volesse  costante  ds,  sa- 
rebbe dis  — o , onde  de  z=z  —f  - . Parimente  se  fosse  costante 
sdt,  sarebbe  d ( sdt  ) rr  dsdt  sd*t  ~ o , c quindi  d’-t  zr: 
; onde  sostituendo  questo  valore  nella  equazione  (5),  si 


avrebbe  de  ~ 


sd's-\-ds* 

sdt 


g3.  Ma  la  forza  continua, che  produce  il  moto  vario,  si  può  an- 
che determinar  relativamente  alla  massa  del  mobile.  Applicando 
alla  forza  continua  il  ragionamento,  che  facemmo  sopra  per  de- 
terminare P intensità  della  forza  istantanea  ( "4  ) * comprendere- 
mo agevolmente,  che  qualora  una  forza  continua  imprima  una  e- 
gual  celerità  a tutte  le  eguali  particelle  di  una  massa , la  sua  in- 
tensità debbe  esser  proporzionale  alla  massa  medesima  ; talché  se 
la  medesima  celerità  sia  in  una  massa  o doppia  o tripla,  o doppia 
o tripla  sarà  la  forza,  che  l’avrà  impressa  ; e generalmente  se  due 
corpi  di  massa  diversa  si  muovano  nello  spazio  con  egual  velo- 
cità, le  forze,  ehe  producono  questo  moto  saranno  tra  loro  come 
le  masse.  Cosi  mostrando  l’ esperienza , che  tutti  i gravisi  muo- 
vono nel  vuoto  con  eguale  celerità,  ne  abbiamo  altrove  dedotto 
(48),  che  la  gravità  esercita  un’ eguale  azione  su  tutte  le  parti  del- 
la materia,  e che  il  peso  di  ogni  corpo  è una  forza  proporziona- 
le alla  sua  massa. 

Sia  pertanto  m la  massa  di  un  corpo,  che  si  muove  con  un 
moto  rettilineo  comunque  vario.  Dicasi  f la  forza,  chi*  produce 
questo  moto  colla  sua  continua  azione  su  tutti  gli  elementi  di  det- 
ta massa.  Sia  * una  forza,  che  produrrebbe  lo  stesso  moto,  o ce- 
lerità agendo  sopra  un’altra  massa  presa  per  unità.  Essendo  e» 
guali  le. celerità  , le  forze  stanno  tra  loro  come  le  masse,  e per- 
eiò  f — m <f>.  Sia  p il  peso  in  libbre  della  massa  m ; sarà  p 

— mg  (4g) , ovvero  m ~ — ; onde  f — — . Se  per  es.  sia 

& 

2^-  3 , la  forza  f sarà  equivalente  a 3 libbre. 

I Meccanici  chiamano  Motrice  la  forza  f,  ebe  agisce  sopra 
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ni  il  massa  qualunque  m ; deceleratrice  la  forza  ® , che  agisce 
sull’unità  di  massa.  Noi  pure  adotteremo  queste  denominazioni 
I valori  di  <p  indipendenti  dalla  considerazione  della  massa , che 
abbiamo  ottenuti  nel  n°.  superiore  appartengono  alla  forza  ac- 
celerai rice. 

Ciò  premesso  è chiaro , che 

1°.  Data  la  forza  motrice  f,  si  trova  la  forza  acceleratrice  ® 
dividendo  f per  m;  e data  la  forza  acceleratrice  ®,  si  ha  la  mo- 
trice moltiplicando  (jp  por  ni. 

2".  Che  il  peso  mg  (49)  corpi  è una  forza  motrice,  e la 
gravità  g una  forza  acceleratrice. 

3°.  Che  se  la  forza  motrice  rimanendo  costante  , varierà  la 
massa  del  mobile,  varierà  pure  la  forza  acceleratrice,  ma  in  ra- 
gione inversa  . Realmente  f : P \ \ ni  p : m'tp ’ ; se  sia  f —f'  j 


saia  ni  « 


tu'  ; e quindi  $ : 


yq.  Del  resto  le  equazioni  ( 1 ) c = e (q)  $ ~ ( qz  ) 

sono  di  un  uso  estesissimo  nella  Dinamica  . La  natura  spe- 
ciale delle  questioni , che  possono  presentarsi  somministra  sem- 
pre uua  relazione  particolare  tra  la  forza  * , la  celerità  c,  e lo 
spazio  s,che  corrispondono  al  tempo  t , o almeno  tra  due,  o tre 
•di  queste  quantità , che  sono  i soli  elementi  variabili,  che  pos- 
sono aver  luogo  della  questione  medesima.  Questa  relazione  es- 
pressa in  equazione  caratterizza  il  problema , e li  c propria  essen- 
zialmente. So  la  questione  porta  a darci  lo  spazio  in  funzione  es- 
plicita del  tempo , in  modo  che  sia  s ~ F.  t , denotando  F la 
caratteristica  della  funzione,  si  otterrà  facilmente  in  funzione  pur 
del  tempo,  e per  una  semplice  differenziazione  la  celerità  c ~ F'.t, 
denotando  per  F'.  t il  coefficiente  differenziale  della  precedente 
funzione  rapporto  a t , che  è pure  una  nuova  funzione  di  questa 

variabile  derivata  da  quella.  Esseudo  c =:  ~~  ; s — F.t , sarà 

ut 

-jj-  rr  — — — F'.t . Reciprocamente  se  il  problema  da  1’  equa- 
zione c — F'.t , o sia  — — — F.t,  non  bisognerà  che  una  sem- 


plice integrazione  dell’  equazione  — = F'.t , o ds  F.t  dt 
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( che  si  ottiene  per  metzo  delle  quadrature  ) per  avere  il  valor 
dello  spazio,  o sia  1! equazione  del  moto  s — F.t.  Suppongasi  , 

C^tm 

per  es.  che  sia  c : c'  \ \ T : t'm  ; sarà  c = — ==  a tm,  facen- 
i e ds 

do  -p^=a.  Dunque  — = c = atm  ; ds  — atm  dt  ; s = 
. m atm+I 

Ja  t dt — i — -4-  Cost.  Se  il  mobile  si  allontana  dall’origi- 

/n-p-i  1 ° 

ne  degli  spazj , la  celerità  c sarà  positiva,  perchè  s , e t crescen- 
do insieme  , gli  elementi  ds , e dt  sono  ambedue  positivi  . Il 
contrario  avverrebbe,  se  il  mobile  si  avvicinasse  all’  origine  degli 
spazj , e c sarebbe  negativa. 

Se  si  prenda  nuovamente  il  coefficiente  differenziale  rapporto 
a t della  precedente  funzione , che  esprime  il  valore  dello  spazio , 
avremo  quello  della  forza  areelei  atri  ce,  e sarà  <p  — F".  t,  deno- 
tandosi per  F'.t  il  primo  coefficiente  differenziale  di  F'.t , o il 

secondo  diT**.  t.  Realmente  poiché  s — F.t  ~ — -y --  prenden- 
do il  primo  coefficiente  differenziale  per  rapporto  a /,  e dividen- 
do per  dt , sarà  — F'.t  — atm  . Prendendo  nuovamente  il 


coefficiente  differenziale,  avremo 


d's 


matm~~ldt 


F".t  = 

dt'  • dt 

Reciprocamente  se  ci  vien  dato  il  valore  di  questa  forza  in 
funzione  del  tempo,  una  prima  integrazioue  dell’equazione  d'szz: 

F".tdt'  ci  darà  ds  — F'.  t dt,  e quindi  si  otterrà  la  celeri tà-p~ 
F.t. 

Da  una  seconda  integrazione  poi  resulterà  s — F.  t,  o sia 
lo  spazio  detenninato  in  funzione  del  tempo . Nelle  questio- 
ni dinamiche  si  presenta  ordinariamente  questo  problema  in- 
verso, essendo  il  più  delle  volte  data  la  forza  in  funzione  del 
tempo.  Si  tratta  allora  di  dedurre  per  mezzo  di  successive  integra- 
zioni la  velocità , e lo  spazio  in  funzioni  di  questo  tempo  mede- 
simo. Generalmente  essendo  data  dalla  natura  della  questione  una 

, . , . , dt  , d's 

relazione  tra  le  quantità  t , s , c , <p  , ovvero  t , s , op- 
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pure  tra  tre  , o due  solamente  di  loro;  se  si  aggiunga  l’cquazjp- 

de 

ne  trovata  sopra  (92)  t — -*jj  t coll’  aiuto  del  calcolo  integrale. 


e con  opportune  eliminazioni  avremo  sempre  delle  relazioni  fra 
due  qualunque  delle  quattro  variabili  i p , c , s , t , e quindi  la 
soluzione  completa  del  problema  proposto. 

Le  relazioni,  che  si  ottengono  dopo  di  aver  fatte  le  oppor- 
tune integrazioni,  comprendono  necessariamente  giusta  lo  spirito 
del  calcolo  delle  costanti  arbitrarie  ; ma  queste  facilmente  si  de- 
terminano , conoscendo  la  velociti»  del  mobile , e la  sua  posizio- 
ne in  un  istante  dato. 

()5.  L’integrazione  forza  qualche  volta  a preferire  l’equazione 
q.ds~  + ede  all’  altre;  e ciò  quando  » è data  in  funzione  di  s,' 
o quando  è costante , perchè  le  variabili  sono  allora  tutte  separa- 
te. Generalmente  per  l’uso  delle  formule  trovate  bisognerò  ricor- 
rere a quegli  artifìzj  algebrici , che  tutti  i Trattati  di  calcolo  dif- 
ferenziale, e integrale  insegnano,  e dedurre  quelle  relazioni , che 
in  ciascun  caso  particolare  si  stimeranno  piò  all’uopo  per  la  na- 
tura del  problema.  Spesso  accade  , che  bisogna  contentarsi  di  al- 
cune approssimazioni  più,  o meno  esatte,  incontrandosi  frequen- 
temente delle  difficoltà  insormontabili  nello  stato  attuale  dell’A- 
nalisi , cui  questo  genere  di  questioni  va  sottoposto. 

96.  Noi  per  dedurre  dalle  trovate  formule  dei  resultati  esatti 
limitando  le  nostre  ricerche  a ciò,  che  più  soventemente  ha  luo- 
go in  natura,  considereremo  il  solo  raso, in  cui  • è una  quan- 
tità costante  ; cioè  il  caso,  in  cui  si  ha  un  moto  uniformemente 
accelerato , o ritardato. 

Supponglnamo  pertanto,  che  un  corpo  scenda  con  moto  uni- 
formemente accelerato  dal  punto  A al  punto  Q ( Fig.  1 ) ; e per 
maggior  generalità  supponglnamo,  che  cominci  ad  accelerarsi, 
dopo  di  aver  ricevuta  in  A da  una  forza  istantanea , per  es.  da 
una  percossa,  una  velocità  p verso  Q.  Si  cerchi  la  celerità  c,  che 
questo  corpo  avrà  quando  sarà  giunto  in  Q,  cioè  quando  avrà  per- 
corso lo  spazio  AQ  — s,  e il  tempo  t,  che  avrà  speso  a per- 
correrlo-. La  formula  <tds  “ ede  (92) , che  conviene  a qualun- 
que moto  vario,  e che  nel  caso  attuale  è integrabile  per  esser 
«Santità  costante  (64)  » integrata  da  cps  — c*  Cosi.  E 
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siacome  quando  il  mollile  è in  À,  ciofc  quando  s ~ o,  k c ~ p$ 
abbiamo  Cosi.  — — */»  p*$  e perciò  c ~ J/  ( iips-^-p1  ). 

Parimente  dalla  formula  c—  (92)  si  rileva  dt  ~ 


— r > ove  fatto  1/  f2as-4-i?0  ~x  , e perciò 

V( n ' 


iò  </s  — 


x d x . ,, 
: sara  dt 

? 


=t;ed  »„g„ndo  , = + c,„. 

f T 


E siccome  quando  t “ o , s = o j avremo  C'osi.  ~ 


de  t — 


V(?*s-\-p*yP. 


P 

— — : on- 

» 


97.  Ora  dall’equazione  $>s  : 
c*— />* 

(1)  s—  — ; 


c. * — p* 


2 


abbiamo 


e dall’  equazione  t — — P 

? 

(2)  s ==  */,  »<*  -}-p  <• 

Sostituendo  nella  seconda  equazione  il  valore  di  9 preso  dal- 
la prima , abbiamo 

(3)  -s=  «/.«(c+p). 

Parimente  sostituendo  nella  prima  il  valore  di  p’ , si  ottiene 

(4)  s — et  — '/i9t'. 

Eliminando  poi  s dalla  (1),  e (2)  avremo  p*-\-  2^>  p f tp  *f * 
— c*  ; e quindi 

O)  P = c — f‘i 

equazione,  che  si  può  ottenere  paragonando  insieme  due  qualun- 
que delle  quattro  equazioni  trovate  sopra? 

98.  Dalle  cinque  superiori  equazioni  possono  dedursene  mol- 
te altre,  che  servono  a indicare  tutti  i valori  della  celerità,  del 
tempo , della  forza  acceleratrice , e della  celerità  iniziale  pel  mo- 
to uniformemente  accelerato.  Così  dalla  quinta  abbiamo 
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0) 

c 

= **+p- 

Dalla  quarta 

0) 

c 

— _£__l  ?f 
t ~ a 

Dalla  terza 

(3) 

c 

2S 

= T -P- 

Dalla  prima 

(4) 

? 

_ c* p* 

2S 

Dalla  quinta 

(5) 

<p 

_ c— P 

t 

Dalla  quarta 

(6) 

<p 

2 / s 

— (c  J 

Dalla  seconda 
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(7) 

Dalla  prima  equazione  del  n.°  96 

(8)  p = |/(c* — i ps). 

Dalla  terza 


(9) 

(io) 

00 


2>S 

p==  ~t  c' 
Dalla  seconda 
s %t 
P=S  ~t 


Dalla  quinta 
t 

„ ? 

Sostituendo  nella  (11)  il  valore  di  p preso  dalla  (8) 

(12)  t_C^-Y(c'-2yts). 

? 

Finalmente  dalla  terza 
2s 


03)  * = 


Tutta  la  dottrina  del  moto  unif ormemente  accelerato  è com- 
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presa  in  queste  equazioni , nelle  quali  dee  tarsi  p — o , se  il 
mobile  non  ha  celerità  iniziale.  Eccone  alcune  applicazioni. 

gg.  I.  Sia  p — o.  Avremo  tx ; e per  un  altro  si- 

nfil  moto  s’zr:  '/*©  onde 

i.°  s : s'  ” t*:  t'*. 

Sostituendo  poi  il  valore  di  t (g8.  lima),  avremo 
2.0  .v  : .v'  ; ; c*  : c'*. 

Ma  s — */*  et  (g8. 3 za).  Dunque  et  : c't  * * c*  : c'*  : onde 

3.°  t c1  ::  y$:  y*\ 

Dunqdfcncl  moto  uniformemente  accelerato 

i°.  Gli  spa/j  trascorsi  dal  principio  del  moto  , sono  come 
i quadrati  dei  tempi  impiegati,  o «Ielle  velocità  acquistate  in 
trascorrerli . Perciò  se  i tempi  del  moto  sian  come  i numeri 
naturali  1,2,3,  4<  cc.  gli  spazj  descritti  dal  principio  del  mo- 
to saranno  espressi  «lai la  serie  de’ numeri  quadrati  1,4,9,16,  (X. 
talché  la  serie  degli  spazj  successivamente  descritti  in  ogni  e- 
gtial  parte  del  tempo  sarà  la  differenza  di  «letti  quadrati , che 
forma  la  serie  de’  numeri  impari.  Realmente,  la  formula  gene- 
rale della  differenza  di  due  quadrati , che  differiscono  per  P u- 
nilà  nella  radice  , se  a rappresenti  un  numero  qualunque  v è 
(n-j-i)* — «*  — 2o-|-  1 formula  generale  «le’ numeri  impari.  Sa- 
ran  dunque  gli  spazj  come  i numeri  1;  4 — 1=3$  g — } 

1 6 — g—7  ec. 

2°.  I tempi  sono  come  le  celerità  accpiistate;  e queste,  e 
quelli  come  le  radici  degli  spazj  in  essi  percorsi. 

100.  II.  Un  mobile  sollecitato  dalla  forza  acceleratrice  co- 
stante 9 percorra  in  un  tempo  finito  t con  moto  uniformemente 
accelerato  lo  spazio  s,  e acquisti  la  celerità  c.  Spirato  il  tempo 
t cessi  la  forza  $ «li  agire  sul  mobile.  Rimarrà  costante  la  celeri- 
tà c , e il  corpo  continuerà  a muoversi  uniformemente.  Ora  fa- 
cilmente si  «limostra,  che  movendosi  uniformemente  collacelorità 
c nel  tempo  t descriverà  uno  spazio  zxns,  cioè  doppio  di  quello, 
che  ha  descritto  in  e guai  tempo  col  moto  uniformemente  accele- 
rato. In  fatti  la  celerità  costante  C del  moto  uniforme  è la  cele- 
rità acquistata  c nel  moto  uniformemente  accelerato.  Dunque  , 

• S vts 

C —c.  Ma  abbiamo  trovato  C — — (7 5)  c~  —(98.  3 za.  ). 


« 
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Dunque  — ed  essendo  T = t , avremo >9  r=  25.  Dun- 

que la  forza  aeceleratrice  costante  <p  agendo  pel  tempo  t sul  mo- 
bile, e facendoli  percorrere  con  moto  uniformemente  accelera- 
to lo  spazio  s , li  imprime  tal  celerità,  che  può  con  essa  divenu- 
ta costante,  descrivere  in  egual  tempo  uno  spazio  doppio  con 
molo  uniforme. 


101.  Ora  le  forze  sono  proporzionali  alle  celerità,  che  impri- 
mono ad  un  mobile  nell’  unità  di  tempo  ( 18  ),  e nell’unità  di 
tempo  le  celerità  sono  proporzionali  agli  spazj  ( 1 3 ) . Il  tempo 
t può  considerarsi  come  l’ unità  di  tempo.  Dunque  la  forza  acce- 
leratrice  costante  è proporzionale  al  doppio  spazio , che  ella  fa 
descrivere  al  mobile  nell’unità  di  tempo,  come  si  rileva  ancora 


dalla  fqpnula  $ = — (c)8.7ina.). 

Perciò 

102.  i°.  Le  forze  acceleratrici  sono  tra  loro  come  gli  spazj, che 
fan  descrivere  a un  mobile  nell’  unità  di  tempo. 

2°.  La  forza  aeceleratrice  si  può  considerare  come  una  forza 
istantanea,  che  allo  spirare  del  tempo  t imprima  al  mobile  una 
tal  celerità , che  li  faccia  percorrere  in  un  altro  tempo  — t con 
moto  uniforme  uno  spazio  doppio  di  quello,  che  ha  descritto 
con  moto  uniformemente  accelerato  in  detto  tempo. 

Così  l’effetto  della  forza  aeceleratrice  si  considera  come  1’  ef- 
fetto di  una  fofrza  istantanea  . Ma  più  frequentemente  occorre  di 
considerare  l’effetto  di  una  forza  istantanea,  cioè  la  celerità  da 
essa  prodotta  ,fome  l’  effetto  di  una  forza  aeceleratrice  J ed  ec. 
cone  il  metodo. 

103.  III.  Posto  , che  un  corpo  peli’ impulso  di  una  forza  i- 

S . 

slantauea  si  muova  uniformemente  colla  celerità  C _ -^r  , si  cer- 


chi quale  spazio  avrebbe  dovuto  trascorrere  sollecitato  da  una 
forza  aeceleratrice  costante  «,  cioè  con  moto  uniformemente  acce- 


lerato per  acquistar  detta  celerità.  Sia  s questo  spazio.  Nel  valore 

di  s dato  dalla  formula  (1)  del  n°.y7  convien  sostituire  alla  ce- 

, , c*  . & S* 

lerità  c la  data  celerità  C.  A vremo  dunque  s = - — ss  — — 

(75).  ? 
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Questo  spazio,  che  un  corpo  dee  descrivere  con  moto  unifor- 
memente accelerato  per  acquistare  la  celerità  C dicesi  altezza  do- 
vuta alla  data  celerità  C ; e reciprocamente  C la  celerità 
dovuta  ad  una  data  altezza  s. 

Pertanto  come  pella  celerità  C si  ha  s ~ — , così  per  un’ 

C ^ 
altra  celi'rità  C si  avrà  s'  — — . Quindi 

104.  1°.  Essendo  «costante,  avremo  C : C'  ; * J/  s : J/ 
cioè  le  celerità  acquistate  sono  come  le  radici  delle  altezze  loro  do- 
vute ; o i quadrati  delle  celerità  come  le  altezze. 

2°.  'Potremo  sostituire  le  radici  dell’  altezze  alle  celerità,  c i 
quadrati  delle  celerità  alle  altezze. 

to5.  Dal  che  è chiaro,  che  quanto  si  è detto  ne’nni.  superio- 
ri del  moto  uniformemente  accelerato  nell’ipotesi  di  p o (g6) 
ha  luogo  anche  se  p ^ o , sol  che  allo  spazio  s altezza  dovuta 

ni 

alla  celerità  acquistata  c si  unisca  l’ altezza , per  es.  a =: 

dovuta  alla  celerità  p ; cioè  sol  che  invece  dello  spazio  s si  pren- 
da s-j-  a. 

106.  Supponghiamo  ora,  che  mentre  un  corpo  colla  celerità  p 

dee  descriver  uniformemente, lo  spazio  QA,  una  forza  costante  si 
opponga  continuamente  al  progresso  del  medesimo;  talché  sì 
abbia  un  moto  uniformemente  ritardato  (64),  e detto  <X  lo  spa- 
zio,  x la  celerità  in  A,  T il  tempo  impiegato  a giungervi  ; si  cer- 
chino i valori  di  x,e  dir.  Servirà  a tal  uopo  la  formula  (pds 
— ■ cdc,  che.convertiremo  in  (pd7  — — y.dx  (f  ?.  ) . Operando 
•precisamente  come  nei  numeri  q6-q8  troveremo  delle  formule  , 
da  cui  potrà  dedursi  tutta  la  dottrina  del  moto  uniformemente  ri- 
tardato . E primieramente  integrando,  avremo  cp  1 — •/.,  yj1  -|- 

Cost.\  e siccome  se  !T  — o ; x ~p,swh  Cast.  — 1 /,  p*  ; e però  a>7 

= x = V(r'  — w<j). 

107.  Secondariamente  abbiamo  x = ovvero  dz  — 

dz 

da 

— % — 2 rpj)  5 ed  °Perand°  ertine  sopra,  avremo  T — 

• — f7  ìì?  • e qU[ndi  posson  dedursi  perla  dottri- 
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“ dcl#10,t1°  un:formernenle  ritardato  , venti  equazioni  ornilo- 
ghe  a quelle,  che  abbiamo  stabilite  sopra  ('08')  noi 
niform.mente  acce  1«,  ; e noi  s" 

deducano  per  loro  esercizio.  6 1 le 

108.  Un  mobile  cadendo  da  A (Fig. ..)  senza  celerità  inizia- 
le sollecitato  dalla  forza  costante  <p  al  fine  dello  spazio  AQ  = fi 

( 97  ) abbia  acquistata  la  celerità  finale  c.  Si  supponga,  che  con 
questa  stessa  velocità  sia  respinto  da  Q in  A , e si  cerchi  lo  spa- 
zio totale,  che  trascorrerà  all’ in  su,  finche  non  abbia  perduta 

tuttala  velocità.  Abbiamo  ( 106  ) ,, 

. ' T • -Ma  Fr  >F- 

P r’  e x °*  P«rchè  neH'ultimo  punto  dello  spazio  il 
corpo  ha  perduta  ogni  celerità.  Dunque  <7  — fi.  Ma  fi  __  v 

I)nnquc  » = U celerità  che  m J£,  „qai2  cado». 

°Z  “d  m"'°  “"'.  'TiT"  P"1  «•  risalire  al. 

™‘°  ritardato  sono  le  S„S!<!  i„  senso  „pp„s,„ 

7*™-  «'  aaifom.etn.nte  .ccelcn.to;  onde 
non  c.  diffonderemo  ultenormentc  nel  noverarle;  e piuttosto  mos- 
treremo, come  le  piu  importanti  dottrine  relative  al  moto  unifor- 
memente accelerato,  e ritardato  possono  anche  dedursi  dalla  con- 
siderazione dei  piani  delle  velocità  ( 65  ). 

109.  La  linea  AQ  ( Fig.  1 ),  su  *ui  prendonsi  le 
ascisse,  e che  rappresenta  il  tempo,  in  cui  si  fa  un  mo- 
to vario  accelerato  dividasi  secondo  ciò,  che  si  è detto 
sopra  (89),  in  nn  numero  infinito  di  eguali  parti  infi- 
nitesime AC,  CE,  EG,  GP  oc.  che  rappresentino  al- 
trettanti istanti  ; e le  celerità  in  fine  di  questi  istanti 
siano  espresse  pelle  corrispondenti  ordinate  ,AB,  DC, 
FE,  HG  ec.  Per  quanto  la  celerità  rappresentata  dal- 
1 ordinata  DC  sia  effettivamente  maggiore  di  quella 
espressa  per  AB,  con  cui  il  corpo  cominciò  a muoversi 
nell’istante  AC,  pure  la  differenza  è si  piccola,  che  si 
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possono  prendere  fisicamente  per  eguali , con#  se  il 
moto  fosse  stato  uniforme.  Perciò  lo  spazio  descritto 
nel  tempuscolo  Ad  sarà  come  il  rettangolo  ÀC  X CD 
( 7 5 ),  e così  gli  spazj  descritti  ne’  tempuscoli  CE,  EG 
saran  come  i rettangoli  CEXEF,  EGXGH.  Ora  que- 
sti rettangoli  essendo  prossimamrnte  eguali  agli  spazj, 

0 aree  curvilinee  ACDB,  CEFD,  EGHF,  è chiaro,  che 
gli  spazj  saranno  come  queste  aree  , o piani  di  veloci- 
tà; e componendo  lo  spazio  descritto  nel  tempo  finito 
AG  sarà  come  l’ area , o piano  di  velocità  BAGff  , e 
quelli  descritti  ne’ tempi  AP,  AQ  come  i piani  ABPM, 
ABNQ. 

Le  diverse  relazioni,  che  han  tra  loro  le  ordinate, 
eie  ascisse  in  questi  piani,  o sia  le  celerità,  ed  i tempi 
nel  moto  vario  come  serviranno  a determinar  la  diver- 
sa natura  di  queste  aree,  così  daranno  il  mezzo  di  de- 
terminare ciò,  che  appartiene  alle  diverse  specie  di 
moto  vario. 

no.  Supponghiamo  pertanto,  che  le  celerità  cre- 
scano come  i tempi  ; che  è il  caso , in  cui  il  moto  è 
uniformemente  accelerato.  Iu  tale  ipotesi  , essendo 
AP:  AQ  IT  PM .* Q N,  la  linea,  che  unisce  le  estremi- 
tà delle  ordinate,  sarà  una  retta;  i piani  delle  velocità 
saranno  i triangoli  APM , AQN;  e gli  spazj  saran  rap- 
presentati dalle  aree  triangolari. 

tu.  Dunque  nel  moto  uniformemente  accelerato 
se  siano  S,  s gli  spazj  descritti  da  due  mobili;  T,ti 
tempi;  G,  c le  celerità  acquistate,  avremo 

i°.  S :s  : : */.  AP  . PM  : % AQ.  QN  ::  '/,  C . T : 
l/i  c.t,  cioè  gli  spazj  descritti  da  due  mobili  sono  come 

1 semiprodotti  delle  velocità  ne’  tempi. 
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Quindi  C : c 


..*S 

" T 


— . E supponendo  eguali  fra 


loro  , o all’  unità  le  masse  de’  due  mobili  , dette 
Cp  , (p'  le  forze  continue  costanti , che  producono  i mo- 
ti, se  si  rifletta,  che  quanto  maggiore  è il  tempo,  iu 
cui  agiscono,  tanto  è maggiore  la  celerità , che  genera- 


no, si  troverà  <p  T'.tft  II  C : c II 


?.S 


2 s 


? 


2°.  Perla  somiglianza  dei  triangoli  APM,  AQN  , 
avremo  APM  : AQN  1 1 PM*  : QN*  1 1 AP*  : AQ*  ; 
S : s II  C'  : c*  Il  T%  : t*;  cioè  gli  spazi  sono  come  i 
quadrati  delle  celerità,  o dei  tempi.  Quindi  diviso  il 
tempo  del  moto  in  parti  eguali,  per  es.  in  minuti,  gli 
spazj  descritti  in  ognuna  di  queste  parti  costituiranno 
la  serie  dei  numeri  impari  1 , 3 , 5 ec.  Poiché  se  al  fi- 
ne del  primo  minuto  lo  spazio  descritto  è = ì , al  fi- 
ne del  secondo  sarà  4;  9 al  fine  del  terzo  ec.  Sottraendo 
dallo  spazio  descritto  dopo  il  secondo  minuto  quello 
descritto  nel  primo,  avremo  4 — • 1 = 3 per  lo  spazio 
descritto  nel  secondo  minuto;  e dallo  spazio  9 descrit- 
to al  fine  del  terzo  minuto  sottraendo  4,  spazio  descrit- 
to al  fine  del  secondo , atremo  9 — 4 = 5 per  lo  spa- 
zio descritto  nel  terzo  minuto,  e così  di  seguito. 

1 1 2.  Un  corpo  sollecitato  dalla  forza  continua  co- 
stante descriva  nel  tempo  T lo  spazio  APM=  AP  X 

PM  con  moto  uniformemente  accelerato  , ed  acquisti 
la  celerità  rappresentata  dalla  linea  P M.  Se  cessando 
l’ azione  della  forza  il  corpo  continui  a moversi,  si  mo- 
verà uniformemente  colla  celerità  costante  PM,  e nel 
tempo  T descriverà  uno  spazio  rappresentato  dal  ret- 


tangolo  del  tempo  AP  nella  celerità  PM  (75),  cioè 
uno  spazio  doppio  di  quello  descritto  in  egual  tempo 
con  moto  uniformemente  accelerato. 

Dunque  la  forza  continua  costante,  agendo  sopra  di 
un  mobile  per  un  tempo  finito  T ',  che  può  prendersi 
per  unità  di  tempo , li  comunica  tal  celerità,  che  li  fa 
descrivere  in  egual  tempo  con  moto  uniforme  uno  spa- 
zio doppio  di  quello,  che  esso  ha  descritto  con  moto 
uniformemente  accelerato  . Ma  le  forze  si  riguardano 
come  proporzionali  alle  celerità,  che  imprimono  nell’ 
unità  di  tempore  nell’unità  di  tempo  le  celerità  sono 
come  gli  spazj  in  esso  descritti.  Dunque  la  forza  con- 
tinua costante  è proporzionale  al  doppio  dello  spazio, 
che  fa  descrivere  nell’  unità  di  tempo. 

1 13.  Ciò  che  abbiam  detto  de^moto  uniformemen- 
te accelerato  si  applica  inversamente  al  moto  unifor- 
memente ritardato,  a quel  moto  cioè  , in  cui  per  l’ op- 
posizione di  una  forza  costante  si  diminuisce  la  celeri- 
tà egualmente  in  egual  tempo. 

Se  un  corpo  dopo  avere  acquistata  una  celerità  per- 
correndo uno  spazio  con  moto  uniformemente  accele- 
rato sia  spinto  indietro  con  questa  celerità,  e nel  regres- 
so si  trovi  contrariato  da  quella  stessa  forza  , che  nel 
progresso  lo  sollecitava  ; nello  stesso  tempo  descriverà 
in  senso  opposto  lo  stesso  spazio.  Diviso  in  fatti  il  tem- 
po del  progresso , e del  regresso  in  parti  eguali,  e infi- 
nitesime, i decrementi  di  velocità,  che  in  ognuna  di 
queste  parti  soffre  il  corpo  nel  regresso  son  eguali  agli 
aumenti , che  soffriva  nel  progresso.  Poiché  la  for- 
za costante  agisce  egualmente  sul  corpo  nel  progres- 
so , e nel  regresso.  Nel  progresso , siccome  la  celerità 
da  essa  prodotta  non  trovava  contrasto,  così  si  rendeva 
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sensibile  accelerando  il  corpo  a ogni  momento.  Nel  re- 
gresso poi  in  ogni  momento  opponendosi  alla  celerità 
prodotta  dalla  forza  in  un  senso  la  celerità,  che  il  cor- 
po ha  in  senso  opposto;  in  ogni  momento  la  celerità 
prodotta  dalla  forza  è distrutta , e distrugge  un’  egual 
porzione  della  celerità  preesistente  nel  coi-po.  Perderà 
dunque  in  egual  tempo  nel  regresso  tanta  velocità , 
quanta  ne  aveva  acquistata  nel  progresso:  dal  che  se- 
gue , che  il  corpo  non  solo«nello  stesso  tempo  tor- 
nerà al  punto,  da  cui  parti  ; ma  ancora,  che  alfine  d’ o- 
gni  tempo  arriverà  in  quel  punto,  in  cui  al  principio 
del  tempo  corrispondente  si  trovava  nel  progresso , 
ed  ivi  avrà  nel  regresso , quella  velocità,  che  aveva 
nel  progresso. 

1 14  E qui  si  noti , che  quand’anche  l’accelerazio- 
ne del  moto  non  fosse  stata  uniforme  ; pure  se  con 
quella  legge,  con  cui  si  accelerò,  vada  ritardandosi, 
si  avvererà  inversamente  pel  moto  ritardato  ciò , che 
ha  luogo  pel  moto  accelerato  ; e la  celerità  acquistata 
dal  corpo  accelerandosi , lo  porterà  a descrivere  uno 
spazio  eguale  ritardandosi  , com’  è per  se  stesso  e- 
vidente. 


CAPITOLO  X. 

Della  Composizione  delle  forze. 

xi  5.  Pa  ssiamo  ad  esaminare  particolarmente  ciò, 
che  appartiene  all’  azione  contemporanea  di  più  forze 
sopra  di  un  corpo , che  consideriamo  come  un  punto 
materiale. 

Egli  è evidente , che  siccome  un  corpo  non  può 

t.i.  5 
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muoversi  nel  tempo  stesso  per  varie  direzioni,  cosi  qua- 
lora venga  determinato  al  moto  dall’azione  contempo- 
ranea di  due,  o più  forze,  dovrà  muoversi,  come  se 
fosse  affetto  da  una  forza  sola , che  lo  spingesse  per  la 
direzione,  per  cui  di  fatto  progredisce.  Questa  forza 
per  altro  debbe  avere  sì  per  la  quantità,  come  per  la 
direzione  una  determinata  relazione  al  complesso  delle 
forze  contemporanee,  e debbe  .esserne  come  il  resul- 
tato; e quindi  essa  è detta  Risultante  ; mentre  quelle, 
da  cui  dipende  diconsi  Componenti;  e Composto  il  mo- 
to, che  ne  è prodotto.  La  proprietà  caratteristica  della 
risultante  è,  che  essa  può  identicamente  sostituirsi 
alle  componenti;  e le  componenti  possono  identica- 
mente sostituirsi  ad  essa. 

Alla  determinazione  delle  relazioni  tra  la  risultan- 
te, e le  componenti,  saranno  specialmente  dirette  in 
questo  capitolo  le  nostre  ricerche,  e segnatamente  alla 
piena  soluzione  de*  due  problemi  fondamentali,  cioè 
i°.  Date  le  componenti  trovare  la  resultante;  lo  che 
dicesi  comporre  le  forze;  a°.  Data  la  risultante,  tro- 
var le  componenti  ; lo  che  dicesi  risolver  le  forze. 

1 16.  Ora  egli  è chiaro,  che  diversa  debbe  essere  la 
direzione , e la  quantità  della  risultante,  secondo  che 
diverse  sono  le  direzioni,  e le  quantità  delle  compo- 
nenti. Pertanto  le  componenti  possono  avere,  general- 
mente parlando,  direzioni  coincidenti , parallele , e 
unite  ad  angolo  ; e quindi  voglionsi  per  maggior  di- 
stinzione considerare  separatamente  questi  tre  casi. 

117.  I.  Posto,  che  le  componenti  abbiano  dire- 
zioni coincidenti , può  esser  , che  tutte  agiscano  nel- 
lo stesso  senso,  o che  alcune  agiscano  in  un  sen- 
so , altre  in  un  senso  opposto.  Nel  primo  caso  è evi- 
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dente,  che  tutte  le  forze  cospirando  a prodnrre  lo 
stessso  effetto,  dee  la  resultante  eguagliarne  la  somma 
(17).  Nel  secondo  le  forze  opposte  possono  essere  egua- 
li , o disuguali . Se  sono  eguali,  non  vi  è ragione,  per 
cui  una  foiza  prevalga  sull’altra;  quindi  mutuamente 
si  distruggeranno;  si  avrà  perciò  una  risultante  eguale 
a zero,  e il  corpo  resterà  in  equilibrio.  E quindi  è chia- 
ro, che  un  sistema  di  forze  essendo  in  equilibrio,  o 
producendo  un  qualunque  moto,  non  si  altera  nè  l’e- 
quilibrio , nè  il  moto  coll’  aggiugnere  al  sistema  due 
forze  eguali , ed  opposte  nella  stessa  direzione. 

Se  sono  disuguali , la  risultante  eguaglierà  la  dif- 
ferenza tra  quella,  o la  somma  di  quelle,  che  agiscono 
. in  un  senso, e quella,  o la  somma  di  quelle,  che  agi- 
scono in  un  senso  opposto  , e spingerà  il  corpo  nel 
senso  dalla  maggior  forza , o della  maggior  somma 
delle  forze.  Poiché  la  maggior  forza,  o la  maggior  som- 
ma delle  forze  si  può  considerare  come  composta  di 
due  forze  agenti  nel  medesimo  senso , l’una  eguale  al- 
la minore , l' altra  alla  differenza  tra  la  maggiore , e la 
minore.  Le  due  eguali,  dovendosi  distruggere,  la  dif- 
ferenza sola  produrrà  il  suo  effetto. 

Dunque  , generalmente  parlando,  qualora  le  forze, 
che  agiscono  contemporaneamente  sopra  di  un  corpo 
abbiano  le  direzioni  coincidenti , la  risultante , se  esi- 
ste, eguaglia  la  somma  , o la  differenza  delle  compo- 
nenti. 

E quindi  è chiaro , che  in  tal  composizione  di  for- 
ze la  risultante , e conseguentemente  il  moto  debbe 
avere  una  direzione  identica  a quella  delle  compo- 
nenti. 

118.  II.  Finché  si  considera  come  un  punto  mate- 
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riale  il  corpo  affetto  dalle  forze  contemporanee , non 
possono  le  direzioni  delle  forze  esser  parallele  , senza 
esser  nel  tempo  stesso  coincidenti  ; e quindi  vale  in 
tal’  ipotesi  per  le  forze  parallele  ciò,  che  trovammo 
aver  luogo  per  le  coincidenti. 

i iq.  ITI.  Le  direzioni  delle  forze  componenti  si  u- 
niscano  ad  angolo  nel  punto  materiale,  che  ne  è affet- 
to. Prima  di  determinare  la  direzione,  e la  quantità 
della  risultante  in  tal  caso,  sari»  opportuno  di  notare, 
che  non  si  altera  niente  l’ azione  di  una  forza,  traspor- 
tando il  suo  punto  d’  applicazione  da  un  punto  ad  un 
altro  qualunque  della  sua  direzione  considerata  come 
una  retta  inflessibile,  purché  non  si  cangi  nè  la  sua  in- 
tensità, nè  il  senso,  secondo  cui  ella  agisce.  Infatti  sia 
rappresentata  una  forza  qualunque  per  la  porzione 
PK  della  sua  direzione  AQ  ( Fig.  i ),  e supponghia- 
mo,  che  agisca  da  P verso  Q.  S’intendano  applicate  ai 
punti  K , e G due  forze  eguali,  di  cui  una  EG  agisca 
da  G verso  Q;  l’altra  KG  in  senso  opposto.  Siccome  esse 
si  distruggono  scambievolmente  ( 117),  cosi  non  al- 
terano per  niente  l’ azione  della  forza  PK.  Ma  se  si 
supponga  , che  ognuna  di  queste  due  forze  sia  eguale 
a PK , la  forza  KG  distruggerà  la  forza  PK , e resterà 
sola  la  forza  EG,che  applicata  al  punto  G agisce  da  G 
verso  Q.  Questa  forza  essendo  eguale  a PK,  si  può 
considei-are  come  PK  applicata  non  più  in  P,ma  in  G; 
e per  quanto  ne  sia  diverso  il  punto  d’applicazione,  l’ef- 
fetto è lo  stesso.  Il  medesimo  discorso  può  farsi  per 
qualunque  altro  punto  della  direzione  AQ,  ed  ha  luo- 
go egualmente,  sia  la  forza  destinata  a far  equilibrio 
sia  a produr  moto.  Dunque  una  forza  può  general- 
mente considerarsi  come  applicata  a diversi  punti  del- 
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la  sua  direzione,  senza  che  l’azione  se  ne  alteri  in  al- 
cun modo. 

120.  Stabilito  ciò,  agiscano  ad  angolo  sopra  un 
punto  materiale  due  forze  simili.  L’esperienza  dimo- 
stra, che  la  direzione  della  risultante  è la  diagonale  di 
quel  parallelogrammo , che  può  descriversi  su  due 
segmenti  delle  direzioni  delle  due  forze  tagliati  pro- 
porzionalmente alla  respettiva  quantità  di  dette  forze. 
Se  una  palla,  per  es.  d’avorio,  posta  in  un  angolo  di 
un  piano  parallelogrammico  sia  urtata  contemporanea* 
mente  da  due  forze  proporzionali  ai  lati,  che  costitui- 
scono l’angolo,  in  cui  ella  si  trova  nel  senso  dei  lati 
stessi , come  si  muove  lungo  la  diagonale  di  detto  pia- 
no, cosi  mostra,  che  la  direzione  della  risultante,  da 
cui  è affetta  coincide  colla  medesima. 

121.  Il  ragionamento  conferma  ampiamente  que- 
sto resultato  dell’  esperienza. 

Siano  applicate  al  punto  materiale  M (Fig.n')  due 
forze  simili  qualunque  F,  f aventi  le  direzioni  ME, 
MI , che  formino  l’ angolo  IME.  Siccome  la  forza  F 
tende  a far  passare  il  punto  mobile  M al  di  sotto  di 
MI,  e la  forza  f al  disopra  di  ME;  così  è chiaro,  che  la 
linea,  per  cui  il  detto  punto  M tende  a muoversi,  sarà 
dentro  l’angolo  IME,  e perciò,  che  la  direzione  MRdel- 
la  risultante  R passando  pel  punto  di  concorso  delle 
due  forze , è compresa  nell’angolo  fatto  dalle  loro  di- 
rezioni. 

Essendo  MR  la  direzione ^^lla  risultante  del- 
le due  forze  F,  f suppongliiamo,  che  F diventi  = 
F -|-  g.  Componendo  la  porzione  g colla  risultante  R , 
la  risultante  R'  di  questa  nuova  composizione  debbe 
esser  compresa  nell’  angolo  RME.  Dunque  quando  u- 
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na  delle  due  forze  cresce,  restando  costante  l’altra, 
la  resultante  fa  un  angolo  minore  colla  forza  cre- 
sciuta. 

E da  ciò  si  deduce  al  rovescio,  che  se  una  sola  for- 
za diminuisce,  la  risultante  dee  fare  colla  forza  dimi- 
nuita un  angolo  maggiore. 

Che  se  le  due  forze  componenti  siano  eguali , sic- 
come non  vi  è ragione,  per  cui  la  risultante  debba  ac- 
costarsi all' una  più,  che  all’altra,  cosi  dee  dividere  in 
mezzo  1’  angolo  IME. 

122.  Ciò  premesso,  agiscano  sul  punto  materiale  M 
due  forze  simili  F,f  secondo  le  direzioni  ME,  MI,  e 
supponghiamo  F composta  di  due  altre  forze  g\  e g ; 
talché  sia  F — g{  -f-  g ( 1 17  ).  Componendosi  f col- 
la porzione  g'di  F,  sia  MR  la  direzione  incognita  del- 
la «risultante  R.  Preso  sulla  direzione  di  f un  punto 
qualunque  I,  si  costruisca  il  parallelogrammo  CI,  e 
si  riguardino  i punti  M,  B,  C come  uniti  tra  loro  col- 
le rette  inflessibili  MB,  MC,  CB,  e soggetti  all’azio- 
ne delle  forze  g,  ed  R.  Supponghiamo  la  forza  R ap- 
plicata al  punto  R , e agente  nel  senso  BR  ; e la  forza 
g applicata  al  punto  C,  e agente  secondo  CE.  Sosti- 
tuendo alla  forza  R nel  punto  B le  sue  componenti 
( 1 15  ),  avremo  g'  agente  secondo  BK.  parallela  ad 
ME,  f agente  secondo  BZ  parallela  ad  MI.  Prolun- 
gando la  direzione  ZB  sino  in  C , si  supponga^  appli- 
cata in  C ( ii<)),^d  ivi  compongasi  colla  forza  g, 
che  agisce  secondo  cE.  Sia  CS  la  direzione  della  risul- 
tante R{  delle  forze  f,  g.  Supponghiamo  , che  R'sia  ap- 
plicata al  punto  N della  sua  direzione, e si  trasporti  su 
questo  medesimo  punto  N la  forza  g\  Se  si  componga 
la  forza  R 1 con  g\  la  risultante  <p  di  queste  due  forze 
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passerà  pel  punto  N del  loro  concorso.  Ma  la  risultan- 
te 9 della  forza  R{  ( equivalente  a f -j-  g ),  e della  for- 
za g è la  risultante  delle  forze  F , f Dunque  la  risul- 
tante © delle  forze  F , f passa  pel  punto  N.  Ma  passa 
anche  pel  punto  M.  Dunque  se  si  conduca  la  NE  pa- 
rallela ad  MT,  la  direzione  della  risultante  f delle  due 
forze  F,  f coinciderà  colla  diagonale  del  parallelo- 
grammo  INEM.di  crii  essendo  arbritrario  il  lato  MI, 
basterà  determinar  l’ altro  lato  ME. 

Per  quest’  oggetto  osserveremo,  che  se  F ■=  a f , 
prendendo  g*  = g = f,  le  direzioni  MR,  CS  delle 
due  resultanti  R,  F debbono  dividere  in  mezzo  gli 
angoli  IMG,  ECB  ; e CI,  EB  saranno  due  rombi.  Dun- 
que MC  = MI  = GB  = GE  ; ed  ME  = aMI.  Pari- 
mente, se  F = 3/,  prendendo  — a /;  g —f  nel 
parallelogrammo  CI  sarà  MC  = 2MI  ; ed  essendo 
anche  in  questo  caso  EB  un  rombo,  avremo  ME  = 
3MI.  Così  pure , se  F~  \f,  e si  faccia  gl  —$f,g  —f, 
troveremo  ME  = 4MI  ; e generalmente,  se  F — nf, 
sarà  ME  = n.  MI. 

Ma  se  f — ria,  e d F = ia  , cioè f — '/,  nF  sia 
un  multiplo  qualunque  di  F,  si  farà  g = gK  = a;  nel 
parallelogrammo  CI  perciò,  che  si  è detto,  avremo 
MI  = n MC  ; come  pure  EC  = MC  ; onde  ME  = 
aMC;  quindi  ME  : MI  % :n  F: f S efzs:  na-,  F 
= 3 a,  si  farà  = a a,  g — a -,  sarà  MC  :MI::  a : n;  e 
parimente  CE:  MI  " 1:  n;  onde  sommando  ME 
( = MC  -f-  CE  ) : MI  3 ( — a ’-f-  1 ):  n.  Così  in 
generale  se / = na  ; F = ma  , troveremo  ME  :MI  :: 
m:  11  ::  F:f 

Dunque  in  generale  „ Se  sulle  direzioni  delle  for- 
ze commensurabili  F , f si  prendano  i segmenti  ME, 
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MI,  che  loro  siano  proporzionali,  e su  i medesimi  si 
costruisca  il  parallelogrammo  IE,  la  diagonale  MN 
sarà  la  direzione  della  risultante 

Questo  teorema  ha  luogo  anche  nel  caso,  che  le  for- 
ze F,  f non  sian  commensurabili.  In  fatti,  se  in  tal  ca- 
so la  direzione  della  risultante  non  è MN,  sia  qualun- 
que altra  MO.  Sulla  linea  IN  = ME,  che  rappresenta 
la  forza  F,  prendasi  tra  N,  ed  O un  punto  G,  che  ta- 
gli il  segmento  IG  tale , che  rappresenti  una  porzione 
della  forza  F commensurabile  colla  forza  f rappresen- 
tata dalla  linea  MI$  e compiasi  il  parallelogrammo  IX. 
La  diagonale  MG  sarà  la  direzione  della  risultante  del- 
le forze  commensurabili  rappresentate  da  MI , e IG. 
Ma  la  forza  IG,  o MX  è minore  della  forza  F.  Dee 
dunque  la  risultante  della  composizione  di  essa  con  f 
far  colla  direzione  MI  un  angolo  minore  di  quello,  che 
con  detta  direzione  fa  la  risultante  di  F,  e di  f (121). 
Ma  lo  farebbe  maggiore,  se  la  risultante  di  F%  e di  f ca- 
desse in  O.  Dunque  non  può  cadervi.  Facendo  analo- 
ghe costruzioni  si  dimostra,  che  la  cercata  direzione 
non  può  essere , che  la  diagonale  MN.  Siano  dunque 
commensurabili  o incommensurabili  le  forze,  che  agis- 
cono ad  angolo  sopra  un  punto  materiale  M,  la  loro 
risultante  ha  sempre  per  direzione  la  diagonale  del  pa- 
rallelogra  mm  o , che  si  costruisce  su  due  segmenti  ME, 
MI  delle  loro  direzioni  respettivameute  proporzionali 
alle  loro  intensità.  . • 

1 23.  All’  oggetto  poi  di  determinare  la  quantità , o 
intensità  della  risultante  <p , prolungata  la  diagonale 
NM  in  K( Fig. 3.  ),  si  applichi  su  questa  prolungazio-  % 
ne  una  forza  S eguale,  e contraria  alla  risultante  <p.  Le 
forze  F , f,  S saranno  in  equilibrio.  Ora  essendo  in 
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equilibrio  tre  forze  F,  f,  S applicate  ad  un  punto, 
si  p\jò  riguardar  l’ equilibrio  come  prodotto  dall’  azio- 
ne di  una  qualunque  /'di  queste  forze  contro  le  altre 
due  prese  insieme  $ giacché  se  1’  azione  di  essa  non  fos- 
se eguale,  e direttamente  contraria  all’  azione  dell’ al- 
tre due  prese  insieme,  il  loro  effetto  non  sarebbe  di- 
strutto, e non  si  potrebbe  aver  equilibrio  , come  è evi- 
dente. Ma  le  altre  due  prese  insieme  equivalgono  alla 
loro  risultante,  che  dee  aver  per  direzione  la  diagonale 
del  parallelogrammo  costruito  su  due  segmenti  della 
loro  direzioni,  che  loro  siano  respettivamente  propor- 
zionali. Dunque  la  linea  ME  direzione  della  forza  F si 
dee  considerare  come  la  prolungazione  della  diagona- 
le RM  del  parallelogrammo  MKRI  costruito  sulle 
linee  MI,MK  proporzionali  alle  forze  f,  S.  Perciò 
sarà  la  forza  S • f MK.  : MI.  Ora  la  MK  = IR  — 
MN.  Dunque  la  forza  S è proporzionale  ad  MN.  Ma 
S — <p.  Dunque  tp  è proporzionale  ad  MN. 

124-  Dopo  tutto  ciò  può  stabilirsi  il  teorema  im- 
portantissimo „ La  risultante  di  due  forze  è rap- 
presentala in  grandezza,  e direzione  dalla  diago- 
nale del  parallelogrammo  costruito  sopra  segmenti 
proporzionali  a queste  forze  presi  sulle  loro  dire- 
zioni „ . 

Quindi 

ia5.  Date  due  forze  F,f  per  trovar  la  quanti- 
tà , e la  direzione  della  loro  risultante  f non  altro  oc- 
corre , che  costruire  un  parallelogrammo  MENI 
( Fig.fi  ) su  i segmenti  ME,  MI  proporzionali  respetti- 
\ameute  alle  medesime , e tirare  la  diagonale  MN. 

a°.  Nel  parallelogrammo  MENI,  che  dicesi  pa- 
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rottelo  grammo  dette  forze , si  ha  l'analogia  F:  f:  f ! ; 

ME  : MI  : MN.  • 

ia6.  3®.  Siccome  la  diagonale  è nel  piano  del  pa- 
rallelogrammo , così  le  direzioni  di  due  forze,  che  si 
uniscono  ad  angolo , e della  loro  resultante  souo  sem- 
pre in  un  medesimo  piano. 

137.  4®.  Essendo  poi  MI  = EN,  ME  = IN  è chia- 
ro primieramente,  che  i tre  lati  del  triangolo  MEN, 
o dell' altro  MIN  possono  rigùardarsi  come  le  forze 
componenti , e la  risultante  ; e perciò  possono  pella 
composizione  delle  forze  usarsi  i triangoli,  o semipa- 
rallelogrammi; secondariamente  che  sarà  F:  f:  <p 
IN  : 1M  : MN . Ma  i lati  dei  triangoli  stanno  tra  loro 
come  i seni  degli  angoli  opposti . Duncpie  qualsivoglia 
delle  tre  forze  è sempre  proporzionale  al  seno  dell*  an- 
golo, che  è compreso  tra  le  direzioni  dell’ altre  due. 
Perciò  detti  « , |3 , 31  gli  angoli  EMN , IMN , EMI  ; 
descritto  col  raggio  MI  l’arco  IST  ; e condotte  le 
normali  IG,  SQ  sulla  ME,  e la  normale  TK  sulla 
MN  , si  avrà  F:  f'.J''.  IK  : SQ  : IG  ::  sen.  [3  : sen.  oc  : 
sen.  5. 

E se  si  conducano  le  rette  SU , TY  normali  a 
MI , e TX  normale  ad  MN,  sarà  SU  = IK , TX  = 
SQ , TY  = IG,  e perciò  dall’analogìa  superiore  si 
deduce  1’  importante  teorema , che  due  qualunque 
delle  forze  F , f , © stanno  tra  loro  in  ragione  inver- 
sa delle  normali  condotte  sulle  loro  direzioni  da  un 
punto  preso  ad  arbitrio  sulla  direzione  detta  terza. 

ta8.  5°.  Siccome  la  risultante  © produce  il  mede- 
simo effetto,  che  le  due  componenti  F,f,  così  potrà  f 
sostituirsi  ad  F,f-,  e reciprocamente  ogni  forza  <p 
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potrà  risolversi  in  due  F,f.  Anzi  siccome  possono  ri- 
guardarsi F,f  come  risultanti  ciascuna  di  due  altre 
forze , e queste  due  forze  come  risultanti  d’ altre  all’ 
infinito;  cosi  qualunque  sia  il  numero  n delle  forze, 
che  agiscano  nel  tempo  stesso  sul  punto  M,  potranno 
sempre  comporsi , o ridursi  a un  numero  n — i , 
n — * 2 , n — 3 ec.  Come  pure  reciprocamente  ogni 
forza  unica  potrà  risolversi  iu  2 , 3 , \ ....  n forze  ; 
ed  eccone  il  metodo. 

1 29.  Siano  nello  stesso  o in  diversi  piani  le  forze 
espresse  pelle  loro  direzioni  AC  , AB,  AD,  unite  ad 
angolo  in  A (JFìg. 5.).  Siccome  due  linee,  che  s’incon- 
trano son  sempre  nello  stesso  piano , compiendo  il  pa- 
rallelogrammo CABF , avremo  AF  per  risultante  del- 
le due  forze  AC , AB.  Sia  AD  comunque  inclinata  al 
piano  del  parallelogrammo  CB . Incontrando  ella 
AF  sarà  in  un  piano  medesimo  con  essa,  e descritto 
il  parallelogrammo  ADEF,  la  diagonale  AE  esprime- 
rà la  risultante  delle  tre  forze.  Combinando  la  resul- 
tante ultimamente  trovata  con  una  quarta  forza , po- 
trà aversi  la  risultante  di  quattro  forze  ; e cosi  progre- 

' dendp  si  troverà  finalmente  la  risultante  di  quante 
forze  si  vogliono,  che  situate  o nel  medesimo,  o in  di- 
versi piani  agiscono  contemporaneamente  sopra  di  un 
punto  materiale. 

130.  Con  un  metodo  inverso  può  una  data  forza 
risolversi  in  due,  in  tre,  in  quattro  , e in  quante  si  vuo- 
le situate  o nello  stesso,  o in  diversi  piani.  Rappresen- 
tando per  AE  la  data  forza,  e sopra  di  essa  presa  per 
diagonale  descritto  in  un  piano  qualunque  il  paralle- 
logrammo DF,  l’avremo  risoluta  nelle  due  forze  AD, 
AF.  Se  ora  sull’ una,  o sull’altra  di  esse,  per  es.  sulla 
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AF  si  costruisca  un  altro  parallelogrammo,  o nel  me- 
desimo, o in  altro  piano;  la  forza  AF  s’intenderà  ri- 
soluta in  altre  due  rappresentate  dai  lati  di  questo 
parallelogrammo  ; e cosi  la  forza  AE  sarà  risoluta  in 
tre  forze  poste  nello  stesso,  o in  diversi  piani.  Colla 
successiva  descrizione  di  altri  parallelogrammi  sulle 
componenti  già  ottenute  possono  nella  stessa  %uisa 
ottenersene  quante  altre  si  vuole. 

idi.  Quando  le  circostanze  non  esigono  altri- 
menti è arbitraria  la  direzione  , e 1’  angolo  delle  com- 
ponenti, nè  vi  ha  altra  legge  necessaria,  se  non  che  le 
forze  componenti  siano  due  a due  lati  d’nn  parallelo- 
grammo,  che  ahhia  per  diagonale  la  forza  da  risolversi 
di  mano  in  mano.  Trattandosi  dunque  di  risolvere  una 
forza  data  in  due  componenti,  il  problema  sarà  inde- 
terminato, se  non  siano  dati  i valori  di  queste  compo- 
nenti, o le  direzioni  loro , o la  direzione  dell’  una , e il 
valore  dell’  altra.  Quindi  è,  che  data  uua  forza  può 
risolversi  in  due;  l’una  delle  quali  sia,  se  si  vuole, 
parallela,  l’altra  normale  ad  una  linea,  o ad  un  piano 
dato  di  posizione.  Anzi  è frequente  in  Meccanica  , che 
immaginate  nello  spazio  tre  linee,  o assi  normali 
tra  loro  in  un  medesimo  punto,  si  risolva  una  forza  in 
tre  forze  nel  senso  dei  detti  assi  ; ed  eccone  il  metodo 
più  semplice.  La  forza,  che  vuoisi  decomporre  sia  rap- 
presentata dalla  porzione  AE  della  sua  direzione.  Pel 
punto  A si  tirino  le  linee,  o assi  AC,  AB,  AD  reci- 
procamente normali . Conducami  per  questi  tre  assi 
presi  due  a due  i tre  piani  BACF  , CADG,  DABH  ; 
e pel  punto  E i tre  piani  EGDH  , EHIF , EFGC 
respettivamente  paralleli  ai  primi.  Questi  piani  forme- 
ranno le  faccie  di  un  parallelepipedo , che  avrà  per 
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diagonale  AE,  e i di  cullati  AB,  AC,  AD  presi  su 
i tre  assi  dati  saranno  le  forze,  in  cui  s’intenderà  ri- 
soluta la  forza  data  AE  secondo  ciò , che  si  è detto 
nel  num.  precedente. 

i3a.  In  altro  luogo  parleremo  della  composizione 
delle  forzaeterogenee;  e qui  intanto  avvertiremo,  che  la* 
risultante,  per  quanto  produca  un  effetto  equivalente 
alle  forze  componenti , pure  siccome  è rappresentata 
da  un  lato  del  triangolo,  così  è minore  della  somma 
delle  componenti , che  sono  rappresentate  da  due  lati 
del  triangolo  stesso  : e ciò  perchè  nel  mutuo  conflitto 
delle  forze,  che  si  compongono,  dee  distruggersene 
una  porzione. 

Per  convincersene,  e calcolare  nel  tempo  stesso  la 
quantità  delle  forze,  che  si  distrugge , su  i lati  AC  , AB 
del  parallelogrammo  CABD  ( Fig.  6 ) considerati  co- 
me diagonali  si  costruiscano  due  parallelogrammi  ret- 
tangoli HAEC  , AFÈI . Secondo  ciò  , che  si  disse  nei 
numeri  superiori  la  forza  AB  si  può  considerare  co- 
me risultante  delle  AI,  AF,  e la  forza  AC  come  risul- 
tante delle  AH,  AE. 

Ora  nei  triangoli  AEC,  BFD  il  lato  AC  = Bl)  , 
l’ ang.  AEC  = BFD , perchè  son  retti,  e CAE  = BDF 
alterno.  Dunque  triang.  AEC  = triang.  BFD,  e pe- 
rò AE  = FD$  BF  = CE  = AH  = AI.  Dunque  tra  le 
quattro  componenti,  da  crii  respettivamento  risultano 
le  due  forze  AB,  AC,  abbiamo  AI  = AH,  e AE  = 
FD . Ma  AI,  ed  AII  oltre  ad  essere  eguali  , sono  an- 
che opposte . Dunque  esse  si  distruggeranno  nel- 
la composizione  delle  AB  , AC$  e resteranno  so- 
lamente le  due  AF  -f-  AE  cospiranti.  Essendo  per- 
tanto AE  = FD,  sarà  AE1  -f  AE  ==  AD.  Dunque  la 
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somma  delle  forze,  clie  rimangono  è eguale  alla  diago- 
nale, o alla  risultante,  e la  somma  delle  forze  oppo- 
ste è eguale  a zero. 

i33.  Dal  che  si  deduce,  che  la  maggiore,  o minor 
perdita  delle  forze,  che  agiscono  ad  angolo  sopra  di 
\m  corpo  dipende  dalla  grandezza  dell’  angolo,  che  es- 
se formano.  Poiché  quanto  maggiore , o minore , è 1’ 
angolo  CAB  delle  forze,  tanto  debbe  esser  minore,  o 
maggiore  l’angolo  ACD  suo  supplemento  j minore , o 
maggiore  la  sottoposta  diagonale  risultante  delle  for- 
ze ; e maggiori , o minori  le  parti  di  forze  corrispon- 
denti a BF  = IA,  CE  = AH  , che  scambievolmente 
si  distruggono.  Dunque  crescendo,  o scemando  l’ango- 
lo delle  forze  anderà  crescendo,  o scemando  il  dispen- 
dio delle  forze  stesse,  e scemando,  o crescendo  la  quan- 
tità della  risultante.  Talché,  se  quest’  angolo  riducasi  il 
massimo  degli  ottusi  o sia  = 200°,  come  il  dispendio 
delle  forze  sarà  il  massimo , cosi  la  risultante  sarà  la 
minima;  se  poi  riducasi  il  minimo  degli  acuti,  cioè  = 
o,  minimo  sarà  il  dispendio  delle  forze,  e massima  la 
risultante. 

i34-  Ma  quando  l’angolo  delle  forze  è il  minimo, 
le  direzioni  ME  , MI  ( Fig.  4 ) diventano  coinciden- 
ti, come  è evidente  : e siccome  agiscono  nello  stesso 
senso,  si  ha  © = F -f-  f ( 117  ),  cioè  la  risultante  e- 
guaglia  la  somma  delle  componenti. 

Al  contrario,  quando  l’ angolo  delle  forze  è = aoo°, 
dee  la  direzione  ME  esser  per  diritto  a MI.  Dunque 
anche  in  questo  caso  le  direzioni  delle  forze  coincido- 
no; ma  agendo  esse  in  sensi  opposti,  sarà  f = F — fi 
cioè  la  risultante  eguale  alla  differenza  delle  compo- 
nenti. 


Digitized  by  Google 


79 

Può  dunque  stabilirsi  generalmente,  che  quando 
le  componenti  hanno  originariamente,  o si  riducono 
ad  avere  una  medesima  direzione,  la  loro  risultante 
è sempre  $ = F±f. 

i35.  6°.  Essendo  le  celerità,  ed  i moti  proporzio- 
nali alle  forze,  che  gli  producono,  ciò  che  abbiamo 
detto  della  composizione  delle  forze  può  applicarsi 
anche  alla  composizione  dei  moti. 

* i36.  AJp  i metodi,  che  abbiamo  esposti  per  la  composizione, 
e decomposizione  delle  forze , sono  grafici  pili , che  analitici  ; e 
se  dipingono  all’  occhio , ed  enunciano  i resultati  in  una  manie- 
ra comoda , non  offrono  un  processo  facilmente  applicabile  alla 
pratica.  Sarà  perciò  molto  più  utile  di  prevalersi  delle  formule 
trigonometriche,  che  risultano  dalle  precedenti  costruzioni;  for- 
mule, che  ne  guidano  a sciogliciecon  un  andamento  uniforme  di 
calcolo  tutte  le  questioni,  diesi  posson  proporre  sulla  compo- 
sizione , c decomposizione  delle  forze. 

* i37-  Pertanto 

I.  Le  forze  simili  F,  f proporzionali  ai  lati  ME,  MI  del  paral- 
lelogrammo EI  ( Fig.  4-  ) formando  in  M l’angolo  3',  la  risul- 
tante <p,  che  è proporzionale  alla  diagonale  MN  (124)*  sarà  rap- 
presentata dalla  formula 

<p  = V ( F*  + 2 Ff  cos.  3 +/*  ) ; 
e gli  angoli  «,  e j 3 , che  fa  colle  componenti  F,f  saranno  deter- 
minali dalle  formule 


Quindi 


f sen.  3 

sen.  « = ' 

? 


; sen.  fi  = 


F.  sen.  3 


1".  Se  F — y ; a = ~ ; p — 2 F cos.  a . 

a0.  Se  3 = ìoo";  ® = y )> 

' f F 

sen . a ■=  cos. S=  — : sen.  fi  — cos.  a = 

• r y > r tp 

* i3d.  H.  Data  una  forza  tp , se  voglia  risolversi  in  due  F,  f 
parallele  respettivamente  a due  assi  reciprocamente  normali , che 


8 o 

facciano  colla  direzione  di  essa  gli  angoli  a , |3 , non  altro  oc- 
correrà , che  di  prendere 

F =:  'p  cos.  a;  f ~ <D  cos.  fi. 

* i3g.  ITI.  Tre  forze  simili  X.  Y.  Z agiscano  ad  angolo  so- 
pra di  un  punto.  Abbiamo  già  notato,  che  componendo  le  pri- 
me due , la  loro  risultante  R agirà'  secondo  la  diagonale  del  pa- 
rallelogrammo costruito  sulle  direzioni  di  queste  due  forze,  c sa- 
rà proporzionale  a quella  diagonale:  componendo  in  seguito  lì 
colla  forza  Z,  si  avrà  la  risultante  delle  tre  forze  X,Y,Z,  che  a- 
girà  secondo  la  direzione  della  diagonale  del  parallelogrammo  co- 
struito sulle  direzioni  di  R,  e di  Z ( I2g  ),  o del  parallelepipe- 
do costruito  sulle  direzioni  di  X,  Y.  Z. 

Ora  per  tradurre  questo  risultato  in  espressioni  analitiche,  si 
osservi , che  se  queste  direzioni  sono  rettangolari , il  quadrato  di 
questa  diagonale  è eguale  alla  somma  dei  quadrati  de’ suoi  tre 
lati:  onde 

R*  = X*+  Y\  + Z' (i). 

In  oltre  dicansi  a,  b,  c i tre  angoli , che  R fa  respettivamen- 
te  colle  direzioni  di  X,  Y,  Z.  Se  si  congiunga  l’ estremità  del- 
la diagonale  R con  quella  dei  tre  lati  X , Y,  Z si  formeranno 
tre  triangoli  rettangoli , di  cui  R sarà  l’ ipotenusa  comune,  d'on- 
de si  dedurrà 

X ~ R cos.  a;  Y—  R cos.  hi  Z — R cos.  c ( 2.  ). 

Quindi 

1°.  Se  le  componenti  X,  F,  Z siano  date,  l’equazione  ( i ) 
farà  conoscere  il  valore  della  risultante,  e le  equazioni  (2  ) ne 
determineranno  la  direzione  per  mezzo  degli  angoli  a , b , c. 

2°.  Se  è data  la  forza  R , e voglia  decomporsi  in  tre  forze 
rettangolari  X,  Y,  Z,  le  cui  direzioni  facciano  colla  sua  gli  an- 
goli a,  b,  c,  i valori  di  queste  forze  saranno  dati  dall’ equazio- 
ni ("  2 ). 

3°.  Se  una  delle  forze,per  es.  Z — o,  R sarà  la  risultante  so- 
lo di  Y,  e Y;  sarà  nel  loro  piano , e la  sua  direzione  dipenderà 
solamente  da’  due  angoli  a , b.  Questi  angoli , ed  il  «lare  di  R 
saranno  allora  determinati  dall’  equazioni 

R1  z=  X*  Y*  $ R cos.  a — X -,  R cos.  b z=  Y, 
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che  si  deducono  dalle  precedenti  facendovi  Z = oj  c = iooc. 
Questo  caso  Io  abbiamo  considerato  qui  sopra. 

* i4o.  IV.  Supponghiamo  ora,  che  al  punto  m ( F\g.  7 ) 
sia  applicato  un  numero  qualunque  di  forze  P,  P1,  P”,ec.  date  in 
grandezza , e direzione , e supponghiamo  , che  la  linea  inD  sia  la 
direzione  della  forza  P.  Siano  a,  |3 , y gli  angoli,  che  mD  fa 
respcttivamente  cogli  assi  rettangolari  mA,  mB,  mC;  siano 
<*',/3',y’  gli  angoli,  che  la  forza  P’ fa  con  questi  assi  medesi- 
mi} a'1,  /3",  yM  quelli , che  fa  la  forza  P”  ec.  Tutti  questi  angoli 
sono  dati,  debbono  estendasi  da  o°,  fino  a 200°  inclusivamente, 
onde  esprimere  tutte  le  direzioni  possibili  delle  forze  applica- 
te al  punto  m. 

Decomponghiamo  ciascuna  di  queste  forze  in  tre  dirette  se- 
condo gli  assi  mA  , mB  , mC . Le  componenti  di  P saranno  per 
quclchc  precede  P cos.  a',P  cos.  j8  ; P cos.  y ( 1 38).  Le  compo- 
nenti di  P'  saranno  P'  cos.  a'  ; P'  cos.  j3'  } P1  cos.  y e P"  cos.  a"; 
P"  cos.  |3"j  P"  cos.  y"  quelle  di  Pn. 

Queste  componenti  agiranno  nel  sen.^>  degli  assi  , o dei  loro 
prolungamenti , secondo  che  esse  saranno  positive , o negative. 
Per  es.  la  direzione  mD  cadendo  al  di  sopra  del  piano  AmB,  la 
componente  P cos.  y della  forza  P tende  ad  elevare  il  punto  ni, 
cioè  agisce  secftido  Passe  inC;  e in  tal  caso  P cos.  y è una 
quantità  positiva,  poiché  y ioo°,  e P come  tutte  le  altre  forze 
P1,  P"  ec.  si  riguardano  per  se  stesse  come  positive.  Al  con- 
trario , se  questa  direzione  cadesse  al  disotto  di  quel  piano  se- 
condo mD1,  P cos.  y sarebbe  negativa,  e agendo  secondo  il  pro- 
lungamento mC’  dell’  asse  m C , tenderebbe  ad  abbassare  il 
punto  m. 

Ora  se  tutte  le  componenti  secondo  il  medesimo  nsse  agiscono 
nel  medesimo  senso,  la  somma  positiva,  o negativa  sarà  la  loro 
risultante  nel  senso  di  quell’asse  :e  se  alcune  agiscono  in  un  senso, 
altre  in  un  altro,  la  loro  risultante  sarà  la  differenza  Ira  le  une, 
e le  altre  ; e cosi  le  forze  dirette  secondo  un  asse , o il  suo  pro- 
lungamento si  ridurranno  sempre  ad  una  sola. 

In  questa  guisa  a ciascheduna  delle  date  forze  P,  P\  P"  ec. 
si  sostituiscono  tre  forze  rettangolari , che  se  siano  denotate  per 
T.  I.  6 


Dìgitized  by  Google 


8'1 

X quelle  secondo  ni  A j per  Y quelle  secondo  mfi,  per  Z 
quelle  secondo  mO , si  avrà 

X “ P cos.  et  P'  cos.  et'  -j-PM  cos.  a''  4"  ec. 

Y=  P cos.  (3  + P'  cos.  j3‘  + P"  cos.  (3"  + ec. 

z — p cos.  y p'  cos.  y'  4 p"  cos-  yw  4"  ec  • 
valori,  che  possono  essere  positivi, o negativi,  secondo  chele  for- 
ze agiscono  nel  senso  degli  assi,  o dei  loro  prolungamenti. 

Posto  ciò , sia  R la  risultante  di  tutte  le  forze  P , P',  P"cc.  o 
delle  tre  forze  X , Y , Z. siano  parimente  a , b , c gli  angoli,  che 
la  sua  direzione  incognita  fa  cogli  assi  mA  , mB , mC;  noi  avre- 
mo per  quel , che  è detto  nel  numero  precedente. 

R=  f/(  x»4r*4z»); 

X Y Z 

cos.  a = — j cos.  b = —i  cos.  c~~. 

Per  mezzo  di  questi  valori  la  grandezza,  c la  direzione  della 
risultante  sono  completamente  determinate.  Nel  costruire  questa 
direzione  bisognerà  fare  attenzione  ai  segni  di  cos.  a , cos.  h , 
cos.  c , i quali  decideranno  , se  gli  angoli  a,  b , c sono  acuti , r» 
ottusi.  Siccome  la  forza  R {■  per  se  stessa  positiva , questi  coseni 
saranno  del  medesimo  segno,  che  Y,  Y,  Z. 

Biserbandoci  a parlare  in  altro  luogo  della  eqpiposizionc  del- 
le forze  dissimili  tralasciamo  la  considerazione  delle  forze  , le  cui 
direzioni  si  riportano  ad  assi  ohlgpii,  perchè  le  formule,  che  ne 
deriverebbero  sarebber  troppo  complicate,  e poco  acconce  al  no- 
stro oggetto,  a cui  si  sodisfa  d "altronde  bastantemente  colla  con- 
dizione degli  assi  normali. 

1 4 1 * Tutto  ciò,  che  precede  si  adatta  solamente  a 
un  punto  materiale.  Conviene  , che  estendiamo  ora  le 
nostre  ricerche  ad  un  sistema  di  punti  fra  loro  uniti  in 
una  maniera  invariabile,  e sottomessi  all’  azione  di  for- 
ze qualunque.  Le  direzioni  delle  forze,  che  agiscono 
sopra  un  tal  sistema  possono  essere  convergenti  sen^a 
essere  unite  ad  angolo , e parallele  , senza  esser  coin- 
cidenti. Egli  è per  altro  ben  facile  di  estender  anche  a 
questi  casi  la  regola  del  parallelogrammo  delle  forze. 


flt 
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Realmente  agiscano  sopra  una  verga  , o linea  inflessì- 
bile AB  le  due  forze  P,  Q secondo  le  direzioni  conver- 
genti DA,  EB  ( Fig.  8 ) .Prolungate  queste  direzioni 
finché  s’ incontrino  nel  punto  <p , si  considerino  appli- 
cate le  due  forze  a questo  punto  ( 109  ),  e rappresen- 
tandole coi  segmenti  <p  Q,  cpS  loro  proporzionali  pre- 
si sulle  respettive  direzioni  , si  compia  il  parallelo- 
grammo  SQ.  La  diagonale  <p  H indicherà  la  quantità, 
e la  direzione  della  risultante  delle  due  forze. 

1 4a.  Prolungata  questa  direzione  finché  tagli  in  K 
la  retta  AB,  si  consideri  K come  il  punto  d'applicazio- 
ne della  risultante  alla  linea  AB.  Da  qualunque  punto 
K della  direzione  della  risultante  si  abbassino  due  nor- 
mali , per  es.|  K x,  Kz  sulle  direzioni  DA,  EB  delle  for- 
ze P , e Q.  Da  ciò,  che  dicemmo  al  num".  127  si  rile- 
va, che  P:Q  !!  KZ  :Kx;e  che  la  risultante  sta  a una 
delle  componenti  in  ragione  inversa  delle  normali  ab- 
bassate sulle  loro  direzioni  da  un  punto  qualunque  del- 
la direzione  dell  altra  componente. 

Queste  proporzioni  lian  sempre  luogo,  comunque 
piccolo  sia  l’angolo  A f B delle  componenti  P,  e Q •* 
sussisteranno  dunque  anche  al  limite , in  cui  l’ angolo 
di vien  nullo,  o le  forze  diventano  parallele.  Pertanto 
supponghiamo , che  la  direzione  della  forza  Q applica- 
ta al  punto  B giri  intorno  a questo  punto,  fintanto  che 
essa  cada  sulla  linea  BO  parallela  alla  direzione  DAQ, 
di  modo  che  queste  forze  si  riducano  perallele , e di* 
rette  nel  medesimo  senso.  In  questo  caso 

i°.  La  normale  abbassata  dal  punto  K sulla  dire- 
zione BO  sarà  il  prolungamento  KL  della  normale  K x 
abbassata  dal  medesimo  punto  sulla*  direzione  DAQ; 
e le  forze  P , e Q staranno  tra  loro  come  le  normali 


Digitized  by  Google 


84 

KL,  Kx  : di  modo  che  il  punto  K dividerà  la  linea  xL  m 
due  parti  reciprocamente  proporzionali  a queste  for- 
ze. Avremo  dunque  l’analogìa  Pi  Q II  K.L:Kx.  Quin- 
di P:P  + Q KL:  KL  -|-  Kxj  e chiamando  a la 
distanza  KL  -j-  K x,  che  passa  tra  le  due  parallele 
AQ,  BO,  sarà  PtP  + Q II  KL  : a , e KL  = 
aP 

P+Q' 

Ora  questa  linea  KL  esprime  la  distanza  di  un  puu 
to  qualunque  della  risultante  dalla  retta  BO;  e il  suo 
valore  non  dipendendo , che  dalle  quantità  date  a,  P* 
Q,  è il  medesimo,  qualunque  sia  questo  punto.  Dun- 
que la  risultante  R delle  due  forze  P,  e Q ha  una  di- 
rezione KY  parallela  a BO , o alle  direzioni  delle 
componenti. 

2°.  La  risultante  R,  e la  componente  P sono  tra 
loro  in  ragione  inversa  delle  normali  abbassate  dal 
punto  L della  direzione  della  componente  Q sulle  lo- 
ro, direzioni , cioè  P :R  II  KL  : KL  -j-  Kx.  Confron- 
tando questa  proporzione  con  quella  ottenuta  sopra 
P : P + Q : : KL:KL  -f-  Kx,  si  rileva  R = P + Q 
valore  della  risultante. 

Si  deduce  da  tutto  ciò, 

i°.  Che  la  risultante  di  due  forze  parallele  agenti 
nel  medesimo  senso  divide  la  scambievol  distanza  del- 
le componenti  in  due  parti  reciprocamente  proporzio- 
nali a queste  forze. 

2®.  Che  la  direzione  della  risultante  è parallela 
alle  direzioni  delle  componenti. 

3°.  Che  essa  è eguale  alla  loro  somma. 

1 43.  Quindi  .è  ben  facile 

i°.  Di  trovar  la  risultante,  date  che  siano  le  com- 
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ponenti  parallele.  La  posizione  della  risultante  è deter-  ' 
minata  dall’equazione  KL  = la quantitk dal- 

l’equazione R — P Q. 

1 44-  2°*  Di  risolvere  una  data  forza  R in  due  pa- 
rallele P , e Q.  Presa  una  forza  P in  direzione  paral- 
lela alla  direzione  di  R,  la  quantità  dell’altra  com- 
ponente sarà  Q = R — P.  E se  sia  d la  distanza  tra 
le  direzioni  di  P,  e di  R,  x la  distanza  ignota  tra  le 
direzioni  di  Q,  e di  R-,  avremo  l’analogia  Q : P II  d : 

x — distanza  dalla  direzione  di  R , a cui  dee  pas- 
sare la  parallela , che  serve  di  direzione  alla  for- 
za Q. 

i45.  3°.  Quindi  finalmente  è chiaro,  che  per  dis- 
tribuire una  potenti  qualunque  R sopra  una  linea , o 
una  verga  rappresentata  da  xKL  , in  modo  che  le  due 
parti  P,  Q,  in  cui  essa  è divisa,  agendo  con  direzioni 
parallele  in  x,  ed  in  L producano  lo  stesso  effetto, 
che  R produce  applicata  in  K , conviene  dividerla  in 
guisa,  che  si  abbia  l’analogia  P : Q:  P -j-  Q ::  KL  : 
Kx:  KL  -f-  Kx;  P:  Q:  R II  KL:  Kx  : Lxj  onde  sia 


p — R _ Q 

Lx  ’ 


R.  Kx 


. Dal  che  reciprocamente 


si  deduce,  che  se  due  forze  situate  in  x,  ed  in  L faccia- 
no lo  stesso  effetto,  che  R in  K,  i loro  valori  sono  e- 
s pressi  dalle  formule  ora  trovate. 

i46.  Se  le  due  forze  parallele  agissero  in  senso 
contrario,  avrebber  luogo  le  stesse  analogie,  che  abbia- 
mo trovato  pel  caso,  che  agiscano  nel  senso  medesimo. 
Siano  in  fatti  mA  , nB  ( Pig.  9 ) le  direzioni  delle 
forze  P,  e Q applicate  respettivamente  in  m,  e in  Wn 
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ad  una  verga  inflessibile,  e supponghiamo  Q ^>P. 
Decomponghiamo  la  forza  Q in  due  forze  parallele, 
cbe  agiscano  nello  stesso  senso,  e di  cui  l’urta  eguale, 
e contraria  alla  forza  P,  abbia  m A' per  direzione.  Rap- 
presentiamo la  direzione  della  seconda  componente 
per  OC,  e la  sua  grandezza  per  R.  La  forza  Q essendo 
la  risultante  di  due  forze  parallele  P , ed  R,  cbe  agis- 
cono nqj>  medesimo  senso,  avremo  Q = P -j-  R ; 
R = Q — P.  In  oltre  essendo  P ; R On : mn,  com- 
ponendo sarà  P :P  -f  R\  \ nO  : nO  -J-  mn;  o sia  Pi 
Q ! l nO  : mO. 

Ora  sostituendo  alla  forza  Q le  due  sue  componen- 
ti si  trovano  sostituite  tre  forze  alle  due  date  P,e 
Q ; cioè  le  due  forze  P applicate  al  punto  m , e la  for- 
za R applicata  al  punto  O.  Le  due  prime  si  distruggo- 
no; non  resta  dunque,  cbe  la  forza \fì,  che  equivale  per 
se  sola  alle  due  forze  date , e ne  è perciò  la  risultan- 
te. Nel  caso  adunque  , che  contempliamo  la  risultan- 
te è eguale  alla  differenza  delle  due  componenti  ; agi- 
sce nel  senso  della  maggiore  ; e queste  componenti 
medesime  stanno  fra  loro  reciprocamente  come  le  di- 
stanze dei  loro  punti  d:  applicazione  dalla  direzione 
della  loro  risultante. 


1 47*  Qui  vuoisi  fare  un’osservazione.  Ponendo  Q—P 
invece  di  R nell’analogìa  P : R ::  nO:  nin  , abbiamo 
P 

q — p • nm  . Ora  questo  valore  di  nO  fa  ve- 


n 


o = 


dere,  che  nel  caso  attualmente  contemplato,  cioè  quan- 
do le  forze  O , e P son  dirette  in  senso  contrario , il 
pnnto  O di  applicazione  della  loro  risultante  sulla  ret- 
ta mn  si  allontana  a misura,  che  la  forza  Qsi  avvicina 
ad  essere  eguale  alla  forza  P,  e nel  medesimo  tempo 
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la  quantità  della  risultante  diminuisce,  di  modo  che 
quando  si  abbia  Q = P , il  calcolo  da  una  risultante 
nulla  posta  a distanza  indili  la  dalle  componenti.  In 
realtà  due  forze  parallele,  eguali,  e coutrarie,  ma  non 
direttamente  opposte,  non  possono  aver  risultante; 
poiché  se  si  potesse  sostituir  loro  una  forza  unica, 
non  vi  sarebbe  ragione,  per  cui  ella  agisse  piuttosto 
nel  senso  di  una  delle  due  forze  eguali,  che  nel  sen- 
so dell’altra,  tutto  essendo  precisamente  simile  relati- 
vamente a queste  due  forze.  Del  resto  questo  è il  solo 
caso , in  cui  due  forze  parallele  non  possono  esser  ri- 
dotte ad  una  sola. 

i48.  Fin  qui  noi  abbiamo  supposto,  che  due  sole 
fossero  le  forze  parallele  dirette,  o no  nel  medesimo 
senso,  ma  situate  nello  stesso  piano,  ed  applicate 
ad  una  verga  inflessibile.  Se  si  consideri  un  numero 
qualunque  di  forze  parallele,  delle  quali  alcune  agi- 
scano in  un  senso,  altre  in  un  senso  opposto,  e siano 
situate  o in  uno,  o in  diversi  piani,  ma  applicate  a 
punti  invariabilmente  uniti  fra  loro , come  a diversi 
punti  di  un  corpo  solido,  potremo  facilmente  trovar- 
ne la  risultante,  componendo  primieramente  due  di 
queste  forze  i n una  sola  ; e poi  la  risultante  di  questa 
composizione  con  una  terza,  e cosi  di  seguito.  In  tal 
maniera  determineremo  la  grandezza  , è la  posizione 
nello  spazio  della  risultante  di  tutte  le  forze  date,  a 
meno  che  le  due  ultime  forze  , che  si  avran  da  com- 
porre non  cadano  nel  caso  d’eccezione,  che  abbia- 
mo considerato  nel  num°.  precedente.  Questa  risultan* 
te  avrà  una  direzione  parallela  alla  direzione  comu- 
ne delle  componenti;  sarà  eguale  alla  somma  di  quel- 
le, che  agiscono  in  un  senso  meno  la  somma  di  quel- 
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le,  che  agiscono  nel  senso  opposto; ed  agirà  nel  senso  , 
della  maggior  somma.  Se  dunque  si  qpnsiderino  alcu- 
ne come  positive,  altre  come  negative,  secondo  che 
agiscono  in  un  senso,  o in  un  altro  opposto,  e si  rap- 
presentino per  P,  P',*PV  ec.  tutte  le  componenti,  e 
per  Tfla  risultante,  sarà  sempre  R — P -f  P'  -f-  ec. 

i4q.  Se  le  forze  date  P,  Q applicate  con  direzioni 
parallele  ai  punti  A , B della  verga  MN  ( Fig.  i o ) 
vengano  a rotare  intorno  ai  loro  punti  d’applicazio- 
ne, senza  cessare  di  esser  parallele,  la  risultante  R 
roterà  pure  intorno  al  punto  C della  sua  direzione  ; 
poiché  il  suo  punto  di  applicazione , che  si  determina 
componendole  forze  date,  dipende  dalla  ragione,  elio 
esse  hanno  tra  loro,  e non  già  dall’angolo,  che  la  loro 
direzion  comune  fa  colla  linea  MN , che  le  unisce  ( 1 42) 
talché  esso  punto  resta  il  medesimo,  quando  quest’an- 
golo varia.  Cosi  per  quanto  rotino  le  forze  P,  e Q 
intorno  ai  punti  A,  B,  se  si  mantengon  parallele  le 
loro  direzioni  abbiamo  sempre  P.  AG  = Q.  BG;  e la 
risultante  conserva  sempre  la  stessa  quantità,  e la  di- 
re zione  parallela  alle  direzioni  delle  componenti. 

150.  Ma  siano  le  forze  semplici,  o composte;  siano 
risultanti  di  forze  unite  ad  angolo , o di  forze  paralle- 
le, qualora  accada,  che  nel  comporsi  l’effetto  dell5 
una  sia  distrutto  dall’effetto  dell’ altra,  è chiaro,  che 
la  loro  risultante  sarà  zero,  e che  il  corpo,  su  cui  agi- 
scono , sarà  in  equilibrio. 

Di  qui  è , che 

1 5 1 . i°.  Se  ad  un  punto  materiale,  su  cui  agiscano 
diverse  forze  s^  applichi  una  forza  eguale,  e diretta- 
mente  opposta  alla  loro  risultante,  quel  punto  starà 
in  eqnilibrio. 
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i5a.  2°.  Se  mentre  due  forze  P,  Q agiscono  nor- 
malmente sopra  di  una  verga  inflessibile,  e non  grave 
ACB  secondo  le  direzioni  AP,  BQvsi  applichi  al  pun- 
to C,  per  cui  passa  la  risultante  di  dette  forze,  una  for- 
za © eguale , contraria , e direttamente  opposta  alla  ri- 
sultante medésima,  la  verga  starà  in  equilibrio.  Nel 
qual  caso  avremo. 

P : Q : <p  I!  BC  : AC  : AB  ( iay.  142). 

Ora  se  la  verga  fosse  appoggiata  ad  un  sostegno 
col  punto  C,  la  reazione  del  punto  d’appoggio  potreb- 
be considerarsi  come  una  forza  eguale,  e contraria 
alla  risultante  ; si  avrebbe  equilibrio,  e detta  (p  questa 
Reazione,  si  avrebbero  le  medesime  analogie,  da  cui  si 
possono  rilevare  le  seguenti  equazioni 
(1)  P.  AC  = Q.CB; 


s \ ' n ? • CU 

00  p==Àri 


(3) 


(4)  ? =-*■ 


Q.  AB 


Questa  verga  chiamasi  dai  Meccanici  Leva,  o Vet- 
te. Ma  per  dar  la  teorica  dell’  equilibrio  con  quella  e- 
stcnsione , e chiarezza,  che  conviene,  sarà  opportu- 
no di  premettere  alcune  poche  cose  relative  ai  mo- 
menti delle  potenze. 
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CAPITOLO  XI. 


Dei  momenti  delle  Potenze,  e quindi 
dell’  Equilibrio. 

i53.  Dicesi  Momento  di  una  potenza  riferito  ad 
una  linea,  o ad  un  piano  il  prodotto  della  data  poten- 
za pella  sua  distanza  dalla  liuea,  o dal  piano.  Si  chia- 
ma asse,  o piano  dei  momenti  la  linea,  o il  piano, 
cui  si  riferiscono;  e la  distanza  dall'asse,  o dal  piano 
si  misura  per  mezzo  di  una  normale,  che  dal  punto  di 
applicazione  della  forza  si  conduce  sull’asse,  o sul 
piano. 

1 54*  Le  direzioni  AP,  BQ  di  due  forze  parallele 
P,  Q agenti  nel  medesimo  senso  siano  unite  per  mez- 
zo della  retta  YZ  ( Fig.  11,  12  ).  La  direzione  della 
loro  risultante  R passi  pel  punto  C di  questa  linea. 
Per  un  punto  qualunque  F della  linea  ZY  si  conduca 
in  qualunque  piano  una  linea  FH,che  si  consideri  co- 
me 1’  asse  dei  momenti.  Dai  punti  di  applicazione 
A,  B,  C delle  forze  P , Q,  R si  tirino  sopra  FH  le 
normali  AG,  BH,  IC,  e parallelamente  ad  FH  si  tiri 
pel  punto  C la  DE,  che  tagli  in  D,  ed  in  E le  norma- 
li AG,  BH  prolungate,  se  occorra;  talché  si  abbia 
DG  = IC  = EH  . È chiaro,  che  i prodotti  R . IC; 
P.  AG;  Q.  BH  sono  i momenti  della  risultante,  e del- 
le componenti  riferiti  all’asse  FII. 

Ora  per  ciò,  che  fu  dimostrato  sopra  ( 162  ) ab- 
biamo P . AC  = Q . BC  ; equazione,  che  avendosi 
CB  : CA  EB  : AD  per  la  somiglianti  dei  triangoli 
ADC , BCrf,  diventa  P . AD  = Q.  BE. 
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In  oltre  la  risultante  R — P -j-  Q ( i4a  ). Dun- 
que R.  IC  = P.  IC  + Q.  IC  = Q.  HE  f P.  GD. 

Ma  GD  = AD  + AG  ( si  prende  il  segno  -(-  , 
quando  F è nella  prolungazione  della  linea  AB , come 
nella  fig.i  i , si  prende  il  segno — *,  qnando  F è nella  li- 
nea AB,  come  nella  figura  12).  Dunque  R.  CI  = 
Q.  EH  + P.  AD  ± P.  AG  = Q.  EH  -f-  Q.  BE  ± 

P.  AG  = Q.  BH  + P.  AG. 

Dunque  il  momento  della  risultante  è eguale  alla 
somma  , o alla  differenza  dei  momenti  delle  compo- 
nenti riferiti  al  medesimo  asse:  alla  somma,  quando 
quest’asse  passa  per  la  prolungazione  della  linea,  che 
unisce  le  direzioni  delle  componenti;  alla  differenza  , 
quando  passa  per  qualche  punto  di  detta  linea. 

1 55.  E qui  noteremo,  che  se  la  linea  FH,  che  ab- 
biamo supposta  inclinata  comunque  alla  YZ,  le  sia 
normale,  le  linee  AG,  BH,  CI,  che  misuran  le  di- 
stanze respettive  delle  forze  P , Q,  R dalla  retta  FH , 
saran  tutte  dirette  secondo  YZ;  si  avrà  AG  = AF; 
BH  = BF  ; IC  = CF  ; sussisterà  sempre  il  teorema 
del  numero  precedente;  e 1 equazione  R.  CI  = 

Q.  BI1  -F  P.  AG  si  ridurrà  R.  CF  = Q.  BF  + 
P.  AF. 

Dunque  il  momento  della  risultante  di  due  forze 
parallele  riferito  a un  punto  F preso  sulla  linea,  che 
unisce  le  loro  direzioni , è eguale  alla  somma  , o alla 
differenza  dei  momenti  delle  componenti  riferiti  al 
medesimo  punto,  secondo  che  questo  punto  è preso 
sul  prolungamento  della  linea  AB,  come  nella  fig.  1 1, 
o nella  linea  stessa,  come  nella  fig.  12. 

156.  Date  le  due  forze  P,  Q 00 me  sopra  per  un 
punto  F della  retta  YZ  ( Fig ■ u,  ia  ) si  conduca  un 
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piano  MN,  e da  punti  A,  B,  C,  in  cui  le  direzioni  di 

queste  forze , e della  loro  risultante  R tagliano  la  ret- 
ta YZ,  si  tirino  normali  a detto  piano  le  AG,  BH, 
CI  , che  saran  parallele  tra  loro.  Siccome  queste  nor- 
mali pnssan  per  tre  punti  A,  B,  C della  retta  YZ  , esse 
son  tutte  in  uno  stesso  piano  condotto  per  YZ , e in 
questo  stesso  piano  saranno  i loro  estremi  G,  H,  I, 
come  il  punto  F.  Ma  questi  quattro  punti  sono  anche 
nel  piano  MN.  Son  dunque  nella  retta  formata  dall» 
intersezione  de’  due  piani.  Tirata  dunque  la  retta 
FGIH  passerà  per  la  estremità  delle  linee  AG , BH , 
CI,  e farà  con  esse  gli  angoli  retti.  Dunque  questa  li- 
nea si  può  considerare  come  l’asse  dei  momenti,  ed 
avremo  perciò  ( 1 54  ) R-  CI  = Q.  BH  + P.  AG,  se- 
condo che  il  punto  F è preso  sul  prolungamento  del- 
la linea  YZ  (fig-  12  ) , o sulla  linea  stessa  ( Fig.  12  ). 
Dunque  il  momento  della  risultante  delle  forze  paral- 
lele P , Q riferito  a un  piano,  preso  arbitrariamente  è 
eguale  alla  somma,  o alla  differenza  dei  momenti  delle 
componenti  riferiti  allo  stesso  piano,  secondo  che  que- 
sto piano  passa  per  la  prolungazione  della  linea,  che 
unisce  le  direzioni  delle  forze,  o per  qualche  punto 
di  detta  linea. 

157.  A un  numero  qualunque  di  punti  situati,  o 
non  situati  nel  medesimo  piano,  ma  tutti  uniti  inva- 
riabilmente tra  loro  siano  applicate  le  forze  P,  Q,  R 
ec.,  che  abbiano  direzioni  parallele , agiscano  tutte  nel- 
lo stesso  senso,  e siano  tutte  situate  dalla  medesima 
parte  di  un  piano  parallelo  alle  loro  direzioni,  al  quale 
si  riferiscano  i momenti.  Trovisi  primieramente  la  ri- 
sultante V di  due  forze  P,  Q ( i<$3  ).  Il  moménto  di 
questa  eguaglia  la  somma  dei  momenti  delle  compo- 
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nenti  P,  Q ( i56)  . Componendo  quindi  la  risultante 
V colla  forza  R , avremo  il  momento  della  risultante- 
X di  questa  composizione  eguale  alla  somma  dei  mo- 
menti delle  forze  R,e  fr,  o sia  delle  forze  P , Q,  R. 
Così  il  momento  della  risultante  Y di  X,  e di  S sarà  e- 
guale  alla  somma  dei  momenti  delle  forze  X , S , o 
sia  P , Q,  R,  S.  Progredendo  in  tal  guisa  per  un  nu- 
mero qualunque  di  forze,  troveremo,  che  il  momen- 
to della  risultante  di  un  numero  qualunque  di  forze  è 
eguale  alla  somma  dei  momenti  di  tutte  le  com- 
ponenti. 

Che  se  nel  sistema  di  forze  parallele  oltre  le  P, 
Q,  R , S , che  sono  tutte  da  una  parte  del  piano,  cui 
si  riferiscono  i momenti , ve  ne  siano  alcune  p,  q , r,  s, 
ec.  agenti  nel  medesimo  senso , ma  situate  dall’  altra 
parte  del  detto  piano , troveremo  nella  stessa  guisa  , 
che  la  loro  risultante  y ha  un  momento  eguale 
alla  somma  dei  momenti  delle  sue  componenti. 

Se  ora  si  compongano  le  due  risultanti  Y,  y,  il 
momento  della  loro  risultante  riferito  al  dato  piano 
compreso  tra  le  loro  direzioni  sarà  eguale  alla  diffe- 
renza de’  loro  momenti  ( 1 56  ) . 

Si  potrà  dunque  stabilire  il  teorema  generale , che 
„ Il  momento  della  risultante  di  un  sistema  qualunque 
di  forze  parallele  agenti  nel  medesimo  senso  è eguale 
alla  somma,  o alla  differenza  de’  momenti  delle  com- 
ponenti riferiti  a uno  stesso  piano  : alla  somma  , 
quando  tutte  le  imponenti  sono  dalla  medesima  parte 
del  piano,  alla  differenza  quando  alcune  sono  da  una 
parte,  alcune  dall’altra 

1 58.  Siano  ora  concorrenti  in  un  punto  A le  di- 
rezioni PA , QA  delle  forze  P , Q , e nel  piano  di  que- 


ste  direzioni  preso  un  punto  D,  o dentro  (Fig.  i3  ), 
o fuori  (,Fig.  1 4 ) dell’ angolo  PAQ,  o di  quello,  die 
li  è opposto  al  vertice,  da  esso  si  tirino  sulle  direzioni 
delle  dette  forze,  e sulla  direzione  AR  della  risultante 
li  le  normali  DB , DC,  DE.  I prodotti  P.  BD;  Q.  DC; 
R.  DE  si  dicono  momenti  delle  forze  P,  Q,  R riferiti 
al  centro  D. 

Tirata  la  linea  AD,  la  forza  P rappresentata  dalla 
porzione  AF  della  sua  direzione  si  risolva  nelle  due 
p.  p\  di  cui  l’una  p sia  proporzionale  alla  porzione 
AG  della  linea  AD,  l’altra  p'  alla  porzione  AH  della 
direzione  della  forza  Q prolungata,  se  occorra  ; e com- 
piansi i parallelogrammi  |QH.  È chiaro  ,che  quando  il 
punto  D ò fuori  dell’angolo  PAQ,  la  forza  //agisce 
nel  senso  della  Q;  agisce  in  senso  opposto,  quando  D 
è dentro  qnest’ angolo;  onde  la  risultante  delle  for- 
ze coincidenti  Q,p'  è nel  primo  caso  Q + p\  nel  se- 
condo Q — />';  in  generale  Q + p'. 

Ora  abbiamo  ( 127  ) p\  DC  = P.  DB,  essendo 
P A la  direzione  della  risultante  delle  due  forze 
p,  p\ 

Di  più  essendo  le  due  forze  P,  Q eguali  alle  tre 
forze  Q,  p,  p{  la  risultante  li  delle  forze  P,  Q può 
riguardarsi  come  la  risultante  di  due  forze  p , e 

Q ±p‘- 

Dunque  (137)  li.  DE  = (Q  + p‘)  DC  = Q. 
DC  + p\  DC  = Q.  DC  + P.  DB,  sostituendo  invece 
di  p . DC  il  valore  trovatone  sopra.  •* 

Dunque  nel  caso  delle  forze  concorrenti  ad  angolo 
il  momento  della  risultante  riferito  a un  centro  preso 
fuori,  o dentro  dell’angolo  delle  forze,  o di  quello,  che 
li  è opposto  al  vertice , è eguale  alla  somma , o al- 
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la  differenza  dei  momenti  delle  componenti  riferiti 
allo  stesso  contro. 

i5().  Deesi  qui  avvertire,  che  questi  momenti  ri- 
feriti a un  punto,  o centro  son  ben  diversi  da  quelli 
riferiti  ad  un  asse,  o ad  un  piano , che  abbiamo  consi- 
derati sopsa. 

I momenti  riferiti  ad  un  centro  sono  il  prodotto 
della  forza  nella  normale,  che  dal  dato  centro  si  ab- 
bassa sulla  direzione  della  forza , e dipendono  in  con- 
seguenza dalle  direzioni,  e sono  indipendenti  dal  pun- 
to di  applicazione  delle  forze.  I momenti  poi  riferiti  a 
un  piano,  o ad  un  asse  si  valutano  pel  prodotto  della 
forza  nella  normale , che  dal  punto  di  applicazione 
della  forza  si  abbassa  sul  piano,  o sull’asse,  e conse- 
guentemente sono  indipendenti  dalla  direzione  della 
forza  , e dipendono  dal  punto  di  applicazione  , d i 
cui  la  data  normale  èia  coordinata,  che  ne  determi- 
na la  posizione  relativamente  al  piano,  o all’  asse  de’ 
momenti.  Questi  posson  essere  positivi , o negativi , i 
loro  segni  dipendendo  da  quelli  della  forza,  e dell’ 
ordinata  del  punto,  al  quale  è applicata,  e non  si  u- 
sano,  che  nella  teorica  delle  forze  parallele.  I momenti 
poi  riferiti  a un  punto  si  consideran  sempre  come  po- 
sitivi, perchè  i loro  fattori , cioè  la  forza,  e la  normale 
abbassata  sulla  sua  direzioni  si  riguardano  sempre 
come  quantità  positive. 

160.  Supponghiamo  ora , che  il  punto  D sia  fis- 
so , e che  le  normali  DB  , DC  , DE  siano  rette  infles- 
sibili . Le  forze  P , Q , R , che  si  posson  considerare 
applicate  alle  estremità  di- queste  rette,  non  potranno 
produrre,  che  un  moto  di  rotazione  intorno  a questo 
centro  fisso.  La  sola  ispezione  della  figura  mostra,  che 


9g 

quando  il  punto  D è fuori  dell'  angolo  PAQ,  e di 
quello , che  li  è opposto  al  vertice , le  forze  P,  e Q, 
e la  loro  risultante  tendono  a far  rotare  i loro  punti 
d’  applicazione  nel  medesimo  senso  intorno  a D.  Al 
contrario  quando  questo  punto  cade  in  uno  de’  detti 
due  angoli, le  forze P,  e Q tendono  a far  roteare i pun- 
ti B , C in  sensi  opposti:  e in  tal  caso  la  forza  R ten- 
de a far  rotare  il  suo  punto  d'applicazione  nel  mede- 
simo senso,  in  cui  lo  fa  rotare  quella  delle  sue  com- 
ponenti , che  Ita  il  momento  maggiore.  Può  dunque  il 
teorema  superiore  (i58)  enuncarci  anche  nel  se- 
guente modo. 

„ Il  momento  della  rislutante  di  due  forze  è eguale 
alla  somma,  o alla  differenza  dei  momenti  di  queste 
forze  , secondo  che  esse  tendono  a far  rotare  i lor  pun- 
ti di  applicazione  o nel  medesimo  senso,  o in  sensi 
opposti  intorno  al  centro  dei  momenti  preso  nel  loro 
piano,  e considerato  come  fisso  „ . 

Il  qual  teorema  avendo  luogo  qualunque  sia  l'an- 
golo delle  forze,  dee. sussistere  anche  quando  qnest’ 
angolo  si  riduce  = o ; cioè  quando  le  forze  divengon 
parallele. 

161.  Quindi  si  deduce,  che  dato  un  numero  qua- 
lunque di  forze  P , Q , R , S ec.  ; p , q , r , s , ec. , 
le  cui  direzioni  siauo  in  un  medesimo  piano,  se  si  ri- 
guardi il  centro  dei  momenti  come  un  punto  fisso, 
intorno  a cui  tendano  a far  rotare  il  sistema  dei  loro 
pujili  di  applicazione;  il  momento  della  risultante  è 
eguale  alla  somma  dei  momeuti  delle  forze,  che  ten- 
dono a far  rotare  nel  medesimo  senso  che  essa,  meno 
la  somma  di  quelli , che  tendono  a far  rotare  in  senso 
opposto. 


? 
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Supponghiamo  in  fatti,  che  le  forze  P , Q , R , S 
tendano  a far  rotare  in  un  senso,  le  altre  p , q , /• , s in 
senso  opposto.  Si  trovi  la  risultante  ideile  prime,  e la* 
risultante  y delle  seconde.  Abbiamo  altrove  accennato, 
come  si  possoii  trovare  queste  risultanti , e per  il  caso, 
che  le  forze  siano  unite  ad  angolo  ( ia5  ),  e per  il  ca- 
so che  siano  convergenti  (*40»  e Per  *1  caso,  che  sian 
parallele  (i43).  Ridotte  Così  tutte  le  forze  a due  F,y, 
siamo  nel  caso  del  teorema  del  numero  precedente  , 
e perciò  detta  Z la  risultante  delle  forze  V , jr  ; M il 
momento  di  Z ; m il  momento  di  Y ; fi  il  momento  di 
y , avremo  M = m — fi  ; ovvero  M — fi  — m , se- 
condo che  m sarà  maggiore,  o minore  di  fi , dovendo 
M esser  sempre  positivo  (i5g).  Nel  primo  caso  la  for- 
za Z tende  a far  rotare  il  sistema  nel  medesimo  senso, 
che  leP,  Q,  R , S ; e noi  suppongbiamo , che  real- 
mente abbia  luogo  questo  caso  , e che  perciò  si  abbia 
M = m — fi  . Ma  m è uguale  alla  somma  dei  mo- 
menti di  tutte  le  forze,  che  agiscono  nel  medesimo 
senso  che  Z ; fi  è la  somma  dei  momenti  delle  forze, 
che  agiscono  in  senso  opposto.  Dunque  questa  formu- 
la comprende  il  sopraenunciato  teorema  generale  per 
un  numero  qualunque  di  forze. 

162.  Questo  teorema  ha  luogo  non  solo  quando  si 
prende  la  risultante  definitiva  delle  forze  date,  ma  an- 
che quando  non  si  fa , che  ridurre  le  forze  date  a un 
numero  minore.  Se  si  abbiano  diverse  forze  F,  F"  F, 
ec.,  il  complesso  delle  quali  equivalga  alle  forze  P,  Q, 
R , p , q , r ec.  ; e i momenti  delle  forze  F,  F\  P",  ec. 
siano  AP,  M\  AT",  ec.  mentre  m,e  fi  rappresentano 
le  somme  dei  momenti  delle  forze  P , Q,  R , S ; p , 
q,  /’,  s;  col  ragionamento  del  numero  precedente  tro- 
t.  1.  7 
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veremo  M'  -f  A/u  -f  A/1"  = m — ■ p,  equazione,  in  cui 
si  debbon  prendere  col  segno  -f  » momenti  di  quel-  . 
le  tra  le  forze  F,  F\  F*  ec.  cbe  tendono  a far  rota- 
re nel  senso  delle  p , q , r. 

Questa  equazione  ha  il  vantaggio  di  comprendere 
il  caso  particolare , in  cui  le  forze  P , Q,  F , ec.  non 
abbiano  un»  risultante  unica  ( i 47  ) • • 

i63.  Si  rileva  dalle  dottrine  stabilite,  cbe  se  la  ri- 
sultante passi  pel  centro  dei  momenti , il  momento  di 
essa  farà  eguale  a zero,  e conseguentemente  l’equa- 
zione M — m — /x  si  riduce  m — [*  = P}m  = p. 

Ciò  si  avvera  nel  caso,  cbe  sia  equilibrata  sul  pun- 
to C centro  dei  momenti  la  verga  AB  ( Fig.  io  ) detta 
dai  Meccanici  leva,  o vette,  di  cui  abbiamo  parlato 
sopra  f i \ In  essa  m — P • AC;  fi  -Q-  Perciò 
si  può  stabilire  il  teorema,  cbe  nel  caso  d’equilibrio  la. 
somma  dei  momenti  delle  forze  , che  tendono  a far 
rotare  la  leva  in  un  senso  è eguale  alla  somma  dei 
momenti  di  quelle , che  tendono  a farla  rotare  in  sen- 
so opposto  ; tal  che  si  avrà  P • AC  — Q.  BC. 

Quindi  P.  = ; e perciò  quanto  maggiore  è 

AC* 

la  distanza  AC,  tanto  minore  è la  forza  P,  cbe  si  ri- 
chiede per  far  equilibrio,  e conseguentemente  anche 
per  superare  la  forza  Q situata  alla  distanza  BC  dal 
punto  d’appoggio.  Dunque  l’effetto  di  una  potenza 
applicata  alla  leva  ò tanto  maggiore,  quanto  ne  è mag- 
gior il  momento  riferito  al  punto  d’appoggio  : e ciò, 
cbe  si  dice  della  potenza  applicata  alla. leva,  dee  in- 
tendersi di  ogni  forza  , cbe  tenda  a far  rotare  un 
corpo  intorno  al  centro , o asse  de’  momenti. 

164.  Dopo  di  avere  stabilite  le  precedenti  dottri- 
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ne  , riuscirà  ben  facile , dato  un  sistema  qualunque  di 
forze  parallele,  di  trovare  il  loro  centro  di  equilibrio  , 
come  pure  di  determinare  le  condizioni  necessarie, 
perchè  un  sistema  qualunque  di  forze  comunque  di- 
rette possa  stare  in  equilibrio.  Dicesi  Centro  d’equili- 
brio, o anche  Centro  delle  forze  parallele  quel  pun- 
to , in  cui  vengono  a intersecarsi  tutte  le  direzioni 
successive  della  risultante  di  un  sistema  di  forze  pa- 
rallele, quando  le  componenti  girano  intorno  ai  lo- 
ro respettivi  punti  di  applicazione  ( 1 4q)  • 

Da  questa  definizione  apparisce  , che  se  un  corpo 
solido  è sollecitato  da  un  numero  qualunque  di  for- 
ze parallele , i°.  il  loro  centro  d’equilibrio  sarà  il  pun- 
to d’applicazione  della  risultante  di  dette  forze  ; e quin- 
di a®.  Se  il  centro  di  equilibro  di  queste  forze  si  tenga 
fisso,  il  corpo  starà  sempre  in  equilibro  in  tutte  le 
posizioni  , che  esso  può  prendere  attorno  di  questo 
punto,  purché  le  forze  date  restino  sempre  paralle- 
le , ed  applicate  ai  medesimi  punti  del  corpo  -,  perchè 
la  loro  risultante  passando  costantemente  per  il  me- 
desimo plinto  fisso,  ne  resta  costantemente  distrutta. 

i65.  Ora  ben  facilmente  può  determinarsi  la  po- 
sizione nello  spazio  del  centro  d’  equilibrio  d’  un  nu- 
mero qualunque  di  forze  parallele  F , F , F" , F'n  ec.  \ 
che  agiscano  sopra  di  un  corpo.  Tutto  si  riduce  a de- 
terminare nello  spazio  il  ponto  di  applicazione  della 
risultante  di  queste  forze.  Trovata  pertanto  la  quan-  _ 
tità,  e la  direzione  della  risultante  di  queste  forze 
044),  s’immaginino  nello  spazio  tre  assi  ortogonali, 
che  siano  quelli  delle  coordinate  de’  pumi  d’  applica- 
zione sì  delle  componenti , come  delle  risultanti. 

Siano  x,  y,z -,  x\j\z'  -,  x",  f \ z"  ec.  le  respetti  ve 
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coordinate  de5  punti  di  applicazione  delle  forze  F,  F1, 
F"  ec.  e siano  X,  Y ,Z  le  coordinale  del  punto  di  ap- 
plicazione della  risultante  fi.  11  prodotto  di  ognuna 
delle  dette  forze  per  quella  tra  le  coordinate  del  suo 
punto  d’applicazione  che  è parallela  ad  un  asse  è il 
momento  della  data  forza  relativo  al  piano  normale  a 
detto  asse,  cioè  al  piano  determinato  degli  altri  due 
assi.  Così  FrjFVjFVec:  RX  sono  i momenti 
delle  componenti , e della  risultante  riferiti  al  piano 
delle  rz  ; i prodotti  Fz  , F i . F *.*.  -no  . mo- 
menti relativi  al  piano  delle  ry  ; e i prodotti  Fy  F£ 
F xy\  ec.  RY  sono  i momenti  riferiti  al  piano  delle 

Indicheremo  in  seguito  col  segno  l posto  avanti 
ad  una  quantità  la  somma  di  un  certo  numero  dx 
quantità  simili  a quella,  cui  esso  precede  , e che  si  ot- 
tengono apponendo  a questa  uno  , due  , tre  accenti  - 
Cosi  2F  equivale  a F + F + F”  + ec.  2 F * equi- 
vale a Fr  + FV  + F"  r"  -f  ec. 

Supponendo,  che  i piani , cui  si  riferiscono  i mo- 
menti non  siano  compresi  tra  le  direzioni  delle  forze  , 
e che  le  forze  agiscano  tutte  nello  stesso  scuso  , avre- 

m°  C 'xx=  IFt  ;Iìr=iFr-,HZ  = lF,-, 

e quindi  ponendo  2 Fin  luogo  di  F (i  48),  e per  ZF 
dividendo  tutte  le  equazioni  concluderemo,  che  o- 
gnuna  delle  coordinate,  o siala  distanza  del  centro  di 
equilibrio  di  un  sistema  di  forze  parallele  da  ognuno 
dei  tre  piani  coordinati  è eguale  alla  somma  dei  mo- 
menti di  tutte  le  potenze  «feriti  al  dato  piano  divisa 
pella  somma  delle  potenze. 

E qui  conviene  avvertire , che 
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1 66.  i°.  Se  alcuno  dei  piani,  cui  si  riferiscono  i 
momenti  fosse  compreso  tra  le  direzioni  delle  forze  , 
il  momento  della  risultante  riferito  a quel  piano  sa- 
rebbe eguale  alla  differenza  dei  momenti  delle  compo- 
nenti (ì  5^) , onde  nelle  superiori  equazioni  bisogne- 
rebbe prendere  alcuni  momenti  positivamente,  altri 
negativamente. 

2°.  Così  pure  se  alcune  delle  forze  agisseroinun  sen- 
so, altre  in  senso  opposto,  bisognerebbe  prendere  po- 
sitivamente il  valore  delle  une,  negativaiqente  il  valo- 
re delle  altre. 

3°.  Se  tutti  i punti  di  applicazione  delle  forze  sono 
in  nn  dato  piano,  per  es.  in  quello  delle  xy,  o in  una 
data  linea,  per  es.  sull’asse  della  x , avremo  nel  primo 
caso  z r=  o , z‘  = o,  ec.  e perciò  Z — o,  onde  Imposi- 
zione del  centro  di  equilibrio  sarà  determinata  da’  va- 
lóri di  X , e /;e  nel  secondo  caso^  = o ,y'  — o,  ec- 
Y — o $ z — o j z'  = , o.  ec.  Z — o ; e la  posizione  del 
centro  sarà  determinata  dal  valore  di  X. 

Un  esempio  farà  meglio  comprendere  tutto  ciò. 

Agiscano  su  di  un  corpo  5 forze  F,  F,  F\  F"\  Fy, 
alcune  cioè  F,  F" , jPiv,  in  un  senso , e si  considerino 
come  positive;  le  altre  F' , Fw  in  senso  opposto.  Sia- 
no i loro  punti  di  applicazione  sull’  asse  delle  x -,  onde 
si  abbia  Z = o $ Ym  o . Il  piano,  cui  si  riferiscono  i 
momenti , sia  tra  le  direzioni  delle  forze , e le  forze 
F,  F ' , Fn  siano  applicate  dalla  parte  delle  ascisse  po- 
sitive, e siano  le  relative  a loro  x , x ’ , .r"j  siano  F"\Fy 
dall’  altra  parte,  e ne  siano  x"\  x,v  le  ascisse  negative. 

Sia F=  i ■,F'  = — 5,Fn=:6,F'"  = --4}F*y=/ii 
x — i j x 1 = 3 j .r"  = 5 j x = — 2 ; XIV  — — 2. 
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A\ remo 

R=F+  F + F"  -f-  F" -f F' w=  i — 5 -f 6—4 -f  4 = 2 j 
RX=Fx  -f  F.v'  -f  F"x"  +-F"xwFly. r,vj 
a \ = i — i5  -f-  3o  -f  8 — 12  = m ; X = 6 . 

Se  dunque  partendo  dall’origine  dell’ ascisse  posi- 
tive , si  prenda  sul  loro  asse  una  linea  sestupla  della 
prima  ascissa,  il  termine  di  questa  linea  sarà  il  punto 
di  applicazioue  della  risultante,  o sia  il  centro  d’ equi- 
librio. Il  valore  di  R essendo  positivo,  la  risultante  a- 
girà  nel  sensp  delle  forze  F , F' , ,F"Hj  e la  quantità  di 
essa  essendo  espressa  per  a,  sarà  doppia  della  forza 
P presa  per  unità. 

167.  4°.  Se  uno  de  piani  coordinati , per  es.  quel- 
lo delle  z x , passi  pel  centro  d’equilibrio,  i momen- 
ti de%  forze  riferiti  a questo  piano  saranno  eguali  a 
zero. 

168.  5°.  Due  forze  eguali,  e contrarie,  ma  non  di- 
rettamente opposte  non  han  centro  d’  equilibrio  ; per- 
chè in  tal  caso  essendo  R — F — F—  o(i46),  ab- 
biamo X ~ oo;J'r=co;Z=oo. 

169.  Dopo  tutto  ciò,  che  precede  è ben  facile  di 
determinare  le  condizioni  necessarie  per  l’equilibrio 
di  un  sistema  qualunque  di  forze  applicate  a un  pun- 
to, o ad  un  corpo,  cioè  ad  un  complesso  di  punti  u- 
niti  in  una  maniera  invariabile. 

Se  sia  applicato  un  qualunque  numero  di  forze  ad 
un  punto,  è chiaro,  che  per  ridur  questo  punto  all’e- 
quilibrio fa  d’uopo  applicare  al  medesimo  una  forza 
eguale,  ed  opposta  alla  risultante  di  tutte  le  forze. 

Se  poi  quante  forze  si  voglia  siano  applicate  ad  un 
sistema  di  punti  reciprocamente  uniti  in  forma  invaria- 
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bile,  queste  saranno  in  equilibrio,  quando  sarà  impe- 
dito nel  sistema  ogni  moto  progressivo , ed  ogni  rota- 
zione. Comprenderemo  , che  è impedito  ogni  moto 
progressivo,  qifando  ridotte  con  opportune  composi- 
zioni, e decomposizioni  le  date  forze  a tre  parallele  a 
tre  assi  ortogonali,  ne  troveremo  i valori  eguali  a ze- 
ro; e sarà  impedita  ogni  rotazione  tutte  le  volte  , che 
siano  eguali  a zero  i momenti  delle  dette  tre  forze  ri- 
feriti respettivamente ai  piani,  che  passano pe’ detti  tre 
assi.  Talché  le  condizioni  d’  equilibrio  d’un  numero 
qualunque  di  forze  applicate  ad  un  sistema  di  forma 
invariabile  saran  date  da  sei  equazioni  eguali  a zero, 
tre  delle  quali  esprimano  i valori  delle  forze,  e tre  i 
valori  dei  loro  momenti. 

* 170.  Consideriamo  partitamente  tutti  questi  casi.  E primiera- 
mente siano  applicate  ad  un  punto  quante  si  vogliono  forze  P , 
P\  P",  ec.  Perchè  qneste  siano  in  equilibrio  basta,  che  ne  sia  e- 
guale  a zero  la  risultante,  che  si  trovò  sopra  ( i^o  ) espressa 
per  J/  ( X'  F1  -{-  Z*  ) . Ma  questa  espressione  non  può 
essere  eguale  a zero,  se  non  siano  separatamente 

X ~ o ; rrrojZrro,  cioè  ( »4o  ) 

P cos.  oc-\-  P'  cos.  oc'  -j-  P"  cos.  a’  ec.  = o ; 

P cos.  j3  + P'  cos.  j3'  -4-  P"  cos.  (3"  4-  ec.  = o ; 

P cos.  y -f-  P'  cos.  y'  -1-  P'  cos.  y"  -f-ec.rr:  ° ? 

Queste  dunque  sono  le  condizioni  sufficienti  di  equilibrio  per  un 
sistema  di  forze  qualunque  applicate  ad  un  medesimo  punto  sup- 
posto perfettamente  libero. 

* 171.  Essendo  un  tal  sistema  di  forze  in  equilibrio , dee  esser- 
sene una,  per  cs.  P eguale,  e direttamente  opposta  alla  risul- 
tante di  tutte  le  altre  . Realmente  sia  R'  la  risultante  delle  for- 
ze P',  P",  ec.  a'  , b'  , c ' gli  angoli,  che  essa  fa  cogli  assi  ai 
quali  si  riportano  le  direzioni  di  queste  forze,  e facciamo  per 
brevità 
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X'  ■=.  P cos.  oc'  + P”  cos.  a"  ec.  ; 
y1  — P'  cos.  P'  P"  cos.  /3"  -4-  ec.  j 
Z'  = P'  cos.  y 1 -f-  P"  cos.  y"  ec. 

Avremo 

X'=  F cos.  a'  ; r = P’  cos.  ò ; Z'  =3  R'  cos.  c'  ; 
e per  conseguenza  in  virtù  dell’ equazioni  di  equilibrio  stabilite 
nel  numero  precedente 

P cos.  a.  ■=.  — R}  cos.  a'  ; 

P cos.  P = — P'  cos.  b'j 
P cos.  y — — P'  cos.  c' . 

Qnadrando  tutte  queste  equazioni,  e sommandole  abb  iamo 
P*  ( cos .*  a -f-  cos.*  P -4~  cos.*  y ) r= 

P'J  ( cos.*  a'  -f-  cos.1  b'  -4*  cos.*'  c ) . 

Ora  se  sulla  linea  m D ( Fig.  7 ) partendo  dal  punto  m si 
prenda  una  porzione  m t , e sopra  di  essa  come  sopra  una  dia- 
gonale si  costruisca  un  parallelepipedo  rettangolo  , le  età  costole 
adiacenti  siano  prese  sopra  i tre  assi  m A , m B , m C , que- 
ste costole  esprimeranno  i coseni  degli  angoli  A m D , B m D, 
C m D.  Ma  la  somma  dei  quadrati  delle  tre  costole  di  un  paral- 
lelepipedo essendo  eguali  al  quadrato  della  diagonale,  avremo 
cos.*  a -j-  cos.*  P + cos.*  yn  ; 
dunque  P P1  ; e quindi  le  superiori  equazioni  si  ridurranno 
cos.  ec  — — cos.  a'  ; cos.  P ~ — cos.  b ; cos.  y = — cos.  c ; 
e perciò 

oc  = 2000  — a'  ; |3  — 200°  — b'  ; y — 200°  — c’  ; 
cioè  gli  angoli  oc , P , y sono  i supplementi  degli  angoli  a}  , 
b'  , c'  . Ma  questi  supplementi  corrispondono  evidentemente  ad 
una  forza  , la  cui  direzione  coincide  col  prolungamento  di  quel- 
la di  P1  ( 63  ) . Dunque  la  forza  P è eguale , e direttamente  op- 
posta alla  risultante  P1  delle  altre  forze  P'  , P"  ec. 

* 172.  Abbiasi  ora  un  sistema  di  forze  parallele.  E chiaro, 

che  se  non  esiste  alcun  punto  fisso  nel  sistema , perchè  si  abbia 
equilibrio , conviene  , che  separando  una  di  queste  forze , per  es. 
la  forza  P,  tutte  le  altre  abbiano  una  risultante  eguale , e diret- 
tamente opposta  alla  medesima.  Sia  dunque  P’  la  risultante  delle 
forze  Q , R , S , ec.  sarà  P — — P1  ; P P!  zr  o.  Ma 
P1  rz  Q -J-  P -4-  -4"  ec.  perchè  ne  è la  risultante. 
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Dunque  avremo  per  prima  condizione  dell*  equilibrio  1’  equa- 
zione 

(1)  P-f^+il-f^+ec.  =o. 

Ma  R',  e P debbono  essere  anche  direttamente  opposte.  Siano 
pertanto  a,  (3,  y le  coordinate  del  centro  di  equilibrio  delle  for- 
ze parallele  Q,  R,  S,  ec.  , che  ne  esprimano  rcspettivamente  le 
distanze  dagli  assi,  in  modo  che  si  abbia  ( i65  ) 

R'oc  = Qx'  + Rx"  + Sx'n  -j-  ec.  ; 

i?'j3  = Qr'+  Ry"  + V + «•  5 

R'y  — Qz'  + Rz"  + Sz'"  ec . 

Al  centro  di  equilibrio  è applicata  la  risultante  R'.  Esso  dun- 
que dee  trovarsi  nella  direzione  della  forza  P ; cioè  il  centro  di 
equilibrio , e il  punto  di  applicazione  della  forza  P debbono  es- 
sere nella  medesima  retta  parallela  alle  direzioni  delle  forze  date. 
Perciò  se  si  supponga  il  piano  delle  x y perpendicolare  alle  di- 
rezioni delle  forze,  e conseguentemente  paralleli  alle  dette  dire- 
zioni i piani  x z , y z ; è evidente,  rhp  le  coordinate  x,  e y per 
la  forza  P sono  le  stesse,  che  le  coordinate  a , e j3 -della  forza 
.fi'.  Si  potrà  dunque  porre  nelle  due  prime  equazioni  precedenti 
x , e y in  luogo  di  a , e di  |3 , onde  ponendo  anche  — P in 
luogo  di  R\  avremo  le  equazioni 

Px  4-  Qx'  -f*  "4"  " 4-  cc.  = o , 

' a ' Px  4*  Cb'-'  “Ì~  fy"  4"  SS"  4-  ec.  = o 

per  condizioni  di  equilibrio  delle  forze  parallele  P,  Q , R , $ , ec. 

Oueste  due  equazioni  significano,  che  la  somma  dei  momen- 
ti delle  forze  P , Q , R , S ec.  è nulla  relativamente  ai  piani 

delle  xz , e delle  yz  , che  sono  per  ipotesi  paralleli  alle  loro  di- 

rezioni. 

Dunque  perchè  un  sistema  di  forze  parallele  sia  in  equilìbrio, 
sarà  necessario , che  contemporaneamente  si  avverino  le  equazio- 
ni CO»  e(a> 

Reciprocamente  se  le  equazioni  ( 1 ) , e ( 2 ) si  avverano 
contemporaneamente,  l’equilibrio  debbe  esistere.  Infatti  dalle  e- 
quazioni  ( i ) abbiamo  R'  a — — Px  ; R'  / 3 — — Py.  Dall’ 
equazione  ( i ) si  ha  R'  = — P ; onde  a z=  x ; j3  z=y  ; dal 
che  si  deduce,  che  tal  risultante  R'  è eguale , e direttamente  op- 
posta alla  forza  P.  * 
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Dunque  per  l’equilibrio  di  un  sistema  di  forze  parallele  è ne- 
cessario , e basta  , 

1°.  Ohe  la  somma  di  queste  forze  sia  nulla. 

1°.  Che  la  somma  dei  loro  momenti  riferiti  a due  piani  paral- 
leli alle  loro  direzioni  sia  nulla  parimente. 

* 172.  Supponghiamo , che  la  seconda  condizione  sia  sola- 
mente sodisfatta.  In  tal  caso  non  essendo  distrutte  debbono  ave- 
re le  forze  date  una  risultante  B eguale  alla  loro  somma.  Dican- 
si  X , Y , Z le  coordinate,  che  determinano  la  posizione  del 
punto,  cui  è applicata  la  risultarne  lì.  Avremo  ( iò’5  ) 

B X — Px  4-  Q'x'  -j-  Bx"  4-  cc.  ; 

B Y=z  Py  + Q/  + Rjr"  -f  ec.  ; 

B Z = Pt  4-  Qz[  -f  Rz"  + ec. 

Perchè  la  seconda  condizione  di  equilibrio  abbia  luogo  con- 
viene , che  siano  eguali  a zero  i secondi  membri  delle  prime  due 
tra  le  precedenti  tre  equazioni.  Dunque  Al~o,  Y~  0$  ciò  che 
mostra , che  la  direzione  della  risultante  coincide  coll’asse  delle 
Z ; o sia  che  la  direzione  è nell’intersezione  de  due  piani  ortogo- 
nali paralleli  alle  direzioni  delle  forze , ai  quali  si  riferiscono  i 
momenti.  Se  dunque  questa  intersezione  contenga  un  punto  fis- 
so , la  risultante  sarà  distrutta  , e l’ equilibrio  avrà  luogo.  Quindi 
è , che  quando  un  corpo  solido , cui  sono  applicate  delle  forze 
parallele  è ritenuto  da  un  punto  fisso,  basta  per  l’equilibrio,  che 
la  somma  dei  momenti  di  queste  forze  sia  nulla  relativamente  a 
due  piani  condotti  per  questo  punto  parallelamente  alle  loro  di- 
rezioni. 

Che  se  il  punto  fisso,  e il  centro  d’equilibrio  delle  forze  pa- 
rallele siano  non  solo  sopra  una  stessa  retta , ma  anche  si  con- 
fondano in  un  punto  solo , è chiaro , che  facendo  passare  per 
questo  punto  i tre  piani  coordinati  in  una  posizione  qualunque 
relativamente  alla  direzione  comune  delle  forze  si  ha  sempre  X=oj 
JT“o; ed  anche Z — o;  e la  seconda  condizione  dell’equilibrio 
è sempre  verificata  (>67)'  Laonde- qualunque  posizione  si  dia 
al  sistema,  esso  sarà  sempre  in  equilibrio  intorno  a questo  punto. 

* 173.  Stabilite  le  condizioni  dell’equilibrio  per  un  sistema  di 
forze  parallele , passiamo  a determinar  quelle  per  un  sistema  qua- 
lunque. . 
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Supponghiamo  in  primo  luogo,  che  le  direzioni  delle  forze 
del  sistema  siano  situate  in  un  medesimo  piano.  Rappresentiamo 
le  forze  date  per  P , P\  P'\  ec. , e supponendo  riferite  le  loro  di- 
rezioni a due  assi  ortogonali  delle  x , e delle  y situati  nel  loro 
piano  siano  a. , a' , a",  ec.  gli  angoli , che  queste  dilezioni  fanno 
coll’  asse  x;  e (3  , (31 , jS",  cc.  quelli,  che  fanno  coll’asse  delle  y 
ics petti\ amente.  Decomponendo  ciascuna  di  queste  forze  in  due 
parallela  ciascuna  a questi  assi  respettivamente,  avremo  P cos.  a; 

P cos.  a’;  P cos.  a",  ec.  per  quelle  parallele  all’asse  delle  x;  e 
P cos.  J3;  P*  cos.  fi  ; Pn  cos.  {3",  ec.  per  quelle  parallele  all’as- 
se delle  y . 

Pertanto  al  sistema  delle  forze  proposte  potran  sostituirsi 
questi  due  sistemi  di  forze  parallele , e sasà  facile  di  comporre 
ciascuno  di  essi  in  una  sola  secondo  ciò, che  abbiam  detto  di  so- 
pra (]48) . Se  sia  X la  risultante  delle  forze  parallele  all’asse 
delle  x ; Y quella  delle  forze  parallele  all’asse  delle  y , avremo 
X — P cos.  a P1  cos.  a 4"  P"  cos ■ a"  -f-  ec. 

Y = P cos.  J3  + P*  cos.  fi'  4-  P"  cos.  jS11  -f  ec. 

Le  due  forze  X , e Y s’incontreranno  in  un  punto  ed  agi- 
ranno perpendicolarmente  l’ una  bll’ altra , di  modo  che  compo- 
nendole in  una  sola  P,  sarò  =;  |/  ( I*  -j-  ^‘  ) pella  regola 
del  parallelogrammo  delle  forze.  Chiamando  a , b gli  angoli  , che 
la  direzione  di  questa  risultante  fa  cogli  assi  delle  x , e delle  y , 

X Y . 

avremo  cos.  a = ; cos.  b ~ — ( i4o  ) ; di  modo  che  la 

grandezza,  e la  direzione  della  risultante  sono  determinate. 

La  posizione  poi  facilmente  si  determina,  osservando,  che 
dette y*yx  , ec.  le  distanze  dall’ origin%delle  coordina- 

te delle  respettive  componenti  parallele  all’asse  delle  x;  e x,  xl,  ♦ 
x",  ec.  quelle  delle  componenti  parallele  all’asse  delle  y :e  poi 
dette  jq  e x,  le  coordinate  respettive  di  X e di  Y nel  punto 
delle  loro  intersezioni,  al  qual  punto  si  suppone,  che  siano  appli- 
cate , si  ha  per  quel  che  precede  (i65) 

, . 2 rP  cos.  a 2 X P cos.  fi 

00  J,  = - ~x 5 *•  = Y - • 

Queste  due  equazioni  determinando  il  valore  delle  coordinate  del 
punto  d’intersezione  delle  linee,  secondo  cui  agiscono  le  com* 


Digitized  by  Google 


io8 

punenti  X,e  ìw  determinano  la  posizione  e ili  dette  linee,  che 
debbono  esser  parallele  agli  assi  delle  coordinate  , e del  punto 
d’  applicazione  della  risultante.  Onde  essendo  noti  gli  angoli  a,b, 
rostan  determinate  la  quantità,  la  direzione,  e la  posizione  della 
risultante  R.  ■>  - 

* 175.  Ora  questa  risultante  ha  sempre  luogo,  anco  quando 
le  forze  parallele  all'  asse  delle  x , o quelle  parallele  all’asse  del- 
le y riducendosi  a due  eguali , c contrarie,  ma  non  opposte  diret- 
tamente, non  possa  aversene  la  risultante  unica  (>47)- 

Realmente  le  forze  parallele  all’asse  delle  x abbiano  la  risul- 
tante unica  X , e le  forze  parallele  all’asse  delle  y sian  ridotte  a 
due  F , Fs  eguali , e contrarie  , ma  uon  opposte  direttamente . 
Queste  tre  forze  possono  facilmente  comporsi  in  una  sola  paralle- 
la alla  forza  Y.  Supponghiamo  applicate  le  forze  X , ed  F al 
punto, iu  cui  le  loro  dilezioni  s’  intersecano.  Col  metodo  del 
parallelogrammo  delle  forze  si  trovi  la  loro  risultante  , la  cui 
direzione  si  prolunghi , finché  incontri  la  direzione  della  forza 
F . S’  intenda  applicata  questa  risultante  al  punto  d’ incontro 
«Ielle  due  direzioni , ed  ivi  s’ intenda  decomposta  in  due  forze  , 
una  parallela  all’asse  delle  x , l’altra  parallela  all’  asse  delle  y . 
E evidente,  chela  forza  parallela  all’asse  delle  x sarà  la  forza  X, 
e la  forza  parallela  all’  asse  della  y sarà  la  forza  F 5 che  la  dire- 
zione di  questa  coinciderà  colla  direzione  di  F*  ; e cip;  queste 
due  forze  agiranno  in  senso  opposto . Ma  sono  eguali . Dunque 
si  distruggeranno,  e resterà  la  forza  X risultante  dalle  tre  forze 
X,  F,F. 

Nella  stessa  maniera , se  le  forze  parallele  all’  asse  delle  y 
hanno  una  mudante  unica  Y , e quelle  parallele  all’  asse  delle  x 
si  riducono  a due , si  troverà  , che  queste  tre  forze  hanno  una  ri- 
sultante eguale , e parallela  a Y.  Talché  quando  le  due  forze  X,  e 
Y non  son  nulle  contejnporaneamcnte,  le  forze  date  P,  P\  f3'1,  ec. 
hanno  una  risultante  unica. 

* 175.  Dopo  tuttodì»  si  trova  facilmente  l’equazione  della 
retta,  secondo  cui  agisce  la  risultante  delle  forze  proposte.  Pri- 
mieramente se  siano  s l’ascissa,  t l’ordinata  di  questa  retta  , se 
uè  avrà  l’equazione  della  forma  t — A s B . Si  sa , che  A e- 
sprimc  la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo,  che  la  retta  fa 
coll’  asse  delle  ascisse.  La  qual  tangente  essendo  in  questo  caso 
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sen.  a 


cos.  b 


sari»  A =1  • 


cos.  a.  cos.  a . 

In  oltre  dovendo  questa  retta  passare  per  un  punto  , di  cui  le 
coordinate  siano  y , e x,  dovrà  sussisteme  l’ equazione  t = As+B 
mettendovi  queste  coordinate  in  luogo  di  s , e di  t respettivamen- 

te.  Avremo  perciò y{  ss  * **  + ^ soil^aà°  Ptt~ 


na  di  queste  equazioni  dall’  altra , avremo 
t—y.zz s ^-(  s— x,  ) 5 e quindi 

j£s Ys—Xy^  Yy}  j equazione  ricercata  della  retta,  se- 

condo cui  agisce  la  risultante  delle  forze  proposte.  E poiché  dal- 
V equazioni  (a  ) deducesi , che 

Xyk  •—  Yxx  = 2 P (y  cos.  a — xcos.  /3  ) 

( quantità , che  faremo  = L ) avremo  Xt  — Ysz=L.  Costruen- 
do questa  equazione  si  conoscerà  la  posizione  della  risultante  nel 
piano  delle  componenti, e facendo  attenzione  ai  segni  del  valore  di 
cos.  a , e di  cos.  b,o  sia  di  X,  e Vii  Y,  conosceremo  anche  il  sen- 
so  , secondo  cui  agisce  questa  risaltante. 

* 177.  Premesso  tutto  questo,  perchè  le  date  forze  P » P* , 

pn  ^ pfh  ^ t che  agiscono  sopra  un  medesimo  piano  siano 
in  equilibrio,  non  essendo  nel  sistema  alcun  punto  fisso  , biso- 
gnerà , che  una  qualunque  di  esse,  per  es.  P , sia  eguale,  e di- 
rettamente opposta  alla  risultante  di  tutte  le  altre.  Chiamando  /?' 
la  risultante  delle  forze  P' , P'jec.  e a',  b'  gli  angoli,  che  la 
sua  direzione  fa  respettivamente  cogli  assi  delle  x,  e delle  y,  a- 
vremo  (i4°*  *7*  ) 

2 ? cos.  a.'  = 2 P1  cos.  «'  ; JP  cos.  b'  = 2 P*  cos.  |3'  ; 
t per  P equazione  della  retta,  secondo  cui  agisce  la  risaltante, 
avremo  X't1  — PV  V ; equazione  , in  cui  s’ , <*  sono  le  coor- 
dinate variabili  della  retta  j X' , Y'  denotano  i valori  delle  com- 
ponenti R}  cos.  a' , P*  cos.  b'  ; e V rappresenta  la  quantità 

2 P'{y'  cos.  «'  — X*  cos.  n 

Le  due  forze  P , ed  it'  dovendo  essere  eguali , ed  opposte 
per  1*  equilibrio , bisognerà  parimente , che  la  somma  delle  lo- 
ro componenti  secondo  ciascun  asse  delle  coordinate  sia  egua- 
le a zero  , vale  a dire  che  si  abbia 


i 
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X'  P coi.  a = o ; Y'  P cos ■ fa  =r  o. 

o sia 

(i)  2 P cos  « = oj  2 P cos.  fa  = o. 

Queste  equazioni  nascono  dalla  condizione , che  le  due  for* 
re  P,  ed  il’  siano  eguali , ed  opposte  ; ma  affinchè  siano  diret- 
tamente opposte  , come  richiedesi  per  1’  equilibrio , bisognei-à  ,• 
che  sodisfatta  la  prima  condizione  , il  ponto  di  applicazione  del- 
la forza  P si  trovi  sulla  direzione  della  risultante  R delle  al- 
tre forze.  Dunque  le  coordinate  di  P debbono  sodisfare  all*  e- 
quazione  della  direzione  di  R , la  quale  equazione  perciò  divento 
(sostituendovi  x,  ey  in  luogo  di  A e di  t1  ) X'y  — Y'  x = L\ 
e sostituendovi  i valori  di  X1  = — P cos.  a,  di  Y1  xs  — P cos.f 3* 
e di  L' , si  riduce 

(a)  2 P (y  cos.  X — x cos.  fa)  — o- 

Dunque  le  due  equazioni  (i)  2 P cos.  X m o ; 2 P cos.  fa~o  , 
9 la  precedente  (a)  essendo  state  dedotte  dalla  condizione,  che 
il  sistema  delle  forze  proposte  P,  P1  , P1' , P"  , ec.  si  riduca  a 
due  eguali , e direttamente  opposte  , saranno  necessarie  , e ba- 
steranno, perchè  si  abbia  equilibrio. 

* 178.  Le  equazioni  segnate  (t)  indicano,  che  la  somma  delle 

forze  decomposte  paraMelantente  all’ asse  delle  x , e delie  y è 
nulla  , e che  perciò  il  sistema  non  può  avere  alcun  moto  di  tra- 
slazione nel  senso  dei  due  assi. 

L’  altra  equazione  segnata  (a)  indica  , che  la  somma  dei 
momenti  delle  forze  proposte  P,  P , P”  , P'" , ec.  riferiti  all’ 
Origine  delle  coordinate  è pgnale  a zero.  Realmente  le  formule 
jr  P cos.  a ; x P cos.  fa  sono  i momenti  delle  componenti  di 
P parallele  agli  assi  delle  x , c delle  y riferiti  al  plinto  , che  si 
prende  per  origine  delle  coordinate  : il  qual  punto  essendo  com- 
preso nell’  angolo  opposto  al  vertice  a quello  delle  direzioni  di 
dette  forze  , il  momento  della  risultante  P di  dette  forze  sarà  e- 
guale  alla  differenza  dei  loro  momenti,  conseguentemente  espres- 
so per  P ( j cos.  x — x cos.  fa  ) ; cosi  pure  la  quantità 
P*  (/  cos.  a1  — x1  cos.  fa ' ) ; P"  ( j"  cos.  a”  — x"  cos.  fan),  ec. 
sono  i momenti  delle  forze  P1 , P1' , ec.  riferiti  al  medesimo  pun- 
to. Mostrando  pertanto  la  equazione  (a)  , che  la  somma  dei 
momenti  delle  forze  P,  P1  , P"  , ec.  riferiti  al  punto  , che  si  pren- 
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de  per  origine  delle  coordinate  è “ o , se  ne  deduce,  che  il  si- 
stema non  può  avete  alcun  moto  di  rotazione  intorno  a detto 
punto - • . 

* 179.  Se  il  sistema  ha  un  punto  fisso,  basterò  per  1*  equili- 
brio , che  esso  non  pòssa  prendere  alcun  moto  di  rotazióne  intor- 
no al  medesimo  punto  , e perciò  l’equazione  (2)  ne  sarò  l’equa- 
zione di  condizione , purché  1’  origine  delle  coordinate  sia  que- 
sto punto  fisso  v 

* 180.  Supponghiamo  in  secondo  luogo,  che  le  forze  qualun- 
que costituenti  il  sistèma  abbiano  le  lor  direzioni  in  piani  di- 
versi . 

Riferendo  il  sistema  a tre  assi  ortogonali  * che  siano  quelli 
delle  x,  y,  5 , chiamiarrio  a , *' , a’1 , èÉM',ec.  gli  angoli  , che 
le  forze  P,  P1,  P4 , ec.  fanno  respettivamente  coll’asse  delle 
x ; fi , fi',  |3",  fi'",  ec.  gli  angoli  , che  fanno  respettivamente 
coll’  asse  delle  y;  e y , y* , y",  y,M  , èe.  gli  angoli , che  respef- 
tivamcnte  fanno  coll’asse  delle  z.Si  decomponga  ciascuna  forza 
al  punto  medesimo  , cui  è applicata  in  tre  altre  respettivamente 
parallele  agli  assi  delle  x , y , 2;  e le  componenti  parallele  all* 
asse  delle  x saranno  P cos.  a : P'  cos.  ec'  ; P"  cos.  oc"  ; 

P cos.a',,,ec.  quelle  parallele  all’asse  dellej^,  Pcos.  fi;  P' cos.  fi1: 
P'cos.  fi",  ec.;  e quelle  parallele  all’asse  delle  1,  P cos . y;  P1  cos.  y’j 
P"  cos.  y" , ec  . 

Si  potranno  dunque  «sostituire  questi  tre  gruppi  di  forze  pa-, 
rallele  alle  forze  proposte  P , P' , P"  , ec.  e dall’  equilibrio  di 
quelle  si  dedurrà  l’equilibrio  di  queste. 

Non  altro  occorre  per  tale  oggetto,  che  di  ridurre  ad  un  me- 
desimo piano  le  forze,  che  compongono  due  dei  precedenti  grup- 
pi , per  es.  le  forze  parallele  agli  assi  delle  x,  e delle  y,  giac- 
che in  tal  guisa,  il  caso, che  si  contempla  sarà  ricondotto  ai  due 
casi  contemplati  precedentemente. 

Si  applichino  adunque  al  punto  m ( Fig.  i5)  della  dire- 
zione mP  della  forza  P,  al  quale  appartengono  le  coordinate 
x , y , z , due  forze  g,  — g opposte  eguali , e parallele  all’  asse 
delle  z:  il  sistema  non  ne  sarà  alterato  (117)  • Si  componga 
poi  la  forza  g aggiunta  secondo  la  linea  ma  colla  componente 
di  P,  che  agisce  secondo  mL,  e che  è P cos.  ec.  Sia  mb  la 
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direzione  della  loro  risultante , 'e  B-iljmnto , in  cui  essa  incon- 
tra il  piano  xy . Supposto»  che  sia  trasportata  in  questo  pun- 
to la  risultante , ivi  si  risolva  nelle  sue  componenti , una  del* 
le  quali  sarà  P cos.  a » che  agirà  secondo  BH  proiezione  del- 
la sua  prima  direzione  mL  $ 1*  altra  sarà  g » ed  agirà  normal- 
mente al  piano  xy  nel  punto  B secondo  BC  . Le  coordinate  di 
questo  punto  si  determinano  ben  facilmente . In  fatti  essendo  A. 
la  proiezione  del  punto  m » le  coordinate  di  essa  sono  x , e y ; 
e quelle  di  B saranno  x — AB , e y.  Ma  nel  rettangolo  ABCm 
la  diagonale  Bm  essendo  la  direzione  della  risultante  del- 
le due  forze  P cos.  a»  c g , si  ha  la  proporzione  BA:  BC  \ Z 
P cos.  a : g » e poiché  BC  — Am  = z » si  trova  AB  “ z ^ 


P cos.  a 


Le  coordinate  dunqne  del  punto  B » cui  la  forza 


, • p cos • * . 

e applicata  sul  piano  xy , saranno  x — z » e y. 


Operando  nella  stessa  guisa  sulla  forza  P cos.  j3  compo- 
nente di  P parallela  all’  asse  delle  e su  quella  eguale , ed 
opposta  a g,  e che  è perciò  espressa  per  — g,  la  prima  di  que- 
ste sarà  trasportata  sul  piano  xy  secondo  la  proiezione  della 
sua  prima  direzione  , e le  coordinate  del  nuovo  punto  di  ap- 
plicazione della  forza  — g normali  al  medesimo  piano  saran- 
P cos.  (3 

no  y+z  — gmJ~‘'  c*‘ 

Ciò, che  abbiamo  detto  delle  due  componenti  di  P parallele 
al  piano  xy  possiamo  adattarlo  anche  alle  componenti  analoghe 
dell’  altre  forze  P' , P1 , ec.  del  sistema,  in  modo  , che  se  met- 
tiamo uno , due , tre  accenti  alle  quantità , che  sono  relative  alla 
forza  P per  esprimere  le  corrispondenti  relative  alle  forze  P* , 
P"  , P"1  » ec.  si  otterranno  dei  risultati  , che  converranno  a 
quest’  ultime  forze , e si  potranno  riguardare  come  riportati  al 
piano  xy  i due  primi  gruppi  delle  componenti  delle  dette  for- 
ze tonde  per  il  loro  equilibrio  in  qàesto  piano  ricaveremo  C‘77) 
le  tre  equazioni  di  condizione 


* 


Digitized  by  Google 


n3 

(1)  2 P cos.  « = o;  2 P cos.  |3  o; 

(3)  2 P ( y cos.  a — x cos.  |3)  = 0,  t 

come  le  abbiamo  ricavate  sopra,  giacché  le  notazioni  delle  quan- 
tità corrispondenti  sono  le  medesime. 

Rimane  il  terzo  gruppo  delle  forze  parallele  all’  asse  s , cioè 
P cos.  y ; P'  cos.  y[  ; P"  cos.  y"  , ec.  ; e in  oltre  quelle  op- 
poste, ed  eguali  g , g'  , g”  , ec.  j — g , — g' , — g"  , ec. 
parallele  al  medesimo  asse  , che  introducemmo  nel  sistema. 

Per  l’equilibrio  di  tutte  queste  forze  parallele  richiedesi  pri- 
mieramente che  la  lor  somma  sia  = 0,  cioè  che  sia  2 P cos.  y zzo; 
ed  in  secondo  luogo  bisogna,  che  le  somme  dei  momenti  ri- 
feriti al  piano  x z , e quindi  al  piano  y z siano  nnlle  . Ora 
relativameute  al  primcf  piano  la  somma  dei  momenti  di  P cos.  y; 
P'  cos.  y'  ìj*"  cos.  y11  , ec.  è 2 y P cos.  y ; e 2 y g è 
la  somma  dei  momenti  delle  forze  g , g'  , g"  ec.  Finalmente 
siccome  le  forze  eguali,  ed  opposte  alle  precedenti , cioè  — g , 
— g’,  — gn,  ec.  hanno  per  coordinate  perpendicolari  al  piano  xz 


, . . , - 3 P cos.  fi  . , . P*  cos.  fi' 

le  respettive  quantità  y -p-  -j  jr  -y*  j j 

J •"  „I1 


e " ’ r 

cosi  la  somma  dei  loro  momenti  riferiti  al 


, V ( 1 P z cos ■ I3  \ 

s sara  — 2 g \y  ) 


piano 

Dimque  riunendo  insieme  queste, tre  somme,  ed  eguaglian- 
do a zero  il  resultato,  avremo  • 

2 P(  y cos.  y — s cos.  j3  ) rr:  o . 

Si  troverebbe  parimente  formando  la  somma  dei  momenti 
riferiti  al  piano  y z , ed  eguagliandola  a zero 

2 P ( x cos.  y — z cos.  « ) — o . 

Dunque  per  1’  equilibrio  delle  forze  P,  P' , P",ec.  si  a- 
vranno  le  seguenti  6 equazioni 

(1)  2 P cos.  a xz  o ; 

(3)  2 P cos.  /3  = o ; 

(3)  2 P cos.  y xz  o ; 

(4)  2 P(y  cos.  a — x cos.  (2  ) = o ; 

(5)  2 P ( y cos.  y — z cos.  J?  ) = o ; 

(6)  2 P ( x cos.  y — z cos.  a ) = o . 

t.  1.  8 
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* 181.  Ques||sei  equazioni  lwstano  per  J’ equilibrio , perchè 

è evidente,  che  se  l’equilibrio  esiste  separatamente  ne’  due  si- 
stemi , che  si  sostituiscono  alle  forze  date,  sussisterà  anche  tra 
queste  forze.  Ma  per  provare  , che  queste  equazioni  sono  necessa- 
rie , resta  da  dimostrare,  che  questi  due  sistemi  di  forze  non 
possono  distruggersi , senza  che  vi  sia  equilibrio  separatamente 
in  ciascun  sistema;  ciò  che  in  fatti  si  avvera. 

Supponghiamo  per  provarlo,  che  i due  sistemi  possano  es- 
sere in  equilibrio,  senza  che  le  forze  parallele  all’  asse  verti- 
cale, per  es.  delle  z,  si  distruggano  tra  loro.  È evidente,  che 
non  si  altererà  in  niente  requilibrio , fissando  una  retta  presa  a 
piacere  nel  piano  orizzontale  delle  x y . In  tal  caso  tutte  le  for- 
ze situate  in  questo  piano  restan  distrutte?  e non  posson  produr- 
re nè  moto  progressivo, nè  rotazione  orizzontale,  ^la  al  contra- 
rio le  foj-ze  normali  a questo  piano , che  non  si  distruggono  fra 
loro,  produrranno  un  mofo  di  rotazione  intorno  alla  retta  fis- 
sata come  intorno  ad  un  asse;  d’onde  segue,  che  l’equilibrio 
supposto  non  può  aver  luogo. 

Dunque  perchè  si  abbia  equilibrio  fra  tutte  le  forze  date  , 
conviene,  che  le  forze  normali  al  piano  xy , e le  forze,  che  han  le 
loro  direzioni  in  questo  piano  si  distruggano  separatamente. 

Concludiamo  dunqne,  che  le  sei  equazioni  di  sopra  sono  ne- 
cessarie , e Inastano  per  l’ equilibrio  di  un  sistema  di  forze  qua- 
lunque applicate  a differenti  punti  di  un  corpo  solido  libero, 
cioè  a dei  punti  material^  legati  tra  loro  in  una  maniera  invaria- 
bile, e de’ quali  alcuno  non  è supposto  fisso,  nè  ritenuto  sopra 
alcuna  superficie. 

Ma  se  uno , o due  di  questi  punti  fosser  fissi , si  renderebbe- 
ro inutili  alcune  delle  dette  equazioni,  e segnatamente  quelle  cor- 
ri spandenti  ai  moti,  che  venissero  impediti  dalla  resistenza  dei 
punti  fissi.  Se  fosse  fisso  un  punto  solo  ( che  potrebbe  prendersi 
per  origine  delle  coordinate  ) siccome  ne  sarebbero  impediti  i 
moti  progressivi , così  si  renderebbero  inutili  le  prime , e sareb- 
be r necessarie  le  sole  tre  ultime  equazioni.  Se  poi  fosser  fìssi  due 
punti,  facendo  per  essi  passare  un  asse  coordinato , e prendendo 
per  es.  quest’  asse  per  quello  delle  z,  sarebbe  necessaria  una  so- 
la equazione , e segnatamente  la  ( 4 ) , se  il  corpo  non  potesse  , 


Digitized  by  Google 


1 15 

che  rotare  intorno  a quest*  asse  ;e  due,  cioè  la  (3),  e la  ( 4 )>  se 
potesse  anche  strisciare  lungo  il  medesimo. 

Egli  è poi  evidente,  che  se  uno , o piu  punti  del  corpo,  che 
dee  stare  in  equilibrio  sono  obbligati  a restare  in  un  piano  fisso 
dato  di  posizione,  per  cs.  nel  piano  x y,  le  forze  parallele  all* 
asse  delle  z resteranno  distrutte  dalla  reazione  del  piano,  e saran 
necessarie  per  l’equilibrio  le  sole  equazioni  (i),(a),(3), 
che  sono  relative  alle  forze , che  han  le  direzioni  in  questo  pia- 
no. Finalmente , se  i punti  fissi  siano  più  di  due,  purché  non 
nella  medesima  retta,  il  sistema  è per  se  stesso  immobile,  e nul- 
1*  altro  esige  per  stare  in  equilibrio. 

182.  Dopo  tutto  ciò  siano  due  forze  P , P' appli- 
cate, ai  punti  C,B  della  verga  inflessibile  BC  equili- 
brata intorno  al  punto  K ( Fig.  » 6 ),  e suppongliia- 
mo,  che  nel  rompersi  l’equilibrio  questa  verga -dalla 
posizione  CKB  passi  alla  posizione  infinitamente  vi- 
cina cKb  , rotando  intorno  a K.  I punti  C , B de- 
scrìveranno gli  archi  Cc , Bb  , che  hanno  respettiva- 
mente  per  raggio  la  lorò  distanza  dal  punto  K . Que- 
sti archi  rappresentano  le  celerità  virtuali  (62)  dei 
punti  G , B sollecitati  dalle  forze  P , P' . Così  pure, 
se  le  forze  equilibrate  intorno  a K fossero  tre  P,  P\  P" 
unite  insieme  per  mezzo  delle  verghe  CB  , DK , le  ce- 
lerilà virtuali  sarebbero  espresse  da’  tre  archetti  infi- 
nitesimi Cc,  Bb,  Dd  , che  sarebbero  descritti  nel 
primo  istante  dopo -la  rottura  dell’equilibrio.  Gene- 
ralmente da  qualunque  numero  sia  costituito  un  si- 
stema di  forze  applicale  ad  un  corpo  , ed  equilibrate 
intorno  ad  un  punto  , purché  almeno  per  il  primo  i- 
stante  dopo  la  rottura  dell’equilibrio  restino  collega- 
te fra  loro , converrà  a questo  numero  ciò  , che  ab- 
biamo detto  delle  due  , e delle  tre . E siccome  an- 
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che  il  moto  progressivo  può  considerarsi  come  una 
rotazione  in  torno  a un  centro  minutamente  remoto, 
cosi  ie  celerità  virtuali  possono  generalmente  espri- 
mersi peli' infinitesime  porzioni  di  linea  curva  , o ret- 
ta , che  si  descrivono  nel  primo  istante  dopo  la  rottu- 
ra dell"  equilibrio  da’ punti  d’applicazione  di  forze 
scambievolmente  equilibrate. 

1 83.  Siano  pertanto  le  due  forze  P,  P\Fig.  17) 
applicate  a un  istrumento,  o corpo  qualunque,  il  qua- 
le messo  in  moto  passi  per  quella  situazione,  in  cui 
le  due  forze  farebbonsi  equilibrio,  se  al  corpo  non 
fosse  stato  preventivamente  impresso  alcun  motov  Sia- 
no PR  , P'R'  gli  spazj  percorsi  al  di  là  di  questa  posi- 
zione nel  primo  tempo  infinitesimo  da’ punti  , cui  so- 
no respettivamente  applicate  le  dette  forze  P , P'  . 
Questi  spazj  rappresenteranno  le  celerità  virtuali  di 
detti  punti  (182).  E se  si  abbassino  da’  punti  R,  R’  le 
normali  Rm  , R'n  sulle  direzioni  PA , P'B  delle  forze, 
s‘  intenderanno  decomposte  le  celerità  virtuali  di  P , e 
di  P1  -,  e le  linee  Pm  , P'n  esprimeranno  le  celerità  vir- 
tuali nel  senso  delle  direzioni  delle  forze  , ovvero  gli 
spazietti  percorsi  da’  punti  P,  P'  secondo  le  direzioni 
delle  forze  loro  applicate. 

Ora  alle  forze  P , P*  se  ne  sostituiscano  due  al- 
tre p , p'  parallele  fra  loro,  e respettivamente  eguali  a 
P , P'  per  mezzo  di  uno  strumento,  che  non  ne  alteri 
l’effetto  , come  per  es.  di  una  puleggia  di  rimando  : 
cioè  prese  sulle  direzioni  di  P,  JPl  due  porzioni  deter- 
minate PA  , PB,  s’intendano  fissate  ne’ punti  A , B 
due  puleggie,  snlle  quali  passino  i cordoni  inestendibi- 
li  PAp  , PBp  , le  cui  porzioni  Ap  , Bp'  siano  vertica- 
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li , e sostengano  appesi  ai  punti  p , p’  due  pesi  p , pl 
equivalenti  respettiva mente  a P , P';  e ciò  fatto  inten- 
daci tolte  le  forze  P , P' . 

E chiaro  da  tutto  ciò  , 

i°.  Che  si  avrà  equilibrio  fra  p , e p\  come  si 
aveva  fra  P , e P' , e che  lo  strumento  non  potrà  muo- 
versi , che  in  virtù  del  moto  precedentemente  acqui- 
stato . 

2°.  Che  gli  spazj  PP"  * p'p"'  » descritti  da  p , p'  nel 
medesimo  tempuscolo  infinitesimo  , in  cui  P , P'  de- 
scrivevano respetti  va  mente  gli  spazj  PR,  P'R',  saranno 
respettivamente  eguali  a Pm  , P'n  , cioè  agli  spaziet- 
ti  descritti  dai  punti  P , P'  secondo  le  direzioni  delle 
forze.  Infatti  essendo  i cordoni  inestendibili,  si  ha 
PAp  = RAp" . Togliendo  mAp  da  ambe  le  parti  di 
questa  equazione  resterà  Pm  — pp'1  -}-  ( RA-—  mA) . 
Ma  siccome  tra  RA  , ed  mA  non  vi  è altra  differenza, 
che  la  quantità  mr , che  essendo  per  ipotesi  Rm  nor- 
male a PA , è un  infinitesimo  di  secondo  ordine , e pe- 
rò trascurabile  ( perchè  è il  seno  verso  dell’arco  infi- 
nitesimo Rr  , che  ha  un  diametro  finito  aAR  ) cosi 
avremo  RA  — mA  = o ; e quindi  Pm  = pp#  , Nella 
stessa  guisa  può  dimostrarsi , essere  P‘n=  p'p111 . Dun- 
que p p“  , e p1  pul  si  potranno  prendere  pelle  celerità 
virtuali  di  questi  punti  P , P*  , o per  gli  spazietti  de- 
scritti da’ medesimi  secondo  le  direzioni  delle  forze 

P,  P\ 

Ciò  posto,  tiriamo  le  rette  p p1  , e p"  p“  , e sia  K il 
punto  della  loro  intersezione.  Supponghiamo  , che  i 
pesi  p , p[  siano  fissati  nelle  estremità  della  retta  p p1. 
Egli  è evidente,  che  questa  retta  si  può  considerare  co- 
me una  verga  inflessibile  fissata  iu  K , che  nel  tempo 
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del  piccolo  moto,  che  la  fa  passare  dalla  posizione  pp* 
all’altra  infinitamente  vicina  p" p"‘  non  può  portare 
cangiamento  alcuno  alla  reciproca  azione.dei  corpi  p,pl. 
Per  lo  che  sarà  indifferente, che  questi  corpi  si  consi- 
derino attaccati  al  primo  strumento,  o a questa  verga 
inflessibile;  e si  potrà  sostituire  1’  una  all’  altro,  senza 
alterare  l’equilibrio  tra’  corpi  p , p[ . Ora  per  l’equili- 
brio nella  verga  inflessibile  dee  aversi  1’  analogia 
(*52)  • 

p :p'  ::  Kp'rKp  ::  p‘p'“:pp“. 

perchè  gli  archi  stanno  tra  loro  come  i raggi.  Dunque 
poiché,  per  ipotesi  p = P ; pl  = Pl , essendosi  tro- 
vato Pm  ==  p p",  Pn  — p‘  pl",  avremo 
P : P ::  Pn:  Pm,  ovvero 

P . Pm  = — ■ P{ . Pn , perchè  lo  spazio  pl  pWl,  che  è 
descritto  in  senso  opposto  allo  spazio  pp"  vuoisi  pren- 
dere negativamente;  e P.  Pm  P{  ! Pn  = o . Laonde 
la  somma  dei  prodotti  delle  due  forze  P , P*  negli 
spazj  percorsi  secondo  la  loro  direzione  dai  punti  , 
cui  sono  applicate  nel  primo  tempuscolo  dopo  il  pas- 
saggio  dalla  posizione  d’  equilibrio  , o sia  dopo  la 
rottura  dell’  equilibrio  , è eguale  a zero . 

1 84*  La  qual  cosa  s’  avvera  non  tanto  per  due , 
quanto  per  qualunque  numero  di  forze  applicale  a 
qual  si  voglia  strumento , o corpo . 

In  fatti  immaginiamo , che  diverse  forze  P,  P\  P'\ 
Pm,ec.  sian  applicate  a uno  strumento  qualunque,  e si 
sostituisca  come  sopra  per  mezzo  di  una  puleggia  di 
rimando  ad  ogni  forza  un  peso,  che  le  sia  equiva- 
lente. 

Siano  p,p\p'\p{\  ec.  questi  pesi,  e tra  due  di  essi 
per  es.  tra  p , e p si  tiri  la  retta  p p1 , che  nel  primo  i- 
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stante  dopo  la  rottura  dell’ equilibrio  dalla  posizione 
p p'  passi  all’  infinitamente  vicina  p"  put  per  il  moto 
dei  punti , cui  sono  applicate  le  forze  P , P . È chiaro 
per  ciò,  che  dicemmo  sopra  nel  caso  delle  due  forze  , 
che  pp">  p'pm  rappresentano  gli  spazietti  descritti  da’ 
punti  P,  P1  secondo  la  direzione  delle  forze  P , P'  ad 
essi  applicate  nel  primo  istante  dopo  la  rottura  dell’e- 
quilibrio . 

Pertanto,  se  si  supponga  in  K l’intersezione  delle 
due  linee  pp‘,  pw  pm,  ei  pesi  fìssati  alle  estremità  p.p1, 
si  potrà  riguardare  questa  retta  come  una  verga  in- 
flessibile , che  liberamente  rotando  intorno  al  punto  K, 
non  altera  nel  primo  istante  in  modo  alcuno  l’azione 
reciproca  dei  pesi  p , pl . 

In  oltre  siccome  possono  disporsi  ad  arbitrio  le  pu- 
leggie  di  rimando  applicate  ad  ogni  forza,  egli  è chia- 
ro , che  impiegandone  due  ( se  occorra  ) per  ogni  for- 
za , si  posson  far  cadere  i pesi  sostituiti  alle  forze  non 
solo  in  uno  stesso  piano , e sopra  una  stessa  retta , ma 
ancora  su  quel  punto  di  questa  retta,  che  più  ne 
piace. 

Immaginiamo  per  tanto  , che  tutti  questi  pesi  sia- 
no ridotti  sulla  retta  pRp1,  e segnatamente  ognuno 
su  quei  punti , i quali  messa  in  moto  questa  retta  , o 
verga  inflessibile  abbiano  la  velocità,  che  loro  respet- 
ti varaente  conviene.  È evidente,  che  la  loro  reciproca 
azione  non  resta  nel  primo  istante  in  modo  alcuno 
alterata  dal  moto  della  verga,  onde  potranno  indiffe- 
rentemente considerarsi  applicati  allo  strumento  pro- 
posto , o a questa  verga  ; e si  avrà  l’equilibrio  tra  essi 
nella  guisa  stessa,  che  tra  le  forze  P , P\P',Pn\  ec.  cui 
sono  sostituiti . 
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Di  più,  secondo  ciò,  che  dicemmo  sopra  per  if^ 
caso  delle  due  forze,  gli  spazietti  pp“;  p1  p“;  pIV  pv; 
p'rp'n  esprimeranno  le  celerilà  virtuali , o gli  spaziet- 
ti descritti  nel  primo  istante  dopo  la  rottura  dell’  equi- 
librio da’ punti,  cui  sono  applicatele  forze  P,P‘,P*,PUI, 
ec.  secondo  le  loro  direzioni;  tra’  quali  debbon  pren- 
dersi negativamente  quelli,  che  vanno  in  senso  oppo- 
sto a pp1'. 

Ripetendo  pertanto  il  ragionamento  del  n°.  i83, 
e fatto  dp  — pp"  ; dp'  = — p'pul  ; dp"  = — p,v  pv$ 
dp = p'1  pVI1,  ec.  secondo  ciò,  che  fu  stabilito  sopra 
ai  num.  it\‘i  ; i5a  troveremo  l’equazione  generale 

Pdp  + Fdp'  -|-  PV//  4-  P"dp"'  4-  ec.  = o . 
i85.  Dopo  tutto  ciò  può  stabilirsi  il  seguente  prin- 
cipio.-  • ••„. 

Dato  un  sistema  composto  di  un  numero  qualun- 
que di  punti , o di  corpi , ai  quali  siano  applicate  del- 
le forze  comunque  dirette , che  si  facciano  equilibrio, 
nel  primo  momento  , dopo  che  l’ equilibrio  sarà  rotto 
i punti  y o corpi , su  cui  sono  applicate  le  forze  descri- 
veranno uno  spazio  infinitesimo  , che  rappresenterà 
la  celerità  virtuale  del  respettivo  punto  . Dall ’ estre- 
mità d’  ogni  spazietto  abbassando  una  normale  so- 
pra la  direzione  della  forza  respettiva  , questa  nor- 
male intercetterà  quella  porzione  di  spazio  , che  cia- 
scuno dei  punti  avrà  percorso  secondo  la  direzione 
della  forza  nel  primo  momento  del  molo  , o sia  la  ce- 
lerità virtuale  d’  ogni  punto  stimata  secondo  la  dire- 
zione della  forza.  Se  si  moltiplichi  ogni  forza  per 
la  celerità  virtuale  secondo  la  direzione  del  respetti- 
vo punto  y cui  ella  e applicala , o sia  per  lo  spaziet* 
to  descritto  dal  punto  secondo  la  direzione  della  for- 
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sa  ; la  somma  di  tutti  questi  prodotti  sarà  eguale  a 
zero. 

186.  Questo  è il  famoso  principio  delle  celerità 
virtuali,  die  trovato  già  dal  Galileo  è divenuto  a’  di 
nostri  si  fecondo  tra  le  mani  del  De  la  Grange , che 
per  suo  mezzo  ha  potuto  dedurre  da  una  sola  equazio- 
ne la  soluzione  diretta  di  tutti  i possibili  problemi 
meccanici , ed  idromeccanici  con  semplici  artiflzj  ana- 
litici . 

187.  Per  dame  qui  un  qualche  cenno  noi  mostreremo  come 
dalla  supcriore  equazione  generale  ( 184  ) possan  facilmente  de- 
dursi le  sei  equazioni  di  condizione  per  l’ equilibrio  d’  un  nume- 
ro qualunque  di  forze  P , P{  , P",  ec.  trovate  sopra  ( 180). 

Pertanto  una  linea  p sia  la  direzione  della  forza  P.  Il  punto 
di  applicazione  ne  sia  determinato  dalle  coordinate  x , y , s 
parallele  a tre  assi  reciprocamente  perpendicolari  tra  loro;  ed 
il  punto , a cui  essa  linea  termina  dalle  coordinate  a , b , c . È 
noto,  che  una  linea  qualunque  data  di  lunghezza  moltiplicata 
pel  coseno  dell’angolo,  che  essa  fa  con  un’  altra  linea,  è la  pro- 
iezione di  essa  su  questa  linea.  D’altronde  facilmente  si  compren- 
de , che  la  proiezione  di  p sull"  asse  delle  x e x — a , sull’  asse 
delle  y è y — b , sull’asse  delle  z è 5 — c . Chiamando  dun- 
que al  solito  a , |3  , y gli  angoli , che  essa  fa  respettivamente 
con  questi  assi , sarà  x — a zzzp  cos.  a ; y — b = p cos.  |3  ; 
z — c “ p cos.  y . Sommando  i quadrati  dei  respettivi  mem- 
bri di  queste  equazioni,  avremo  (r — «)*  4-  (y — ò)14“ 
(z  — c )*  zrr  p 1 ( cos.*  a 4-  cos.*  |3  cos.*  y ) ; e poiché  cos.*  a 
4*  cos.*  |3  4"  r os.*  yzrzi,  sarà 

p»=  (x  — «)14-(j  — à)*4-(s—  <0*. 

Questa  equazione  può  mettersi  sotto  la  forma  p ~ * (.r-e) 


« ; £ ^ — cos.  3 1 - = cos.  y , risulterà 

P ^ P 

p — cos.  a.  ( x — a ) 4”  cos.  /3  (_y  — b ) *4“  cos- 1/  C z — c ) 


- — ( z — c ) ; ed  essendo  — =s 

P P 


cos 
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Differenziando  questa  equazione,  avremo 

dp  ~ cos.  a dx  -4-  cos .fi  dy-\-  cos.  y dz . 

Se  si  dicano p ' , p"  , ec.  le  linee,  che  servono  di  direzione  alle 
forze  I*  , P*1  , ec.  si  otterranno  per  dp'  , dp ",  ec.  simili  espres- 
sioni, avvertendo  di  porre  uno , due  , ec.  accenti  alle  lettere  cor- 
rispondenti. Avremo  cosi 

dp'  — cos.  a'  dx'  -j-  cos.  fi'  dy'  4“  cos.  y'  dz"  ; • 
dp"  =zcos.  oc"  dx"  -\-cos.  fi"  dy"  -\-cos.y  " dz" . 

>88.  Si  suppone , che  i varj  punti  del  sistema  siano  a distanze 
invariabili.  Se  pertanto  sia  dato  al  sistema  un  impulso  infinite- 
simo nel  senso  d’uno  dei  tre  assi,  le  coordinate  dei  punti  del 
sistema  relative  al  punto  considerato  come  origine  delle  coordi- 
nate restano  invariate  relativamente  agli  altri  due  assi , e perciò 
se  questo  impulso  sia  nel  senso  per  es.  dell’asse  delle  x , sani 
dx*  = di  ; dx"  — dx  ; ma  sarà  dy  — o ; dy'  — o j dy"  — o ; 
e parimente. dz  — o$  dz 1 ~ o , dz"  zn  o ; onde  i valori  trovati 
sopra  di  dp  , dp'  , dp"  si  ridurranno 
dp  cos.  a dx> 
dp'  — cos.  a'  dxl—cos.  oc'  dx  ; 
dp"  ~ cos.  a"  dx"  = cos.  oc"  dx. 

Sostituendo  nell’equazione  generale  ( i84  ) questi  valori  di  . 
dp  » dp' , ec.  e dividendo  tutto  per  dx  , avremo 

P cos.  a -4"  P'  cos.  oc'  4-  P"  cos.  oc"  4-  ec.  r:  o; 

ovvero 

( i ) 2?  cos.  a = o ; 

equazion  di  condizione , perchè  il  sistema  non  abbia  alcun  moto 
progressivo  nel  senso  delle  x . 

Operando  poi  nella  stessa  maniera , si  troverà , che  il  moto 
progressivo  nel  senso  delle  y , e delle  z sarà  impedito  dalle  con- 
dizioni espresse  per  l’ equazioni 

( 2 ) 2 P cos.  P = o; 

( 3 ) 2 P cos.  y — o. 

Queste  tre  equazioni  avverandosi  contemporaneamente  il  si- 
stema dei  punti  d’applicazione  delle  forze  non  avrà  alcun  moto 
nel  senso  dei  tre  as  si , cioè  non  avrà  moto  alcuno  progressivo. 

i8<).  Ma  perche  il  sistema  sia  in  equilibrio,  bisogna,  che 
non  abbia  nemmeno  alcun  moto  di  rotazione  intorno  a qualun- 
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cjue  dei  tre  assi.  Per  determinare  le  equazioni  di  condizione  neces- 
sarie a questo  oggetto  ci  prevarremo  delle  coordinate  polari  in 
luogo  delle  rettangolari. 

Pertanto  nell’  ipotesi,  che  il  sistema  possa  avere  un  moto  di 
rotazione  intorno  all’asse  delle  z prendiamo  in  luogo  delle  ascis- 
se x,  x'  , or1’,  ec.  i raggi  vettori  r , r'  , rM  , ec.  nel  piano  xy  , i 
quali  facciano  coll’  asse  delle  x respettivamente  gli  angoli  cp  , 
<pl  , ip 11  , ec.  È chiaro , che  sari» 

x ~ r cos.  © ; x*  = r'  cos.  ©'  ; x"  rr  /•"  cos.  <p"  , ec. 

y ~ r sen.  =:  r-1  sen.  cp'  ; y"  ~ r11  sen.  <p"  , ec. 

Dando  al  sistema  un  moto  infinitesimo  di  rotazione  intorno 
all’asse  delle  a , i raggi  vettori  r , r’  , r”,  ec.  restano  invariati , 
e solamente  cangiano  gli  angoli  Cp  , cp' , ec.  In  quest’  ipotesi  dun- 
que differenziando  avremo 

dxzz  — - r sen.tp  dtp  ; dod~ — r'scn.tp'd'p'",  dx"  — 

— r" sen.  tp"dtp",  ec.; 

dy  rs  r cos.  <p  d <p  ; dy'  = r’  cos.  <p’  d cp'  ; dy 11  = 
rl  1 cos.  <p"  d 9>" , ec.  ovvero 

dx  — y dtp  ; dx ' = — y'  d q>'  ; rfx"  ==  — y " dtp1'  ; ec. 
dy  ” x d <p  d y'  — x'  d <p'  y dy 11  =r=  x'1  d cp"  ; ec. 

Se  ponghiamo  cp'  = cp  tj  ; ^,l  = cp  <?',  ec.  è chiaro , che 

<3  , tf'  , ec.  sai-anno  gli  angoli , che  i raggi  vettori  r'  ,r",  ec.  fan- 
no respettivamente  col  raggio  vettore  r . Essendo  il  sistema  a 
distanze  invariabili,  nel  moto  intorno  all’asse  delle  z questi  an- 
goli restano  costanti.  Differenziando  dunque  sarà  d (p'  = d cp  ; 
d cp"  — d <p  j ec,.  e perciò 

dx  — — y d <p  ; dx'  = — y'  d cp  ; dx"  = — y d <p  ; ec. 
dy  — x dtp  ; dy'  ~ x'  d cp  ; dy"  zs  x“  d <p  ; ec. 
sarà  poi  dz  ~ o ; dz'  r=  o , dz"  — o. 

Sostituendo  pertanto  , i valori  di  dp  , dy'  , ec.  trovati  sopra 
(187)  diventano 

dp  — — cos.  aydcp-\-  cos.  J3  xd  <p  ; 
dp'  — — cos.  a'  y'  d p cos.  |3'  x d <p  ; 
dp"  ~ — cos.  a"  y"  d cp  - cos.  j3"  x"  d cp  . 

Ponendo  questi  valori  nell’  equazione  generale  ( i84  ) , r 
cangiando  i segni , si  ottiene 

P ( y cos.  a — x cos.  j3  ) P'  ( y'  cos.  a.'  — x’  cos.  /3'  ) -f- 
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P"  ( y"  cos ■ an  — x''  cos.  |3U  ) -f"  ec.  =3 o ; ovvero 

(4  ) 2 P ( y cos.  a — x cos.  |3  ) = o ; 

c questa  sarà  1*  equazione  di  condizione , perchè  il  sistema  pro- 
posto non  abbia  alcun  moto  di  rotazione  intorno  ad  un  asse  qua- 
lunque , che  noi  abbiam  preso  per  quello  delle  z. 

Collo  stesso  metodo  troveremo  , che  per  impedire  il  moto  eli 
rotazione  intorno  agli  assi  delle  y , e delle  x debbono  aversi  le 
equazioni 

( 5 ) 2 P ( z cos.  a.  — x cos.  y ) = o ; 

( 6 ) 2 P ( a cos.  3 — y cos.  y ) = o . 

190.  Le  sei  equazioni  ora  trovate  identiche  a quelle,  che  tro- 
vammo sopra  (180)  danno  le  condizioni  d’equilibrio  per  qua- 
lunque numero  di  forze  applicate  comunque  ad  un  sistema  di 
punti  di  forma  invariabile . Per  un  sistema  di  forma  variabile 
le  sei  equazioni  precedenti  sono  necessarie,  ma  non  bastano  ad 
assicurare  l’ equilibrio . Ne  occorrono  dell’ altre  dipendentemente 
dalla  natura  dei  diversi  sistemi , ma  tutte  per  qualunque  sistema 
son  contenute  nel  sopra  esposto  fecondissimo  principio  delle  ce- 
lerità virtuali  . Noi  non  possiamo  diffonderci  in  discussioni  su 
qnesto  soggetto,  e rimettiamo  gli  Studiosi  alla  Meccanica  Anali- 
tiva  del  Signor  La  Grange. 

CAPITOLO  XII. 

Principio  di  Dinamica  del  D’ Alembert. 

19L  Dopo  di  avere  indicato  come  il  La  Grange  ha 
ridotta  tutta  la  Statica  ad  una  sola  formula  generale , 
sarà  opportuno  di  esporre,  come  per  mezzo  jpure  di  un 
sol  principio  fecondissimo  può  tutta  la  Dinamica  ri- 
dursi alla  Statica;  cioè  come  per  mezzo  di  un  sol  prin- 
cipio tutti  i problemi  dinamici  immaginabili  possano 
risolversi,  o almeno  mettersi  inequazione,  riducen- 
do le  leggi  del  moto  a quelle  dell’equilibrio.  Cosi  s’in- 
tenderà come  tutta  la  Meccanica  si  può  ricondurre  al 
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solo  principio  delle  celerità  virtuali , e come  le  leggi 
.non  meno  dell’  equilibrio,  che  del  moto  sono  compre- 
se nell’equazione  generale,  che  questo  principio  ne 
somministra  ( 184  )*  e dalla  quale  possono  dedursi 
per  ogni  caso  particolare  con  metodi  puramente  ana- 
litici, cui  il  La  Grange  ba  data  tutta  l’ uniformità,  e 
semplicità,  che  può  desiderarsi. 

Questo  principio  immaginato  dal  Sig.  D’ Alembert 
fu  da  lui  enunciato  nella  sua  Dinamica  l’anno 
nella  seguente  maniera. 

192.  Suppongbiamo,  che  ad  un  sistema  di  corpi 
vengano  impressi  dei  moti,  cbe  essi  non  potendo  con- 
servare invariati  in  conseguenza  della  loro  reciproca 
azione  siano  costretti  ad  alterarli , e cangiarli  in  al- 
tri . 

È evidente,  cbe /il  moto,  da  cui  ogni  corpo  è af- 
fetto in  principio  può  riguardarsi  come  composto  di 
due  altri  moti  a piacere,  e cbe  per  uno  de’moti  com- 
ponenti può  assumersi  quello , che  ogni  corpo  dee 
prendere  in  virtù  dell’  azione  degli  altri  corpi  (ciò  che 
dicemmo  sopra  della  composizione,  e decomposizione 
delle  forze  si  applica  ancora , come  notammo , alla 
composizione  dei  moti,  che  son  proporzionali  alle  for- 
ze , cbe  gli  producono  ) . Ora  se  ogni  corpo  invece  del 
moto  primitivo , che  gli  è stato  impresso  avesse  rice- 
vuto questo  primo  moto  componente , è certo,  che  a- 
vrebbe  conservato  questo  moto  invariato , poiché  per 
ipotesi , questo  è il  moto , che  ogni  corpo  prende  da 
per  se  stesso . Dunque  il  secondo  moto  componente 
debbe  esser  tale  , che  non  produca  nel  primo  moto 
componente  alterazione  alcuna  ; cioè  dee  questo  secon- 
do moto  esser  tale  per  ogni  corpo , che  se  fosse  stato 
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impresso  esso  solo  senza  alcun  altro,  il  sistema  sareb- 
* be  rimasto  in  quiete. 

Quindi  è , che  per  trovare  il  moto  di  un  sistema  di 
corpi,  che  agiscono  gli  uni  sugli  altri,  bisogna  decom- 
porre il  moto , che  ogni  corpo  ha  ricevuto,  e con  cui 
tende  a muoversi  in  due  altri  moti,  di  cui  l’uno  sia  di- 
strutto, e l’altro  sia  tale,  e talmente  diretto,  che  l’a- 
zione degli  altri  corpi  non  possa  iu  modo  alcuno  nè 
alterarlo,  nè  cangiarlo. 

Cosi  tutte  le  leggi  del  moto  dei  corpi  riduconsi  al- 
le leggi  dell’equilibrio.  Infatti  per  sciogliere  qualun- 
que problema  dinamico  non  altro  occorre , che  risol- 
vere in  principio  il  moto  di  ogni  corpo  in  due,  di  cui 
l’uno  supposto  noto , l’altro  lo  sarà  pure  necessaria- 
mente. Ora  uno  di  questi  moti  debbe  esser  tale,  che 
i corpi  nel  seguirlo  non  si  nuocciano,  cioè,  che  se  es- 
si sono,  per  es.  attaccati  ad  una  verga  inflessibile,  que- 
sta verga  nè  si  rompa , nè  si  estenda  ; che  i corpi  re- 
stino sempre  alla  distanza  stessa  fra  loro,  ec. ; l’altro 
moto  debbe  esser  tale,  che  se  esso  solo  fosse  impresso  ai 
corpi , la  verga,  o il  sistema  restasse  in  equilibrio.  La 
condizione  dell’  iuflessibilità  della  verga,  o altra  simile, 
che  il  problema  ne  presenti , e la  condizione  dell’equi- 
librio daranno  tutte  le  equazioni  necessarie  per  trovare 
in  ogni  corpo  la  direzione,  ed  il  valore  di  uno  dei  mo- 
ti componenti,  e per  conseguenza  la  direzione,  ed  il 
valore  dell’altro. 

Volendo  evitare  le  decomposizioni  di  moto,  che 
esige  l’ esposto  principio , può  stabilirsi  subito  l’equi- 
librio tra  le  forze,  e i moti  prodotti  presi  in  senso  con- 
trario. Poiché  egli  è evidente  , che  se  si  supponga  im- 
presso a ogni  corpo  in  senso  contrario  il  moto,  che  es- 
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so  dee  prendere , il  sistema  sarà  ridotto  alla  quiete , e 
perciò  bisognerà,  che  questi  moti  distruggano  quelli , 
che  i corpi  avevano  ricevuti , e che  avrebbero  conser- 
vati senza  la  loro  scambievole  azione . Dee  dunque  a- 
versi  equilibrio  tra  ti^tti  questi  moti , o tra  le  forze , che 
li  possou  produrre . * 

Questa  maniera  di  ridurre  le  leggi  della  Dinamica 
a quelle  della  Statica  è per  verità  men  diretta  di  quel- 
la , che  resulta  dal  principio  del  D’ Alembert , ma  pos- 
sono farsene  delle  applicazioni  con  più  semplicità . In 
alcuni  Trattati  di  Meccanica  si  trova  esposta  sotto  il 
nome  di  Principio  del  D’ Alembert . 

193.  Perchè  questo  principio  possa  esser  meglio 
inteso,  ne  faremo  subito  l'applicazione  ad  alcuni  pro- 
blemi . 

I.  Veugano  ad  urtarsi  due  corpi , che  abbiamo  le 
masse  M , m colle  celerità  C,  c . Si  cercano  le  celerità 
X,  x,  che  avranno  dopo  l’urto  , avvertendo  , che  niu- 
na  forza  si  sviluppa  nel  loro  incontro,  dopo  del  quale 
essi  restano  esattamente  contigui , formando  quasi  un 
corpo  solo . 

Suppongasi,  che  i corpi  si  urtino  in  senso  contra- 
rio, e che  siano  le  celerità  C,‘c  respettivamente  com- 
poste delle  celerità  X,  C — X,  e ,r,*c— - x,  di  cui  le  pri- 
me son  quelle,  che  i corpi  debbono  avere  dopo  l’urto, 
le  seconde  quelle,  che  si  distruggono  nell’urto.  Le  pia- 
rne, siccome  non  debbon  nuocersi  l’una  all’altra  deb- 
bono essere  eguali,  e dirette  nello  stesso  senso;  onde 
X — x . Le  seconde  poi  debbono  esser  tali , che  se  i 
corpi  non  fossero  affetti,  che  da  esse,  dovrebbero  dopo 
l’urto  restare  in  equilibrio  (192).  Ma  perchè  i corpi 
restino  in  equilibrio  bisogna  , che  siano  affetti  da  for- 
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ze  eguali , onde  stimandosi  le  forze  per  il  prodotto  del- 
le masse  nelle  celerità,  la  massa  M moltiplicata  per 
la  celerità  C — X dovrà  essere  eguale  alla  massa  rrt 
moltiplicata  per  la  celerità  c — x , ovvero  c -f-  .r  ( poi- 
ché la  celerità  — x , che  è eguale  a X , è in  senso  con- 
trario di  c,  e perciò  c — x diviene  c -f-  x ) cioè  do- 
vrà aversi  AI  ( C-—  AT)  = m ( c -j-  x ) , c quindi  AT= 

AIC — me  r>,  . . . ,, 

x = . Che  se  1 corpi  si  muovessero  nello 

Al  -f-  ih 

stesso  senso,  e fosse  C > c,  onde  potesse  m esser  rag- 
giunta da  M , è chiaro,  che  niun’  altra  mutazione  oc- 
correrebbe introdurre  nel  ragiohamento  , e fonnula 
superiore,  se  non  che  variare  il  segno  in  quel  termine , 
che  contiene  c;  onde  la  formula  generale  per  l’un  ca- 

vi-  x v AIC -b  me 

so , e per  1 altro  sarà  JL~x~ ■ — --r= • 

AI  + m 

194.  II.  Sia  la  verga  inflessibile,  ed  inestendibi- 
le A B ( Fig . 18)  fissata  nel  punto  A in  guisa,  che 
possa  liberamente  rotare  intorno  al  medesimo;  e siano 
ad  essa  appesi  nei  punti  B , II,  F,  D a nota  distanza  i 
corpi  pur  noti  B , H,  F , D . Posta  in  moto  la  verga 
coll’  urto  d’ un  corpo , si  cerchi  il  moto  del  corpo  B,  e 
di  tutti  gli  altri . 

Noi  supponghiamo,  che  l’urto  sia  comunicato  al  si- 
stema in  modo,  che  se  i corpi  B,  H,  F , D potessero 
trascinar  la  verga  parallelamente  alla  sua  prima  po- 
sizione , descriverebbero  nel  primo  istante  le  eguali  li- 
neette BN,  HM,FL,  DK.  Ma  la  verga  non  poten- 
do , che  rotare,  essi  tendono  certo  a descrivere  nel  pri- 
mo istante  le  linee  eguali  BN,HM,FL,DKin  gui- 
sa , che  la  porzione  D B della  verga  debba  passare  al- 
la situazione  RN,  e la  porzione  A D alla  situazione 
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ÀK;  siccome  per  altro  ciò  non  può  accadere,  senza  che 
la  verga  si  pieghi , lo  che  è contro  l’ ipotesi  -,  cosi  il  mo- 
to degli  uni  modificandosi  dal  mòto  degli  altri  son  co- 
stretti a descrivere  in  detto  tempo,  anzi  che  queste  li- 
nee, gli  archetti  BC  ,HI,FG,  DE  j che  saranno  perciò 
proporzionali  alle  celerità  dei  respettivi  corpi  B,  H,  F, 
D,  e conseguentemente  si  potran  prendere  pelle  ce- 
lerità, o moti,  che  effettivamente  concepiscono.  Ma  poi- 
ché questi  corpi  naturalmente  tendono  per  l’ impulso 
ricevuto  a muoversi  colle  celerità  B N,  H M,  F L, 
DK  , queste  celerità  debbon  considerarsi  come  quelle, 
che  loro  sono  primitivamente  impresse  . Ora  queste 
celerità  , o moti  possono  decomporsi  in  BC  , — CN; 
HI  , — IM  ; FG  , -f  GL  ; DE  , -j-  ER . Per  1’  a- 
zione  della  verga  queste  celerità  riduconsi  BC,  HI  , 
FG,  DE.  Dunque  se  i corpi  B,  H , F,  D non  avessero 
avuto  che  le  celerità  — -CN, — MI,  -{-  GL,  -f-EK, 
la  verga  sarebbe  rimasta  in  equilibrio  ( 192  ).  Ma  es- 
sendo le  forze  proporzionali  al  prodotto  delle  masse 
nelle  celerità,  perchè  la  verga  si  riducesse  in  tal  circo- 
stanza all’  equilibrio  secondo  quello  , che  abbiam  so- 
pra stabilito  (169;  172  ) avrebbe  dovuto  avverarsi 
l’equazione  B . CN  .AB  — H . IM  . AH  -f-  F . GL  . 
AF  \D.  EK.  AD  = o.  In  questa  equazione  non  si  tro- 
va altra  incognita , che  la  BC.  Poiché  data  che  ella  sia, 
tutto  ciò, che  riman  d’incognito  è pur  dato  dipenden- 
do dal  valore  della  medesima . Se  dunque  da  questa  e- 
quazione  si  rifevi  il  valore  diBC  con  quei  melodi,  che 
i primi  elementi  dell’ Algebra  insegnano,  il  proble- 
ma sarà  risoluto . 

ig5.  IH.  Siano  due  corpi  A , B , che  abbiano  Io  masse  ine- 
guali m,m\  appesi  agli  estremi  verticali  di  un  filo  inestendibi-  . 
x.  1.  9 
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le,  che  passi  sopra  una  puleggia  di  rimando.  La  gravità  mette  in 
moto  ambi  questi  corpi  ; ma  il  moto  dell’  uno  è evidentemente 
modificato  dal  moto  dell’altro . In  un  istante  qualunque  sia  t il 
tempo  scorso  dall*  origine  del  moto  ; c la  velocita  di  A ; c'  la 
velocità  di  B al  fine  del  tempo  t.  Scorso  il  tempo  t -f-  dt  le  ce- 
lerità diverranno  c -4-  de  , e’  -f-  de'  . Ma  nel  tempo  dt  la  forsa 
acceleratrice  di  gravità  g avrebbe  comunicata  ai  colpi  A , B , se 
fossero  stati  liberi , la  velocità  gdt  (92  ).  Dunque  per  la  reci- 
proca unione  han  perduto , A la  celerità  gdt  — de;  B la  celeri- 
tà gdt de'.  Perciò  supponendo  la  velocità  gdt  decomposta  re- 

lativamente al  corpo  A nelle  due  de  , gdt  — de  ; relativamen- 
te a B nelle  due  de'  , gdt  — de'  ; è chiaro  , che  se  ai  detti  cor- 
pi non  fossero  state  impresse , che  le  celerità  gdt  — de  ; gdt  — 
de' , essi  sarebbero  rimasti  in  quiete.  Dunque , le  quantità  di 
moto  , o le  forze  corrispondenti  a queste  due  celerità  debbono 
farsi  equilibrio  . Ma  essendo  queste  due  forze  applicate  in  senso 
contrano  alle  estremità  di  un  filo  inestendibile , perchè  siano  in 
equilibrio  bisogna,  che  siano  eguali.  Si  avrà  dunque  ($3  ) 
m ( gdt  — de  ) = m'  ( gdt  — de'  ). 

Di  più  c , e c'  sono  eguali , ma  han  segni  contrarj , perchè  A , 
e B si  muovono  in  senso  opposto  con  egual  velocità.  Dunque 
c-^-«?*r=:o;<ic’=3  — de.  Sostituendo  dunque  nell’  equazione 
precedente  questo  valore  di  de'  si  trova 

de  = — t gdt  : e integrando 

m-\-  m' 


m 


AgtJrV> 


m -f-  m' 

p è una  costante,  che  esprime  la  celerità  iniziale  del  corpo  A. 

Dicendo  poi  x la  distanza  di  questo  corpo  da  nn  putito  preso 
ad  arbitrio,  per  es.  dal  punto,  in  cui  il  filo  si  stacca  dalla  pu- 

Icggia , sarà  c ~ ~ j dx  = cdt , e sostituendo  in  questa  equa- 


zione il  valore  di  c ottenuto  dalla  superiore,  avremo  integrando 
m — m'  et* 

x — r — - -f-  pt  -I-  q , 

ni  -J-  m 2 ~ r ~ n 

essendo  q una  costante  eguale  al  valore  di  x al  principio  del  moto. 

1 Avremo  in  seguito  altre  occasioni  di  prevalerci  del 
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principio,  di  cui  ci  siamo  prevalsi  per  la  soluzione  di 
questi  problemi . Intanto  dopo  avere  stabiliti  i princi- 
pi fondamentali  della  Statica,  e della  Dinamica,  sa- 
rà opportuno,  ebe  brevemente  esponghiamo  le  dot- 
trine , che  più  interessan  la  Fisica  tra  quelle , che 
costituiscono  queste  due  principali  parti  della  Mec- 
canica . <■ 

CAPITOLO  XIII. 

Del  Centro  di  Gravità. 

196.  Da  quanto  abbiamo  detto  nel  capitolo  VI.  si 
rileva  , che  la  gravità  è una  forza  inerente  a tutte  le 
minime  particelle  dei  corpi j è proporzionale  alla  loro 
massa;  e gli  spinge  sulla  superficie  terreste  con  dire- 
zioni verticali  , che  in  piccole  distanze  si  prendono  per 
parallele.  Perciò  ogni  corpo  può  meccanicamente  esser 
considerato  come  un  complesso,  o sistema  di  elementi 
materiali  sollecitati  da  forze  parallele.  Questo,  come 
qualunque  altro  sistema  di  forze  parallele  debbe  ave- 
re il  suo  centro  d’equilibrio , per  cui  passi  la  risultan- 
te di  tutte  , e intorno  a cui  esso  stia  in  perfetto  equi- 
librio, se  alla  risultante  venga  direttamente  opposta 
una  forza  eguale.  Ora  questo  centro  d’equilibrio  de’ 
corpi  dicesi  da’Meccanici  Centro  di  gravità.  Le  rette, 
o i piani,  che  passando  pel  centro  di  gravità  vanno  da 
un’  estremità  del  corpo  all’altra,  diconsi  diametri  t o 
piani  di  gravità.  Si  esprime  dunque  colla  parola  Cen- 
tro di  gravità  quel  punto  dei  corpi,  per  cui  passando 
la  risultante  della  gravità  delle  loro  parti , se  vi  si  ap- 
plichi una  forza  eguale,  e direttamente  opposta  alla 
medesima , essi  stanno  in  equilibrio. 
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Dunque 

197.  I.  In  quanto  all’effetto  è indifferente  di  coiv 
siderare  la  gravità  sparsa  in  tutte  le  parti  del  corpo, 
o riunita  tutta  nel  centro  di  gravità , essendo  1’  effetto 
della  risultante  eguale  a quello  delle  forze  componenti. 

198-  IL  La  posizione  del  centro  di  gravità  di  un 
corpo  potrà  determinarsi  col  metodo  stesso,  con  cui 
abbiamo  determinato  sopra  ( i65  ) la  posizione  del 
centro  d’equilibrio  d’un  numero  qualunque  di  forze 
parallele  riferendola  a tre  piani  perpendicolari  fra  loro. 
Se  le  forze  di  gravità,  o i pesi  elementari  delle  mini- 
me parti , da  cui  risulta  un  corpo  dicansi  p,  p',p"  , 
ec.  P la  loro  risultante,  o il  peso  del  corpo;  le  coor- 
dinate dei  punti,  cui  si  considerano  applicate  dicansi 
X ,y  , z ; e x\  x",  ec.  y* , ec.j  z‘ , z",  ec.;  e siano 
X , JT,  Z le  coordinate  del  centro  di  gravità  di  tutto 
il  corpo  parallele  respettiva mente  agli  assi  delle  x , 
y , z , avremo  ( i65  ) 

px  -Ipx  -y  pr  = 2 py  -,  PZ  = 2 pz  -, 

x-lP£-r—  ìlBZ..  z 

x~~  p ’ p * p 

Quindi  concluderemo,  che  la  distanza  del  centro  di\ 
gravità  di  un  corpo  da  ognuno  dei  detti  tre  piani  è e- 
guale  alla  somma  dei  momenti  di  tutte  le  forze  ele- 
mentari di  gravità  ad  essi  respettiva  mente  riferiti  divi- 
sa per  la  somma  di  tutte  le  forze. 

Dunque 

199.  i°.  In  un  corpo  non  può  essere,  che  un  solo 
centro  di  gravità , giacché  essendo  lineari  le  coordina- 
te nelle  equazioni  superiori,  che  ne  determinano  la 
posizione , esse  non  possono  avere,  che  un  valore . 

a°.  La  varia  densità  non  meno,  che  la  varia  dispo- 
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sizione  delle  parti,  o sia  la  varia  figura  del  corpo  fa- 
cendo variare  i momenti  delle  forze  d’  ogni  parte , 
dee  faf  variare  la  posizione  del  centro  di  gravità . 

200.  III.  Un  corpo  sospeso  per  mezzo  d’un  filo  ri- 
gido fissato  nel  suo  centro  di  gravità,  o in  un  qualun- 
que punto,  che  sia  in  linea  verticale  col  medesimo 
resterà  affatto  immobile  in  qualunque  situazione , poi- 
ché il  punto , cui  è appeso  il  filo  in  tal  'caso  fa  T effet- 
to di  una  forza  eguale , ed  opposta  alla  risultante  del- 
la gravità,  la  cui  direzione  passa  verticalmente  per 
detto  punto.  Ma  se  il  centro  K ( Fìg.  19  ) di  gravità 
non  si  trova  nella  verticale  stessa  col  punto  F di  so- 
spensione; finché  non  vi  si  sia  ridotto,  il  corpo  non 
cesserà  di  rotare , e K di  scendere.  In  fatti  risolvendo 
la  risultante  KR  della  gravità  del  corpo  nelle  due 
KM  presa  nella  direzione  del  filo,  e KN  reciprocamen- 
te normali;  la  porzione  KN  resterà  distrutta  dall’a- 
zione, che  per  mezzo  del  filo  rigido  esercita  sul  corpo 
il  punto  F;  ma  la  porzione  KM  obbligherà  il  corpo  a 
rotare  intorno  ad  F , finché  KR  non  venga  a coinci- 
dere con  FS  ; nel  qual  caso  essendo  tutta  la  gravità 
distrutta  dall’  azione  del  punto  di  sospensione  F , il 
corpo  dovrà  restare  immobile,  estinta  che  sia  la  cele- 
rità, che  ha  aquistata  rotando.  Lo  stesso  discorso,  vale 
per  il  caso,  che  K sia  pivi  alto  di  F ; e generalmente 
per  qualunque  caso,  in  cui  il  centro  di  gravità  non  sia 
situato  nella  stessa  verticale  col  punto  di  sospensio- 
ne. Quindi 

io».  i°.  Deducesi,  che  il  centro  di  gravità  d’un 
corpo  considerato  come  un  complesso  d’  altrettanti 
corpiceioli,  quante  ne  sono  le  parti , quando  esso  sia 
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ridotto  all’ equilibrio  è sempre  più  alto,  q più  basso, 
che  sia  possibile. 

Per  dimostrare  direttamente  questo  teorema  suppoughiamo  , 
che  dalle  parti  del  corpo,  le  quali  possono  riguardarsi  come  i 
diversi  punti  d’  applicazione  delle  forze,  o.pcsi  p , p'  , p'1  , ec. 
ad  esse  proporzionali , e agenti  in  direzioni  fra  loro  parallele  si 
abbassino  delle  normali  z , z1,  z"  , ec.  sopra  un  piano  orizzonta- 
le preso  ad  arbitrio.  E chiaro,  che  queste  rette  rappresenteranno 
le  direzioni  delle  forze  p , p*  , p"  , ec.  Le  loro  lunghezze  varie- 
ranno, se  veuga  impresso  al  sistema  un  moto  verticale  infini- 
tesimo , e i loro  accrescimenti , o decrementi  potranno  prendersi 
per  le  velocità  virtuali  de’ punti  d’applicazione  stimate  nel  senso 
delle  direzioni  di  dette  forze.  Chiamando  dunque  dz  , dz[  , dzu  , 
ec.  questi  accrescimenti,  o decrementi,  il  principio  delle  celerità 
virtuali  ci  da  l’equazione  ( i84  ) 

pdz  p'dz'  -f-  p"t/zn  -f-  ec.  “ o . 

E siccome  le  forze  p , p'  , p"  , ec.  sono  in  questo  caso  costanti 
( 57  ) } l’equazione  precedente  si  può  porre  sotto  la  forma 
d ( pz  -f-  pV  -j-  p"z"  -J-  ec.  ) = o $ 
e quindi  deducasi  secondo  la  teorica  de’ massimi,  e de’minimi, 
che  la  quantità  p z p'  p"  z11  ec.  è un  massimo , o 
un  minimo. 

Ma  chiamando  Z l’ordinata  verticale  del  centro  di  gravità  del 
sistema  intero,  o del  corpo, abbiamo  (.  P P'  -4“  ec.  ) Z 

= pz  -4 - p'  z'  -|-p11  z"  -j-  ec.  ( 198).  Essendo  poi  p , p'  , p11, 
ec.  quantità  costanti  sarà  dZ  ~ o,  e l’ordinata  Z sarà  un  massi- 
mo,© un  minimo:  ciò  che  verifica  il  teorema  sopra  enunciato, 
che  si  conosce  sotto  il  nome  di  teorema  del  Torricelli. 

20 2.  20.  Si  deduce  pure  dall’  enunciato  principio 
un  metodo  meccanico  per  determinare  la  posizione 
del  centro  di  gravitò  in  un  corpo. 

Si  sospenda  questo  corpo  per  mezzo  di  un  ilio  fis- 
sato in  un  punto  della  sua  superfìcie,  e si  lasci  ridurre 
in  equilibrio.  Dipoi  si  fissi  il  filo  in  un  altro  punto  qua- 
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lunque,  purché  non  diametralmente  opposto, e si  lasci 
pure,  che  il  corpo  si  riduca  all’eqtìiliJ>rio.  Se  si  traccia- 
no nell’  interno  del  corpo  due  linee,  che  siano  il  pro- 
lungamento dei  due  fili  di  sospensione  nelle  due  posi- 
zioni, il  centro  di  grav  ita  dovendosi  trovare  in  ambe- 
due queste  linee  sarà  nel  punto , dove  esse  s’interse- 
cano. 

ao3.  Ma  questo  metodo  vuoisi  adoprare  soltanto 
quando  si  cerchi  il  centro  di  gravità  di  corpi  total- 
mente irregolari  sì  per  la  figura , come  per  la  densità. 
Che  se  siano  regolari,  ed  omogenei , la  Geometrìa  da 
de’ semplici,  ed  eleganti  metodi  per  trovarne  il  centro 
di  gravità  senza  alcuna  operazione  meccanica. 

ao4*  Noi  pertanto  all’oggetto  di  poterci  prevalere 
di  questi  metodi,  cominceremo  dal  supporre  i corpi 
di  densità  uniforme,  o omogenei.  In  tale  ipotesi  i pesi 
F,  p , p\  p “ , ec.  sono  proporzionali  ai  volumi  V % v , 
v1  , , ec.  e potranno  questi  sostituirsi  a quelli  nelle 

equazioni  del  n°.  198.  Avremo  perciò 

yX  — 2 vx  } F F = 2 vy  ; WZ  = 2 vz  : c 

y=~;  r=*V_.z=Ì!2'.  . 

r f r 

• 2o5.  Ciò  premesso  riesce  ben  facile  di  determina- 
re la  posizione  del  centro  di  gravità  ne’  diversi  corpi, 
che  noi  supponghiamo  di  figura  regolare.  Imprenden- 
do queste  determinazioni  ci  troveremo  nel  caso  di 
ricercare  il  centro  di  gravità  di  linee,  e superficie,  che 
considerate  come  si  considerano  in  geometrìa  son  pri- 
ve affatto  di  gravità.  Per  dare  un  senso  a tali  ricerche, 
bisogna  avvertire,  che  si  riguardano  i punti,  che  co- 
stituiscono queste  linee,  e superficie  come  caricati  tut- 
ti di  pesi  eguali, ,0  stirati  da  eguali  forze  parallele. 
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ió6.  Cerchiamo  pertanto  il  centro  di  gravità  di  unàu 
linea  rètta.  Dovendo  questo  dividerne  la  lunghezza  in 
due  parti  egualmente  pese , è chiaro , che  debbe  essere 
nel  suo  mezzo. 

207.  Dal  che  si  deduce,  che  se  una  linea  divida  pel 
mezzo  tutte  le  sezioni  parallele  di  una  figura  piana  o- 
mogenea , i centri  di  gravità  di  tutte  le  sezioni  cade- 
ranno  in  quella  linea,  in  cui  pure  si  troverà  il  centro 
di  grjjvità  della  figura.  Che  se  vi  sarà  una  seconda  li- 
nea , che  tagli  essa  pure  pel  mezzo  un’  altra  serie  di 
sezioni  parallele,  anche  in  questa  seconda  linea  sarà  il 
centro  di  gravità  della  figura,  e però  sarà  nel  punto 
d’intersezione  delle  due  linee.  Quindi 

208.  i.°  Nel  cerchio  ( Fig.  20  ) ADGd,  in  cui  il 

diametro  AG  taglia  pel  mezzo  tutte  le  sezioni  paral- 
lele alla  corda  MN , che  sono  ad  esso  normali , ^il 
diametro  Dd  tutte  le  sezioni  parallele  alla  corda  Ff  a se 
normale,  il  centro  di  gravità  sarà  nel  punto  dell’in- 
tersezione de’  due  diametri,  vale  a dire  nel  centro 
della  figura . • 

209.  20.  Nel  parallelogrammo  APMQ  ( Fig.  21)  il 
centro  di  gravità  si  troverà  nel  punto  medio  O della 
figura,  in  cui  s’intersecano  le  linee Gg,  Rr,  che  per 
costruzione  dividono  pel  mezzo  respettivamente  i la- 
ti AP,  AQ,  e tutte  le  sezioni  loro  parallele  Tt,  Vv. 

210.  3°.  Se  nel  triangolo  CAD  ( Fig.  22)  dagli 
angoli  A,  C si  tirino  le  rette  AB,  CF  sul  mezzo  dei  la- 
ti opposti,  esse  taglieranno  in  mezzo  respettivamente 
tutte  le  linee  parallele  ai  lati , su  cui  cadono  j e perciò 
uel  punto  K della  loro  intersezione  sarà  il  centro  di 
gravità.  Ora  condotta  FE  parallela  ad  AB , si  ha  FD  : 
AD::  ED:  BD . Ma  FD  = '/»  AD.  Dunque  anche 
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ED  = ’/»  BD , e BE  = ED . Ma  BD  = */,  CD.  Dunque 
ED  = */4  CD 5 e perciò  CE  = % CD.  Ma  CF  : CK  : : 
CE  : CB  . Dunque  CF  :*CK  : : y*  CD  : %/^  CD  ::  3 : 2 ; 
cioè  CK  = */i  CF  ; KF  = */j  CF . Così  ancora  può 
dimostrarsi,  che  BK  = */s  BA,  KA  = */s  BA.  Dun- 
que in  ogni  triangolo  conducendo  da  un  angolo  al 
mezzo  del  lato  opposto  una  retta  , sarà  il  centro 
di  gravità  del  triangolo  in  quel  punto  di  questa  ret- 
ta , che  è lontano  */s  della  retta  stessa  dall’  angolo , e~ 
*/5  dal  lato  opposto . 

211.  Dopo  ciò  facilmente  si  determina  >1  centro 
di  gravità  della  piramide,  e del  cono.  La  piramide  può 
considerarsi  come  un  ammasso  di  tanti  piani  simili , 
che  vanno  successivamente  , e proporzionalmente  di- 
minuendo. È chiaro,  che  i centri  di  gravità  di  questi 
piani  debbono  essere  sovrapposti,  e conseguentemente, 
che  una  linea  alzata  dal  centro  di  gravità  della  base 
fino  al  vertice  dovrà  passare  pei  centri  di  gravità  de- 
gli elementi  della  piramide.  Possono  le  piramidi  esser  > 
triangolari , o poligone . Consideriamo  primieramente 
le  triangolari . Ognuno  dei  tre  piani  triangolari  ester- 
ni della  piramide  può  servire  di  base  ; e conseguente- 
mente se  dal  centro  di  gravità  di  uno  qualunque  tra 
questi  piani  triangolari  si  alzi  una  retta  fino  al  verti- 
ce opposto , questa  dovrà  passare  pel  centro  di  gravi- 
tà di  tutti  i piani,  che  li  sono  paralleli . Perciò  il  cen- 
tro di  gravità  dell’  intera  piramide  debbe  esser  nel 
punto,  in  cui  s’intersecano  due  rette,  o diametri  di 
gravità  condotti  dai  vertici  ai  centri  di  gravità  dei  pia- 
ni opposti . Pertanto  tirate  le  rette  AH , CF  ( Fig.  23  ) 
dai  vertici  A,  C della  piramide  ABCD  ai  centri  di  gra- 


Digitized  by  Google 


i ;ì8 

\ità  II,  F dei  piani  opposti,  si  conduca  la  linea  HF  . 
Abbiamo  EF  = l/$  AE  , EH  = '/i  CE  (2 1 o)  ; e per- 
ciò EF:  EH::  EA:  EC  . Duftque  sono  simili  i trian- 
goli EFH  , EÀC;  e perciò  16.  FE  ; AE  ” FH  : AC, 
onde  FH  = ‘/i  AC.  20.  L’angolo  FHE  = ang.  ACE, 
onde  FH  è parallela  ad  AC . Quindi  sono  simili  i trian- 
goli FIH,  AIC;  onde  si  ha  FH  : ÀC  ::  IH:  IA;  e 
perciò  IH  = */5  AI  ; 3 IH  — AI  $ A1I  ( = Al  + IH  ) 
= 4 IH.  Onde  IH  = */4  AH  ; cioè  il  centro  di  gravi- 
tà di  una  piramide  triangolare  è lontano  dalla  base  un 
quarto,  dal  vertice  % di  tutta  l’altezza. 

Se  la  base  della  piramide  sia  poligona,  si  concepi- 
rà di\isa  in  tanti  triangoli , e si  troverà  il  centro  di  gra- 
vità d’ognuno.  Cosi  la  data  piramide  poligona  potrà 
considerarsi  come  un  complesso  di  tante  piramidi 
triangolari  , quanti  ne  sono  i triangoli  della  base  . 
Se  per  tanto  dal  vertice  della  data  piramide  si  abbas- 
si una  linea  sul  centro  di  gravità  della  base  poligona, 
e per  questa  linea  alla  distanza  di  s/+  della  sua  lun- 
ghezza misurati  dal  vertice  si  faccia  passare  un  piano 
parallelo  alla  baie,  è chiaro,  che  questo  piano  seghe- 
rà alla  distanza  dal  vertice  di della  loro  respettiva 
lunghezza  tutte  le  linee,  che  dal  vertice  stesso  si  ab- 
basseranno su  i centri  di  gravità  di  ogni  triangolo,  in 
cui  è divisa  la  base  : perchè  i segmenti  de’  lati  de’  trian- 
goli tagliati  da  piani  paralleli  alla  base  hanno  un’  e- 
gual  ragione  ai  lati  interi.  Questo  piano  dunque  pas- 
serà pel  centro  di  gravità  di  tutta  la  piramide. 

Ma  pel  centro  dell’intera  piramide  passa  pure  la 
linea  condotta  dal  vertice  sul  centro  di  gravità  della 
base,  per  quello,  che  dicemmo  sopra.  Dunque  il  een- 
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tro  di  gravità  dell’  intera  piramide  sarà  nel  punto  d’in- 
tersezione di  questo  piano , e di  questa  linea  , cioè  alla 
distanza  dal  vertice  di  3/4  della  sua  lunghezza . 

/)ra  il  cono  è una  piramide,  che  ha  per  base  un  cer- 
chio , cioè  un  poligono  d’  infiniti  lati  infinitesimi. 
Dunque  anche  nel  cono  il  centro  di  gravità  sarà  a s/4 
della  lunghezza  di  quella  retta,  che  dal  vertice  si  ab- 
bassa sul  centro  di  gravità  della  base. 

21 3.  Ma  con  maggior  eleganza,  e semplicità  può  determi- 
narsi la  posizione  del  centro  di  gravità  de’ corpi  omogenei , e re- 
golali per  mezzo  delle  formule  algebriche  . 

Cerchiamo  il  centro  di  gravità  di  una  linea  di  doppia  curva- 
tura data  dalle  sue  due  equazioni . Ci  prevarremo  a tal  uopo 
del  teorema , e delle  formule  generali  dei  nn.  ig8 , lo/\  , e per 
adattarle  al  caso  attuale  avvertiremo  , che  in  una  linea  di  doppia 
curvatura  la  lunghezza  dell’elemento  ds corrispondente  alle  coor- 
dinate x,  y , z è espressa  per  la  formula  J/  ( dx1~\~dy7-\-dz'1  ) ; 
onde  se  ne  ha  la  lunghezza , o porzione  finita 
s—  f y ( dx^dy^dz1  ). 

Ora  siccome  generalmente  nei  corpi  omogenei,  o di  densità 
costante,  il  peso  è proporzionale  ai  volumi  ( 49  » 3°  ) aviemo 
nel  caso  attuale  il  peso  elementare  p projftirzionale  alla  lunghez- 
za elementare  J/  ( dx%-\-dy‘l-\~dz%  ) , e il  peso  finito  P propor- 
zionale alla  lunghezza  finita  fy  (dx*-\-dy*-\-dzt')-  Perciò  il 
prodotto  C rf/  ( dx'-\-dy%-\-dz%}  ~1px  sarà  il  momento  d P 
riferito  al  piano  delle  zy,  ei  momehti  riferiti  agli  altri  due  pia- 
ni xz , yx  saranno 

fyV  ( dx*-ydy*-\~dzt  ) =Ipy, 

J\y  ( dx*-\-dy%-\-dz‘l  ) pz . 

Dunque  la  posizione  del  cercato  centro  di  gravità  sarà  deter- 
minata dall’ equazioni 

y AVJ  dx*-\-tIjr*-\-dz*  ) _ 

~ry  (dx'+dy'+dz*  > ’ 
jyy  (dx^-dy+dz*  ) . 

r=fV  ( dx'+dy'+dz*  y 
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Z — fzV  C ) 

f V (dx'-ydy'-^-di1  ) 

Le  equazioni  particolari  della  linea , che  si  considera  sommi- 
nistreranno i mezzi  di  ridurre  ad  una  sola  le  tre  variabili , che 
entrano  nelle  superiori  espressioni  generali , e le  integrazion?  e- 
satte , o approssimate,  che  potranno  ottenersi  ci  condurranno  a 
determinare  il  punto  cercato . 

2i4-  Supponghiamo  per  far  la  più  semplice  applicazione  par- 
ticolare di  queste  equazioni , che  la  linea  proposta  sia  una  retta 
delle  equazioni y=ax^-  •, zz^b  x-\-b' avremo  dy~adx  A da", 

J/ (dT'Jf-dy'-^-d r*)—d r-y ( i e Conseguentemente 

fy  (ilx%-\^y*+dz*)=xxy(i-^aa-\-bby\-C  j 
f xy (jlx'-\-dy’'-\-dzx')x=:' /%xxy (\-\-aa-\.bb')-\-(?  ; 
fyV (‘lx‘t-\-dyi-\-dz%)z=(j/,axxdra'x)y( 1 •^~aa-\-bb')-\-Cn  ; 

,f  z\/  (dx'-i^dyiJ^-d  z*)zxQ/%b  xx-\-b 1 x)  f/  ( 1 -\-aa  +^)+C"; 
essendo  C , C{ , C' 1 , C1’1 , ec.  costanti  arbitrarie . Indicando  con 
A ,e  B i valori  di  x relativi  ai  punti  estremi  della  retta  , di  cui 
si  cerca  il  centro  di  gravità,  i valori  degl’integrali  definiti  presi 
tra  questi  limiti  saranno 

fyidx'+dyJr  dz')-=(A — 2?)J/(i-|-  aa  -f -bb)  ; 

fxy(dx'  ±dy*  ^z'\='/t(AA—BB)y(  1 f «af  bb)  ; 
fyy(dx*+  dy'  +dzt)=[‘/t(AA-BB)a-\-  (A— B)a']  X 

|/(l-f  aadfbb)', 

. r t J/(</zr4-  dy'+  dz')=£/%(AA-BB)b  +(A—B)b  ']X 
VO+aa+bb).  • , 

Sostituendo  per  tanto  questi  valori  nell’ equazioni  generali 
del  n°.  precedente , e riducendo  , averemo 

x='A(A+B)i  r=z>/.a(A+B)+a'-, 

z=yU(^+B)  + ù' 

Queste  coordinate  appartengono  al  mezzo  della  retta  data  ; e 
conseguentemente  il  centro  di  gravità  di  una  linea  retta  è 
nel  suo  mezzo . 

2 1 5.  Supponendo  ora  , che  la  linea  considerata  sopra  come 
di  doppia  curvatura  ( It3  ) sia  una  curva  piana,  e che  il  suo 
piano  sia  uno  di  quelli  delle  coordinate,  per  es  . delle  x.y  , avre- 
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mo  z— 20;  dz  =0;  Z = o ; e la  posizione  del  centro  di  gravità 
sarà  determinata  dalle  due  equazioni 

v faV  C <*ar«+<ir») . 

F ./.tV  (<***+<*/*) . 

/V  + 

Che  se  inoltre  si  supporrà  , che  questa  curva  sia  tagliata  in 
due  parti  simili  da  una  retta  in  modo  ; che  si  trovi  sulla  mede- 
sima il  centro  di  gravità  , prendendo  questa  retta  per  asse  delle 
x , avremo  Vz=  o , e il  centro  di  gravità  sarà  determinato  dalla 
sola  equazione 

..  f*Vtd*+dy) 

X-fV(dx'+ dy") 

ai 6.  Per  fare  un’  applicazione  di  questa  formula  , sia  la  figu- 
ra , di  cui  si  cerca  il  centro  di  gravità  un  arco  circolare  MAIS 
( Fig.  io  ) del  raggio  a . Diviso  nel  mezzo  quest’arco  col  rag- 
gio C A , è chiaro , che  essendo  li  due  archi  A M , A N eguali , 
e simili  perfettamente , il  loro  comun  centro  di  gravità  K. , cioè 
il  centro  di  gravità  dell’  intero  arco  M N sarà  in  un  punto  del 
raggio  C A ; onde  basterà  determinare  la  sola  Y,  o la  distanza 
a.  k — fxV (dx'+dy1  ) 
fV  tdx'  + djr') 

Per  il  quale  oggetto  riflettasi , che  per  la  natura  del  cerchio 
si  ha 

V ax—xxy 

onde  sostituendo , 

/axdx  . Cd  ajlx (adx-xdx)\ 

v ( lax—xx  ) _ ./  'V  ( lax-x^y  y(lax-xx)  I 

A 1V~ — — — 

adx  f adx 

Y ( OMX XX  ) J y (2flX XX  ) 

Ora  essendo  a d— — - la  differenziale  di  are.  sen.  v.  xj 

y yxax-xx) 

e adx  — xdx  la  differenziale  di  y(p.ax  — l’integrale  della 
detta  formula  sarà 


. „ / are.  sen.  v.  x — y (ut 

Ali  = « * — 

\ are.  sen.  v.  x 
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a are.  sen . v.  x — a */(a«r-r>) 
a are.  sen.  v.  x 

a(  are  . MA  N — MS  ) 

are.  MAN 


) 


Non  aggiungiamo  a questa,  ed  alle  seguenti  simili  integrazioni  la 
costante,  che  sarebbe  evidentemente  ~ o . 

Che  se  si  voglia  la  distanza  del  punto  K dal  centro,  avremo 

(«.arc.MAN+/i.MN)  a.MN  * 

LA A I\ & — - - * 

are.  MAN  are.  MAN 

Dunque  il  centro  di  gravità  d’un  arco  MA  N è distante 
i°.  dal  suo  punto  medio  A per  una  porzione  del  diametro,  che 
passa  per  A eguale  al  raggio  moltiplicato  per  la  differenza  tra 
l’arco  stesso,  c la  sua  corda  ,e  diviso  per  1’  arco  ; V.  dal  centro 
per  una  quantità , che  è quarta  proporzionale  dopo  1*  arco , il 
raggio  , e la  corda. 

217.  Vogliasi  in  secondo  luogo  il  centro  di  gravità  dell’area 
ACR  ( /*Yg.  21  ) determinata  da  un’equazione  tra  le  coordinate 
ortogonali.  Condotti  gli  assi  rettangolari  AB,  AE.che  saran  quel- 
li delle  coordinate  , si  tirino  parallele  all’  asse  AE  le  due  MP , 
inp  infinitamente  vicine,  e sia  A P — r , P\1  z=z  y , onde  sia  l’ 
area  infinitesima  Mp  zxl  ydx  elemento  dell’area  ACB.  L’area 
Mp  per  essere  infinitesima  può  considerarsi  come  una  linea, e può 
conseguentemente  supporsi  il  suo  centro  di  gravità  G nel  mezzo 
della  sua  lunghezza,  o sia  Gp  — '/*  y ( 2i4  )• 

Siano  X , Y le  coordinate  del  centro  di  gravità  della  data 
area  respettivamente  parallele  agli  asii  delle  x,  e delle  y ■ Essen- 
do Cydx  l’espressione  dell’area;  xyclx  il  momento  dell  ele- 
mento riferito  all’asse  delle  y ; e fxydx  la  somma  di  tutti  i 

. _\  fxydx 

moment»  riferiti  al  medesimo  asse,  avremo  (21 3)  X—'  » 

e nella  stessa  guisa , per  esser  y la  distanza  del  centro  di  gra- 

• « j /yv^j 

vita  dell’elemento  dall’asse  delle  x , avremo  Y = • 

/ 2 ydx 

Il  punto , cui  convengono  queste  due  coordinate  sarà  il  centro  di 
gravità  della  data  area.  Se  duuque  presa  sull’  asse  AE  delle y la 
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fyydx  . 

porzione kTzx:'-——-  , si  tiri  prallelamente  ad  AP  la  TK1;  e 

fxydx 

presa  sull’asse  ÀP  la  porzione  ÀK  — , si  alzi  paralle- 

lamente ad  AE  la  linea  KR'  , il  punto  K1  della  loro  intersezio- 
ne sarà  il  cercato  centro  di  gravità. 

Ecco  alcune  applicazioni  particolari  di  queste  formule  gene- 
rali. 

318.  ima.  Sia  l’area  un  triangolo  AMP.  Essendo  dato  il  trian- 
golo, sarà  data  pure  la  ragione  dei  suoi  lati.  Suppònghiamn , 
che  sia  AP  ( xx  x ) : P.M  ( r=: y ) J*  ni  : n . Dunque  y xx 


' — . Sostituendo  questo  valore  di  y nelle  formule  generali , e in- 
tegrandole, avremo  X xx  TK1  — %/i  x ; e Y xx  KlK  l/sy- 
Dunque  il  centro  di  gravità  del  triangolo  è nel  punto  K,  clic  si 
determina  prendendo  IR*  :=  */j  AP  , e conduccndo  parallela  a 
PM  la  RR1  =*/5  MP. 

319.  3da.  Sia  l’area  un  parallelogrammo  APMG.  Potrà  con- 
siderarsi y come  costante  , e così  integrando  le  formule  gene- 
rali (317),  avremo  X xx  */,  x,  e Y xx  '/,  y;  cioè  il  centro  di 
gravità  del  parallelogrammo  è nel  mezzo  di  esso. 

330.  3za.  Sia  1’  area  APM  una  parabola  dell’equazione  y * m 
x.  Sarà  dx  xx  lydy  5 onde  sostituendo  questo  valore  nelle 
formule  generali  (317),  e integrandole,  avremo  X — TK1  xx 
*/s  yfxx  ’/s  x ; Y XX  3 /a  y ; cioè  il  centro  di  gravità  della 
parabola  si  determina  prendendo  TRl  — 5/s  AP  ; e conducendo 
parallela  ad  EM  la  retta  RR*  xx  s/g  PM . 

331.  Vogliasi  in  terzo  luogo  il  centro  di  gravità  R di  un  so- 
lido generato  dalla  rivoluzione  della  linea  AMC  intomcf  ad  AB. 
Sia  AP  = x',  PM  xx  y ; 1 : rr  la  ragione  del  diametro  alla  pe- 
riferìa. E evidente,  che  il  centro  R di  gravità  debbe  esser  nell’ 
asse  AB  del  solido , onde  per  determinarne  la  posizione , basterà 
trovare  il  valore  della  sua  distanza  dall’  asse  AE  . L’  elemento 
di  un  solido  di  rivoluzione  e 7 y dx  ; onde  il  momento  rife- 
rito all’asse  AE  ne  sarà  7T  X y y d y , e la  distanza  AR  xx 
Ttf  xyydx 

nC yy dx 
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Ecco  alcune  applicazioni  di  questa  formula  . 

222.  ima.  Sia  il  solido  un  cono  retto.  Sarà  in  tal  caso  un 
triangolo  la  figura  generatrice  ABC, e se  l’angolo  CAB  dicasi 
b , e sia  AB  zz  x J sarà  CB  zzy  zz  x tang.  b.  Sostituendo 
nella  formula  generale  questo  valore  di  y,e  integrandola, avremo 
AK  = 3/4  x'y  e il  centro  di  gravità  del  cono  si  troverà  prenden- 
do AK  = % BA. 

223.  2da.  Sia  il  solido  un  segmento  di  sfera  del  raggio  a . 
Sostituendo  lax  — xx  invece  di  yy,  e integrando  avremo  AK  = 

Sax  — 3x* 


12  « — £r 

224.  Vogliasi  finalmente  il  centro  di  gravità  di  una  superfi- 
cie curva  prodotta  dalla  rivoluzione  della  linea  AMC  intorno  al- 
l’asse AB . È evidente,  che  questo  pure  dee  trovarsi  nell’  asse 
AB  , onde  basterà  determinarne  la  distanza  dall’asse  AE.  Per  il 
quale  oggetto  è da  notarsi , che  l’ elemento  gravitante  è in  tal 
caso  eguale  alla  zona  prodotta  dalla  rivoluzione  dell’arco  infini- 
tesimo Mmzrds;  zona,  che  è la  superficie  d’un  piccol  tronco  di 
cono.  Ora  la  superficie  del  cono  troncato  è eguale  al  prodotto 
del  resto  dell’apotema  nella  circonferenza  media  proporziouale 
aritmetica  tra  quelle  delle  basi  . Questa  circonferenza  nel  caso 
nostro  è 2 n y dy  ) ~ 2rry  , e ds  il  resto  dell’  apotema , 
onde  la  superficie  generata  dall’elemento  ds  sarà  iTtyds  ■ Dun- 
que al  solito  fatto  AP  x , avremo  ( 198  ) 

'ntfxyds fxyds  * 

. 2 7t  Ty  ds  fyd s 

Ecco  alcune  applicazioni  di  questa  formula. 

225.  ima.  Sia  la  superficie  di  un  cono  retto  generato  dalla  ri- 
voluzione della  linea  AC  intorno  1’  asse  AB.  Sarà  AC  zz  s , 

— y » AB  zz  x , e detto  b l’angolo  CAB , abbiamo,  come  è 

noto,^  =5  x tane,  b,  e s zz  — —, - i ds  zz  =-•  Sostituendo 

cos.  b cos.  b 

dunque  nella  formula  generale  questi  valori  di  y,  e dis , riducendo, 
e integrando,  troveremo  AK  zz*/sx . Determinasi  dunque  il  cen- 
tro cercato  prendendo  AK  — yj  AB. 

226.  2za.  Sia  la  snperficie  d’nn  segmento  sferico  generato 
dalla  rivoluzione  dell’arco  AMC  intorno  l’asse  BA } sarà  CB  zzi 
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adx 


AB,.y  — x.  È noto  ,che  ds  — — $ onde  sostituendo  c integran- 
do, VK  rs  */,  x ; cioè  il  centro  di  gravità  è nel  mezzo  di  AB. 

227.  3za.  Sia  la  superficie  convessa  di  una  Paraboloide  gene- 
rata dalla  rivoluzione  dell’arco  parabolico  AMC  intorno  l’asse 
AB.  Abbiamo  nella  Parabola  y*  = x,  e perciò 

2 ydy  ~ dx  , e /\y*dy*  — dx*  ; 
onde  poiché  ds  = Y ( «ix*  -f-  rfy®  ) , avremo  sostituendo  il  va- 
lore di  x,  di  ds,e  di  dx*,é  mettendo  dy‘  fuori  del  segno  radicale 

AK=/^mri£o. 

fy  dy  V ( 4^’  + 1 ) 

Fatto  4.r'  4"  t =:  »*  1 sarà  = z<fz  : ydy  = '/^  zrfz  ; 

y*dy  = */,6  ( s3<Zz  — selz  ) ; e / y^dy  |/  ( 4j*  + * ) — 
'/«s./* ( z4<£z  — z*<£z);come  pure  f ydy  y 4C/1  -f-  0 — 

'fkf*'dz-,  pereto AR  = j ' = — — — 

-f-  <7  “*/to  ((vy* — 1 ) -f*  C-=x  s/s 7»  — */s  x,  determinando  la 
costante  <7  col  far  ^ = o.  Dunque  il  centro  di  gravità  della  su- 
perficie della  Paraboloide  è ai  */j  di  AB. 

228.  Noi  abhiaiqf  fin  qui  supposti  i corpi  omogenei.  Se  tali 
non  siano  può  accadere , che  le  loro  densità  varino  o senza  legge 
determinata , o con  legge  determinata . Siccome  nel  primo  caso 
la  ricerca  del  centro  di  gravità  non  è suscettibile  di  precisione 
matematica  ; così  non  crediamo  opportuno  di  occuparcene , e ci 
limiteremo  a mostrare  con  un  solo  esempio  come  possa  determi- 
narsene la  posizione  nel  secondo  caso. 

La  densità  d’  una  verga  rappresentata  dalla  retta  AB  varj 
come  la  potenza  nsima  della  distanza  dal  suo  estremo  punto  A 
centro  dei  momenti , ed  n esprima  un  numero  intero.  Supposto 
al  solito  in  K il  centro  di  gravità , nel  punto  P la  densità  sia 
M , in  Bsia  m;  e sia  AP  = x,  AB  = b.  Avremo  b*  : xu  mi 

M—  m^—,ed  il  peso  dell’elemento  Pp  sarà  — ( 49  ) J 

« 1 mx 11  * dx 

onde  il  momento  ne  sarà  — $ e perciò  (198)  AK  = 


fxn*'dx 
f x*  d x 
T.  I. 


"4- 1 w *■ 
»+ 2* 


.»  ♦ « t - p 

— ir— -r—  ; C , c sono  due  costanti . 
x"^'-4-c  ’ 

io 
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aag.  Vogliasi  il  centro  di  gravità  di  tutta  la  linea  AB,  avre- 
mo C = o;  c — o , perchè  quando  x — o , svanisce  tanto  il 
numeratore , quanto  il  denominatore.  Dunque  in  tal  caso  fatto 
fi  4*  i 

x — b , sarà  AK  ~ J- — b.  Che  se  si  volesse  il  centro  di  gra- 

zi 

vità  del  segmento  VB  converreblte  avvertire,  che  posto  A V =a  «, 

tutto  svanisce  quando  x ==  a ; onde 

a'**  a "+ » 

C = ; c — j — ; e perciò 

n -p  1 n * 

sostituendo  b invece  di  x , avremo  AK.  ” 

»4- 1 / 

n-|-3  V b ■ +*  ~am  +'  l ' 

a3o.  Fatto  n = o ; la  verga  sarà  omogenea,  e AK  =s  b , 
ovvero  AK  — '/*  ( b a ),come  già  si  sapeva.  Fatto  n = i, 
la  densità,  o il  peso  della  verga  anderà  crescendo  iu  ragione 

t .(j3\ 

della  distanza  da  A , e sarà  AK  =rr  %j%  y— 1 J , ovvero  AK 

*/j  b , supposto  a rxz  o . 

Fatto  n = i , la  densità  della  verga  anderà  crescendo  in  ra- 
gione duplicata  della  distanza  da  A ; e la  %rmula  diverrà  AK  ~ 

’aCIs)  ; e così  di  seguito  . 


»3i.  E qui  non  sarà  inutile  di  notare , che  siccome  una  ver- 
ga, la  cui  densità  vada  successivamente  crescendo  in  una  data 
proporzione  si  puh  considerare  come  una  verga  omogenea  carica- 
ta di  pesi, che  vadano  successivamente  aumentandosi  colla  mede- 
sima proporzione  ; cosi  le  formule , che  si  usano  per  trovare  il 
centro  di  gravità  in  una  tal  verga  , possono  usarsi  ancora  per  tro- 
varlo in  quelle  figure  piane  o solide,  che  si  sa  d’altronde,  che 
debbono  averlo  sull’asse,  e le  cui  sezioni  van  crescendo  colla 
stessa  legge.  Così  l’ipotesi , che  sia  n — i conviene  al  triango- 
lo , à!  trapezio,  e alla  Paraboloide.  Poiché  l*  asse  del  triangolo,  e 
del  trapezio  è gravato  nei  diversi  punti  da  pesi  di  sezioni,  che 
van  crescendo  come  ctesce  la  loro  distanza  dal  vertice}  e l’asse 
della  paraboloide  è gravato  ne’  suoi  varj  punti  da’  pesi  di  circoli, 
che  stanno  tra  loro  come  i quadrati  dell’ ordinate,  e perciò  come 
le  semplici  ascisse  della  parabola  generatrice , cioè  come  le  di- 
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stante  dal  vertice.  Pel  triangolo,  e pella  paraboloide  si  lia  AKzr: 
*/%  AB;  e per  il  trapezio  VxMP  , si  ha  AK  =r  */j  fa- 

cendo come  sopra  AV  =r  a . 

L’ipotesi,  che  sia  n — 1,  conviene  alle  piramidi,  giacche  in 
ima  piramide  le  diverse  sezioni  parallele  alla  base  van  crescendo, 
come  è noto , in  ragione  duplicata  della  loro  distanza  dal  vertice. 
Ma  su  ciò  non  ci  diffonderemo  ulteriormente , giacché  quanto 
abbi  am  detto  fin  qui  del  centro  di  gravità  di  un  corpo  solo  ba- 
sta pel  nostro  oggetto. 

232.  Resta  , che  alcun  poco  parliamo  del  centro  di 
gravità  di  un  sistema  di  corpi . Ora  abbiamo  altrove 
avvertito , che  nel  centro  di  gravità  di  un  corpo  può 
considerarsi  raccolta  tutta  la  gravità  delle  sue  parti , 
cioè  che  il  centro  dì  gravità  d’  ogni  corpo  può  consi- 
derarsi come  il  punto  d’ applicazione  di  una  forza  e- 
guale  al  suo  peso . Dunque  un  sistema  di  corpi  si  può 
riguardare  come  un  sistema  di  forze  eguali  ai  respetti- 
vi pesi  dei  dati  corpi  applicate  ai  loro  centri  di  gravi- 
tà ; e il  centro  dì  equilibrio  di  questo  sistema  di  forze 
come  il  eentro  comune  di  gravità . Quindi  è , che 

233.  I.  Potrà  trovarsi  il  centro  di  gravità  d’un 
sistema  di  corpi  uniti  con  verghe  inflessibili  con  quei 
metodi  stessi  (i 63),  con  cui  mostrammo  sopra,  che 
può  trovarsi  il  centro  di  equilibrio  di  un  sistema  di 
forze.  Senza  trattenerci  qui  a ripeter  ciò,  che  là  dicem- 
mo , noteremo  solo,  che  se  i corpi  sian,  per  es.  due  uni- 
ti per  mezzo  di  una  verga , il  centro  di  gravità  , per 
cui  passa  la  risultante  de’ due  pesi  dividerà  la  verga 
in  due  porzioni  recìproche  ai  pesi  stessi  (i4a)  5 ® per- 
ciò 

234-  II-  Le  distanze  del  comun  centro  di  gravità 
di  due  corpi  dal  centro  di  gravità  particolare  d’ ognu- 
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no  sono  tra  loro  in  ragione  inversa  delle  mas- 

se  (49). 

• Dunque  se  sia  in  C ( Fig.  i!\  ) il  centro  di  gravità  di  due 
corpi  M , m , e per  C si  faccia  passare  il  piano  PQ  , al  qua- 
le si  conducano  le  normali  AQ , BP  dai  centri  di  gravità  dei  corpi 
M , m uniti  colla  linea  rigida  AB  , si  avrà  M.  AC  = m . BC  ; e 
per  la  somiglianza  dei  triangoli  ACQ,  BPC  essendo  AQ:  BP  ** 
AC  : BC , sarà  M.  AQrr:  m . BP. 

* 235.  ID.  Il  centro  di  gravità  di  un  sistema  di  corpi  può  con- 
siderarsi come  il  punto  d’applicazione  della  risultante  dei  pesi  di 
tntti  i corpi  costituenti  il  sistema , pesi  che  hanno  per  punti  di  ap- 
plicazione i respettivi  centri  di  gravità  . E poiché  la  risultante  del- 
le forze  parallele  è eguale  alla  somma  delle  componenti , si  può 
supporre,  che  al  comun  centro  di  gravità  sia  applicata  una  forza 
eguale  alla  somma  di  tutti  i pesi , o di  tutte  le  masse  costituenti  il 
sistema , e che  tutti  questi  pesi , o masse  siano  perciò  le  compo- 
nenti di  detta  forza  . Dunque  alla  somma  di  questi  pesi  applicata! 
al  centro  comune  , e ai  pesi  applicati  a’  respettivi  centri  di  gravità 
si  adatta  il  teorema  , che  sopra  stabilimmo  (i57)  relativamente  ai 
momenti  della  risultante,  e delle  componenti,  vale  a dire  il  mo- 
mento della  risultante  , o della  somma  di  tutti  i pesi  costi- 
tuenti il  sistema  applicata  al  centro  di  gravità  ( per  usare 
un’  espressione  compendiosa  chiameremo  TI  questo  momento  ) è 
eguale  alla  somma  , o alla  differenza  de ’ momenti  delle 
componenti  ,cioè  de’  pesi  riferiti  allo  stesso  piano  , secondo 
che  questo  piano  si  suppone  al  di  là,  o tra  i corpi  costituen- 
ti il  sistema  . 

In  fatti  sia  P*  Q1  un  piano  al  di  là  dei  due  corpi  M ,m,  che 
hanno  in  C il  comun  centro  di  gravità.  Si  condnca  per  C il  piano 
PCQ  parallelo  al  piano  P Q’ , cui  si  conducano  le  normali  AQ1, 
BP' , CR1  , e si  prolunghi  in  P la  BP  . Sarà  QQ1  =PP'=:CR  . 
Dunque  M.  QQ1  + m.  PP'=  ( M 4 m )CR.  Ma  QQ1  = Q'A  — 
QA  ; PP»  = P'B  -f  PB  . Dunque  M.  Q'A  — M.  QA4  m.P'Bf 
m.  PB  = ( M 4 m ) CR.  Ma  M.  AQ  = m . BP  (234).  Dunque 
( M -f-  m ) CR=  M.  Q'A  4-  m.  P'B.  Ora  ( M 4.  m ) CR  è 
il  momento  IX  riferito  al  piano  P'Q'je  M.  Q'A  , m.  P'B  sono  i 
momenti  dei  pesi  costituenti  il  sistema.  Dunque  in  questo  caso  il 
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momento  U è eguale  alla  somma  dei  momenti  dei  pesi  compo- 
nenti il  sistema . 

Sia  ora  P"Q"  un  piano  fuori  del  comun  centro  di  gravità  ,ma 
tra  i corpi  M ,m.  Ripetuta  la  costruzion  passata  troveremo  Q'QU 
= CS  = PP"  ; onde  M.  QQU  + m . PP'  = ( 3/4  m ) OS  . 
Ma  QQ"  = QA  — Q"A  ; PP"=  P"  B — PB , ed  M . QA  = m . 
PB  (234)  ■ Dunque  m . P"  B — M . Q"  A — ( M-\-  m ) CS  ; cioè 
in  tal  caso  il  momento  II  è eguale  alla  differenza  de’ momenti  dei 
pesi  componenti  il  sistema  . 

* 236.  Può  questa  dottrina  estendersi  a un  numero  qualun- 
que di  corpi  ( Fig.  25)  . 

Sìa  C il  comun  centro  di  gravità  del  sistema  composto  da  tre 
corpi  3/,  m , p ; e sia  in  K quello  dei  corpi  M , m uniti  tra  loro 
colla  retta  DE;  eia  RF  unisca  il  centro  R col  centro  del  corposi. 
Si  conducano  pel  centro  C il  piano  LN  , e paralleli  a questo  fuori 
dei  corpi  il  piano  L'N',  e tra  i corpi  il  piano  L"N".  Si  tirino  le 
normali  Dii1,  TFT',  CR,  EL'ad  L'N',  e R V ad  LN.  Abbiamo  M. 
ND  4 m . LE  = ( M m ) RV  (235)  . E poiché  considerando 
la  risultante  dei  pesi  M , m come  un  peso  solo  eguale  alla 
lor  somma  situato  in  E , si  ha  ( 234)  A/4  m • P I • CF  : CR  * l 
TF:VK  per  la  somiglianza  dei  triangoli  CFT  ,CVK,  e quindi 
(3/+m)  VR  = p.  TF;  sarà  M.  ND-f  m.  LE=p  . TF . 

* 237.  Ora  essendo  paralleli  i piani  LN , L'N'  si  ha  NN1— TT' 
=CR=  LLl  ; e però  M.  NN'  -f  m . LL'+  p . TT'=(3f4  m 
4 p ) X CR.  Ma  NN'  = N'D  — ND; LL'  = L'  E —LE ; TV= 
T'F-fTF.  Dunque  3f.  N'D  — M.  ND4  m.L'E-m.LEf 
p.  T' F 4“  p • TF  ss  ( M 4 m -f*  p)  CR . Ma  abbiamo  3/.  ND4- 
m . LE  = p . TF  (23g).  Dunque  ( M+  m 4 p)  . C R = M.  N'  D 
4-  m . L'  É4  p .T‘F ; cioè  il  momento  II  è eguale  alla  somma 
dei  momenti  dei  pesi  componenti  il  sistema  riferiti  al  medesimo 
piano  al  di  là  dei  corpi . 

Parimente,  siccome  per  essere  il  piano  L"  N"  parallelo  al  pia- 
no LN,  abbiamo  NN"  — TT"=  CSrsLL'  '.sarà  M.  NN1'  4 m. 
LL"  4-  p-  TT"  = (3/4  «4  p)  CS.  MaNN"=:N"  D — 
ND  i DL"  ss  L"  E — LE  ; IT"  ss  TF  — T"  F ; ed  M.  ND  4 m. 

TF.  Dunque  ( 3/4.  m 4 p)CS=3f.Nu  D + m L"E 
— p • T"  F ; cioè  il  momento  II  è eguale  alla  differenza  dei 
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momenti  de’pesi  componenti  il  sistema  riferiti  ad  uno  stesso  pia- 
no tra  i corpi  . 

Quello  , che  abbiam  dimostrato  per  un  sistema  di  due , e di 
tre  corpi  potrebbe  nella  stessa  guisa  dimostrarsi  per  un  sistema 
di  quanti  corpi  si  voglia.  Dunque  si  può  stabilire  in  generale  , 
che  il  momento  della  somma  di  tutti  i corpi  costituenti  un 
sistema  applicata  al  cornuti  centro  di  gravità  è eguale  aliti 
somma  , o alla  differenza  de'  momenti  dei  singoli  corpi  ri- 
feriti al  medesimo  piano  . 

E qui  si  noti,  che  quanto  abbiam  detto  del  centro  di  gra- 
vità di  un  sistema  di  corpi  ( che  si  suppongono  in  equilibrio  ) si 
verifica  tanto  nel  caso,  che  i corpi  sian  tutti  uniti  fra  loro , quan- 
to nel  raso  che  sian  liberi  , giacchi;  è evidente,  che  la  posizione 
del  Centro  di  gravità  dipendendo  solamente  delle  relazioni  delle 
masse,  c dalla  situazione  dei  corpi  essa  non  varia  perchè  quelli 
sicno , o liberi  , o uniti . 

* 238.  Le  dottrine  fin  qui  stabilite  relativamente  al  centro  di 
gravità  come  sono  di  un  uso  grandissimo  in  tutta  la  Fisica,  e 
nelle  Arti  ; così  non  lasciano  di  essere  utili  ancora  alla  stessa 
Geometrìa  . Avremo  occasione  in  progresso  di  persuadetene 
per  ciò  che  riguarda  la  Fisica  ; e qui  ci  limiteremo^  dir  poche 
cose  di  quel  metodo  geometrico,  che  chiamasi  Centro-barico , 
giusto  perchè  serve  a misurare  per  mezzo  del  centro  di  gravità 
le  superficie  , e i solidi  formati  dal  moto  di  una  linea , o d’ una 
figura  Questo  metodo  non  fu  ignoto  affatto  agli  Antichi,  ma  dee 
la  sua  perfezione  a’  Moderni.  Pappo  Alessandrino  nc  diè  un  cenno 
nella  prefazione  al  VII.  lib.  delle  sue  Collezioni  Matematiche  ; Pu- 
sò  il  Keplero  in  alcuni  casi  particolari  ; lo  generalizzò  prima  d’o- 
gni  altro  il  P.  Guldin , da  cui  prese  il  nome  di  Metodo  Guldi- 
niano  ; ma  Antonio  Rocca  fu  il  primo  a dame  una  rigorosa  di- 
mostrazione, che  vedesi  riportata  nelle  Esercitazioni  matematiche 
del  nostro  Bonaventura  Cavalieri  suo  maestro . Finalmente  il 
Leibnitz,  e il  Varignon  in  particolare  (V.  Atti  dell'  Aie  ad.  di 
Parigi  an  . *7*4)  ne  estesero  l’uso  ampiamente  . 

* u3q.  Questo  metodo  è compreso  tutto  nel  seguente  teore- 
ma,, Ogni  superficie  pianar  o curva,  ed  ogni  solido  generato 
dal  molo  di  una  linea  o d'  una  superficie  sono  eguali  al 
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prodotto  della  linea , o superficie  generatrice  nella  via , o 
spazio  descritto  dal  suo  centro  di  gravità,  ben  inteso  per 
altro , che  quando  la  linea , o la  superficie  si  move  paralle- 
lamente alla  sua  prima  situazione , dee  questo  spazio  valu- 
tarsi nel  senso  perpendicolare  alla  linea , o superficie  ge- 
neratrice ,, . 

La  verità  di  questo  teorema  è per  se  ^tessa  evidente,  quando  si 
tratta  d’ una  superficie  , o d’un  solido  generato  da  una  linea  , o 
da  una  superficie  che  si  muove  parallelamente  alla  sua  prima  si- 
tuazione, giacché  in  tal  caso  la  linea,  o la  superficie  piana  ge- 
neratrice serve  di  base  alla  superficie  , o al  solido , mentre  la  via 
descritta  dal  centro  di  gravità  ne  determina  l’altezza;  ed  k noto, 
che  la  superficie,  ed  il  solido  limitati  da  linee,  o superficie  pa- 
rallele , ed  eguali  si  eguagliano  al  prodotto  della  base  nell’  altez- 
za. Ma  se  si  tratti  d’una  superficie,  o di  un  solido  di  rivolu- 
zione, ecco  come  può  darsi  una  generai  dimostrazione  del  teo- 
rema. 

Supponghiamo  una  verga  inflessibile  gravata  da  due  pesi , e 
immaginiamo  in  questa  verga  prolungata,  se  occorre,  un  punto 
fisso  al  di  là  dei  pesi,  a cui  si  riferiscano  i momenti.  Si  sà,  che 
in  questo  caso  la  somma  dei  prodotti  di  ogni  peso  per  la  sua 
distanza  dal  punto  fisso  è eguale  al  prodotto  della  somma  dei 
pesi  nella  distanza  del  loro  comun  centro  di  gravità  da  quel 
punto  medesimo  ( a35  ) . Facciasi  girar  la  verga  attorno  quel 
punto.  Essendo  le  circonferenze  proporzionali  ai  raggi,  potranno 
sostituirsi  alle  distanze  dei  pesi  dal  punto  fisso  le  circonferenze 
dai  medesimi  descritte  intorno  a detto  punto,  e si  potrà  conclu- 
dere , che  la  somma  dei  prodotti  d’  ogni  peso  per  la  via , o cir- 
conferenza  da  esso  descritta  è eguale  al  prodotto  della  somma 
dei  pesi  per  la  via , o circonferenza  descritta  dal  centro  di  gravi- 
tà. Il  medesimo  discorso  vale  per  un  numero  qualunque  di  pesi 
disposti  comunque.  Ora  il  complesso  di  questi  pesi  costituisce  la 
linea  , o la  superficie  generatrice  , e le  circonferenze  descritte  da 
ogni  peso  sono  gli  elementi,  da  cui  risulta  la  superfìcie,  o il  so- 
lido di  rivoluzione.  Dunque  questa  superficie,  o questo  solido  è 
eguale  al  prodotto  della  linea  , o superficie  generatrice  n^la 
via.o  circonferenza  descrìtta  dal  respetlivo  centro  di  gravità. 
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* it\o.  Vediamo  alcune  applicazioni  di  qnesto  metodo. 

i°.  Si  cerchi  1’  area  del  circolo  ADG  ( Fig.  io  ) , che  ha 
per  raggio  CD.  Quest’ arca  è descritta  dalla  rivoluzione  della  li- 
nea CD  intorno  al  punto  fisso  C.  Questa  linea  ha  il  centro  di 
gravità  nel  suo  punto  medio  R.  La  via  dunque  descritta  dal  cen- 
tro di  gravità  sarà  la  periferìa  di  un  cerchio  XY  descritto  con 
un  raggio  suhduplo.  Conseguentemente  per  il  teorema  superiore 
( i3g  ) , sarà  l’arca  cercata  eguale  al  prodotto  della  linea  gene- 
ratrice CD  nella  circonferenza , che  descriverebbesi  con  un  rag- 
gio subduplo  CR  . E di  fatto  le  circonferenze  C , c stando  tra 
loro  come  i raggi , sarà  C =:  le  ; e quindi  C X /*  r ( e" 
spressione  dell’  area  del  cerchio  ) = r X r. 

* i!\\.  ia.  Si  cerchi  la  solidità  d’un  cilindro  retto  genera- 
to dalla  rivoluzione  di  un  rettangolo,  la  cui  altezza  sia  a , la 
base  r,  conseguentemente  la  superficie  a . r . Essendo  il  centro 
di  gravità  del  rettangolo  nel  suo  punto  medio , la  via  percor- 
sa da  questo  centro  mentre  il  cilindro  si  genera  sarà  una  cir- 
conferenza del  raggio  ' /%  r ; cioè  Tir , detta  al  solito  1 : 71  la 
ragione  del  diametro  alla  periferìa . Avremo  dunque  pel  teorema 
sopra  stabilito  (23q)  la  solidità  del  cilindro  eguale  al  prodot- 
to ar  X trr  = aixr‘t  ~ izr%  X «•  Ma  tir*  è l’arca  del  cerchio 
descritto  dal  raggio  r,  cioè  della  base,  ed  a è l’altezza  del 
cilindro.  Abbiamo  dunque  trovato  con  questo  metodo,  chela 
solidità  del  cilindro  è eguale  al  prodotto  della  base  nell’  altez? 
za,  come  si  dimostra  negli  Elementi  di  Geometria. 

* l!\i.  11  Lcibnitz  ha  osservato,  che  l’esposto  metodo  ha 
luogo  anche  quando  va  continuamente  cangiando  il  centro,  o 
1’  asse  della  rivoluzione.  Ma  trattandosi  di  cosa  più  geometrica, 
che  fisica  noi  non  dobbiamo  ulteriormente  trattenerci  su  que- 
sto soggetto. 
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CAPITOLO  XIV. 

. , - f • 

Della  Stabilità  dei  corpi . 

243.  Tutte  le  volte  che  un  grave  è ridotto  all’e- 
quilibrio il  suo  centro  di  gravità  è sempre  più  alto,  o 
più  basso,  che  sia  possibile  (201).  La  diversa  situazio- 
ne , in  cui  si  trova  questo  centro  in  un  grave  equilibra^ 
to  fa,  che  esso  stia  più,  o meno  stabilmente  nella  sua 
posizione.  Quando  un  corpo  rimosso  alcun  poco  dal- 
la sua  posizione  d’equilibrio  tende  a rimettervisi  da 
per  se  , si  dice,  che  esso  ha  Stabilità  ; e se  ne  chia- 
ma stabile  l’equilibrio.  Chiamasi  istantaneo  l’equili- 
brio, quando  il  grave  equilibrato  rimosso  alcun  poco 
dalla  sua  posizione,  invece  di  ricondurmi , se  ne  al- 
lontana viemaggiormente.  Se  smosso  il  grave  dalla 
posizione  d’equilibrio,  il  centro  di  gravità  può  scen- 
der più  a basso,  scende  di  fatto,  e il  corpo  cade,  o si 
rovescia;  ma  se  non  può  scender  più  a basso,  ritorna 
nella  posizione,  in  cui  era,  facendo  lutt’  al  più  qual- 
che oscillazione  ; e il  corpo  si  ristabilisce  in  equili- 
brio. 

Or  siccome  la  direzione,  per  cui  il  centro  di  gravi- 
tà tende  naturalmente  a scendere , o sia  la  direzione 
della  gravità  è la  linea  verticale,  che  passa  pel  mede- 
simo, cosi  esso  potrà  scendere  tutte  le  volte,  che  non 
se  li  oppone  in  linea  verticale  alcun  ostacolo  insor- 
montabile; non  potrà  scendere,  se  da  un  tale  osta- 
colo resta  impedito  li  suo  moto  verticale. 

244-  D»  qui  nasce  tutta  la  dottrina  della  stabili- 
tà dei  gravi. 
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I.  Un  grave  sostenuto  in  equilibrio  da  un  pun- 
to fisso  ha  l’equilibrio  stabile,  quando  il  centro  di 
gravità  ne  è più  basso  che  sia  possibile  ; perchè  ri- 
mosso questo  centro  dalla  verticale,  che  passa  pel  pun- 
to di  sospensione , per  allontanarsi  dalla  posizione  d’ 
equilibrio  dovrebbe  sollevarsi,  lo  che  non  è possi- 
bile. Ma  se  il  centro  di  gravità  è più  alto  che  sia 
possibile,  l’equilibrio  ne  è istantaneo , perchè  il  cen» 
tro  di  gravità  allontanato  dalla  posizione  d’  equili- 
brio può  scendere,  e scende  finché  riducasi  più  bas- 
so che  sia  possibile. 

a45.  II.  Un  medesimo  corpo  equilibrato  in  di- 
versa situazione  sopra  un  piano  orizzontale  ha  1’  e- 
quilibrio  stabile,  o istantaneo , secondo  che  il  centro 
di  gravità  ne  è più  basso,  o più  alto  che  sia  pos- 
sibile. Cosi  un  cilindro  omogeneo  a base  ellittica 
posto  per  il  lungo  sopra  di  un  piano  orizzontale  ha 
l’equilirio  istantaneo,  quan<|o  è verticale  l’asse  mag- 
giore della  base  , 1’  equilibrio  stabile  quando  ne  è 
verticale  il  minore. 

246.  III.  Un  corpo  collocato  colla  sua  base  sopra 
di  un  piano  orizzontale  non  può  rovesciarsi,  se  la 
direzione  della  gravità  cade  dentro  la  base,  perchè 
in  tal  caso  il  piano  , su  cui  il  grave  riposa  presenta 
un  ostacolo  insormontabile  alla  discesa  del  centro 
di  gravità.  Ma  se  cadendo  fuori  della  base  la  dire- 
zione della  gravi  là,  il  centro  non  trova  ostacolo  al- 
la discesa,  discende  effettivamente  , e il  corpo  si 
rovescia.  , Dunque 

247.  i.°  L’inclinazione  di  un  corpo  per  quanto 
grande  non  basterà  a farlo  rovesciare , o cadere  fin- 
ché non  faccia  escire  dalla  base  la  linea  di  direzione 
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della  gravità.  Quindi  le  Torri  di  Garisenda  in  Bolo- 
gna del  Duomo  in  Pisa  non  cadono , per  quanto  in- 
clinate assai.  Quindi  gli  uomini,  clie  hanno  il  loro 
centro  di  gravità  un  poco  sotto  all’ombilico  in  una  si- 
tuazione tale,  che  nel  loro  stato  eretto  la  direzione 
della  gravità  passando  tra  le  natiche,  ed  il  pube  cade 
ira  i piedi , per  non  rovesciarsi  sono  obbligati,  e 
ammaestrati  dalla  natura  a conformarsi  nei  diversi 
moti  in  certi  scorci , che  faccian  sempre  cadere  la  det- 
ta direzione  dentro  la  base , per  quanto  diminuita,  su 
cui  s’  appoggia  la  loro  macchina. 

^48-  a°.  Tanto  maggiore  , o minore  stabilità  avrà 
un  corpo,  quanto  più  o men  lontana  dal  perimetro 
cadrà  dentro  la  base  la  direzione  della  gravità.  Tal- 
chi avrà  la  minima  stabilità , quando  questa  direzio- 
ne caderà  sul  perimetro  della  base. 

249.  3°.  Finché  la  direzione  della  gravità  di  un 
corpo  cade  dentro  la  base  , per  rovesciarlo  vi  abbiso- 
gna una  potenza , che  colla  sua  azione  spinga  fuor 
della  base  questa  direzione.  Al  che  opponendosi  la 
gravità,  o il  peso  del  corpo,  che  tende  a tenerlo  fis- 
so nella  sua  situazione,  è d’uopo,  che  la  forza  per 
rovesciarlo  ne  vinca  la  resistenza  del  peso.  Noi  sup- 
ponghiamo,  che  il  corpo,  di  cui  si  considera  la  sta- 
bilità non  possa  uè  progredire,  nè  rotare  orizzontal- 
mente, ma  solo  rovesciarsi.  Ora,  siccome  un  corpo 
rovesciandosi  dee  rotare  intorno  ad  un  centro,  o ad 
un  asse  preso  nel  perimetro  della  sua  base;  così  lo 
sforzo  della  potenza  per  rovesciarlo  sarà  il  momento 
di  essa  riferito  al  detto  asse,  o centro  ( i63)j  co- 
me lo  sforzo  opposto  dal  suo  peso  per  tenerlo  fis- 
so ne  6arà  il  momento  riferito  al  medesimo  centro  * 
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o asse.  Perchè  dunque  la  gravità  possa  tener  fisso  nel- 
la sua  situazione  un  corpo , è necessario , che  il  mo- 
mento del  peso  di  questo  corpo  sia  contrario  , ed  e- 
guale , o maggior  del  momento  della  potenza , che 
tende  a rovesciarlo.  Questo  momento  del  peso  dice* 
si  propriamente  Stabilità  del  corpo* 

a5o.  Data  la  posizione  del  centro  di  gravità,  e 
del  centro,  o dell’asse,  intorno  a cui  il  corpo  dee 
rotare  per  rovesciarsi,  se  ne  calcola  ben  facilmente 
la  stabilità , prendendo  il  prodotto  del  suo  peso  nel- 
la distanza  della  direzione  della  gravità  dal  dato  cen- 
tro, o asse  di  rotazione.  Ma  diverse  avvertenze  voglion- 
si  avere  per  calcolare  lo  sforzo,  con  cui  la  potenza 
tende  a rovesciare  il  corpo.  La  direzione  di  questa 
potenza  può  essere  parallela*,  o inclinata  comunque 
alla  base  supposta  orizzontale  del  corpo. 

a5i.  Sia  parallela  alla  base. 

Lo  sforzo  , con  cui  la  potenza  orizzontale  può 
tendere  a rovesciare  il  corpo  è evidentemente  egua- 
le al  suo  momento  Inferito  all’  asse,  o al  centro  di 
rotazione,  cioè  al  prodotto  della  potenza  nella  nor- 
male, che  misura  la  distanza  della  sua  direzione  dal 
detto  centro,  o asse. 

253.  Sia  ora  questa  forza  obliqua  alla  base  oriz- 
zontale. Ella  ptìò  agire  contro  il  corpo  d’alto  in  bas- 
so, o di  basso  in  alto.  Agisca  d’alto  iu  basso.  Ri- 
solvasi in  due  componenti  una  orizzontale,  1’  altra 
verticale.  È chiaro  , che  l’orizzontale  agisce  per  ro- 
vesciare il  corpo  con  un’  energìa  proporzionale  al  suo 
momento  riferito  al  centro,  o asse,  intorno  cui  dee 
rotare  il  corpo  per  rovesciarsi  precisamente  come  nel 
caso  superiore.  Ma  la  verticale  si  oppone  in  tal  ca- 
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so  alla  orizzontale;  e cospirando  colla  gravità  ten- 
de a tener  fermo  il  corpo  nella  sita  situazione  con 
un’  energìa  proporzionale  al  suo  momento;  momen- 
to, che  si  calcola  prolungando  la  sua  direzione  fino 
sul  piano  della  base  del  corpo,  e prendendo  il  pro- 
dotto di  essa  forza  per  la  distanza  della  sua  dire- 
zione dal  centro,  o asse  di  rotazione.  Talché  lo  sfor- 
zo , con  cui  la  forza  obliqua  agendo  d’ alto  in  bas- 
so tende  a rovesciare  il  corpo , contro  cui  agisce  è 
eguale  al  momento  della  sua  componente  orizzon- 
tale, meno  il  momento  della  verticale. 

253.  Agisca  ora  la  forza  obliqua  di  basso  in  al- 
to. Primieramente  può  non  tendere  a rovesciare  il 
corpo;  e ciò  accade,  quando  la  sua  direzione  prolun- 
gata fino  sul  piano  della  base  la  taglia  in  quel  punto, 
in  cui  cade  la  direzione  della  gravità  del  corpo;  poi- 
ché in  tal  caso  risolvendo  al  solito  questa  forza  in 
una  orizzontale  , e in  una  verticale,  la  prima  ten- 
de a spingere  il  corpo-  lungo  il  piano  della  base,  1* 
altra  a sollevarlo  verticalmente.  Questo  caso  non  dee 
qui  considerarsi. 

Secondariamente  la  forza  obliqua  può  tendere  a 
rovesciare  il  corpo  in  due  sensi  opposti , secondo  che 
la  direzione  di  essa  prolungata  fin  sul  piano  della 
base  cade  al  di  là,  o al  di  quà  della  direzione  del- 
la gravità  del  corpo. 

Nel  primo  caso,  cioè  quando  cade  al  di  là,  ten- 
de evidentemente  a rovesciare  il  corpo  facendolo  ro- 
tare nel  senso,  secondo  cui  ella  agisce  ; quando  ca- 
de al  di  quà,  tende  a farlo  rotare  in  senso  opposto. 
Risoluta  per  tanto  questa  forza  al  solito  nelle  due 
componenti  orizzontale , e verticale,  nel  primo  caso 
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entrambe  concorrono  a far  rotare  il  corpo  con  ener- 
gìe proporzionali  ai  respettivi  momenti  j , ma  nel  se- 
condo caso  la  componente  orizzontale  cospira  colla 
gravità  a tener  fisso  il  corpo,  e la  sola  verticale  tende 
a farlo  rotare.  Talché  in  questo  caso  l’ energìa  , con 
cui  la  forza  obliqua  tende  a rovesciare  il  corpo  è 
proporzionale  al  momento  della  componente  verti- 
cale meno  il  momento  della  orizzontale. 

z54-  Dunque  perchè  un  corpo,  contro  cui  agi- 
sce una  forza  per  rovesciarlo  resti  fisso  nella  sua  si- 
tuazione, conviene,  che  il  momento  del  peso  del  cor- 
po eguagli , o superi  ne’  respettivi  casi 

i°.  Il  momento  della  forza  orizzontale  ( a5i  )j 
2®.  Il  momento  della  componente  orizzontale  del- 
la forza  obliqua  agente  d’ alto  in  basso  meno  il  mo- 
mento della  componente  verticale  ( 262  ) ; 

3°.  I momenti  delle  componenti  orizzontale  , e 
verticale  della  forza  obliqua , che  diretta  di  basso  in 
alto  tende  a far  rotare  il  corpo  nel  senso,  secondo  cui 
essa  agisce  ( 253  ) $ 

4°.  Il  momento  della  componente  verticale  della 
forza  obliqua  diretta  di  basso  in  alto , e tendente  a 
far  rotare  il  corpo  in  senso  opposto  a quello,  secondo 
cui  ella  agisce,  meno  il  momento  della  componente 
orizzontale  ( 253  );  ben  inteso,  ehe  tutti  i momenti 
si  debbon  sempre  riferire  al  medesimo  centro,  o asse, 
intorno  a cui  dovrebbe  rotar  il  corpo  per  rovesciarsi. 

255.  Dunque  generalmente  parlando  uno  stesso 
corpo  situato  colla  sua  base  sopra  di  un  piano  oriz- 
zontale può  aver  diversa  stabilità , secondo  che  a di- 
verse sue  parti  è applicata  la  forza,  che  tende  a rove- 
sciarlo. La  maggiore,  o minore  altezza  del  punto  di 
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applicazione  al  disopra  della  base  rende  più,  o meno 
energica  la  forza.  Nel  solo  caso  poi,  che  la  base  sia 
circolare,  e che  la  direzione  della  gravità  ne  cada  nel 
centro,  si  ha  sempre  la  stessa  ragione  tra  la  stabilità 
del  corpo  e il  momento  della  forza,  a qualunque  par- 
te sia  ella  applicata,  purchtfalla  medesima  altezza  so- 
pra la  base.  In  tutti  gli  altri  casi  la  stabilità  varia , 
secondo  che  varia  la  distanza  del  punto  della  base, 
su  cui  cade  la  direzione  della  gravità  da  quella  parte 
del  suo  perimetro,  che  per  la  direzione  della  forza  dee 
servir  di  centro  , o di  asse  di  rotazione  rovesciandosi 
il  corpo.  Un  cilindro  retto  situato  colla  sua  base  circo- 
lare sopra  di  un  piano  orizzontale  resiste  con  egual 
stabilità  ad  una  forza , che  tende  a rovesciarlo  a qua- 
lunque punto  della  periferia  sia  applicata  , purché  ad 
eguale  altezza;  ma  un  parallelepipedo  tanto  più,  o 
meno  resiste,  quanto  più,  o men  vicino  alla  verticale, 
che  passa  pel  suo  centro  di  gravità  è il  punto  della 
superficie  , cui  è applicata  la  forza  , che  tende  a 
rovesciarlo. 

Ciò  basti  intorno  alla  stabilità  dei  gravi, e passia  - 
mo  a parlare  nel  seguente  capitolo  del  loro  moto. 


j 
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CAPITOLO  XV. 


Del  moto  dei  Gravi . 


i 

256.  La  gravità  spinge  i corpi  verso  il  centro  della  terra,  « 
1*  azione  ne  varia  in  ragione  duplicata  inversa  delle  distanze  (56). 
Sia  r il  raggio  della  terra , g la  gravità  sulla  superficie  di  essa; 
a la  distanza  di  un  grave  dal  centro  della  terra,  quando  comincia 
a muoversi  per  la  sua  gravità  . Dopo  che  avrà  percorso  cadendo 
verso  la  terra  lo  spazio  s , la  distanza  dal  centro  della  medesima 
ne  sarà  a — s.  Detta  <p  la  gravità,  o la  forza  acceleratrice , che 
a questa  distanza  agisce  sopra  di  esso , avremo 

f : g : : r*  : ( « — s)' . Dunque  cp  = 5__.  Ma  tp  = _1  (9*). 

Sarà  dunque  ^ equazione  del  moto  di  questo  grave. 

Facendo  a — s “u,  sarà  d*s  “ — d*u  , e quindi  sostituendo 


d*u 


dt 

du 

u 


— “ — gr*  X — - ; o moltiplicando  per  du 


du  d:u 
’ ~dt 


•=-  gr*. 


~ . Essendo  dt  costante , il  primo  membro  dell’  equazione  ha 
du*  # 

per  integrale  1 ; e il  secondo ••  Rimettendo  dunque- 

f "1.QT* 

il  valore  di  u , avremo  — — — — 4-  C,  essendo  C una  costante 
dt*  a-s 


arbitraria . 

Per  determinar  questa  costante  si  supponga  nulla  la  veloci- 
tà al  principio  del  moto  , e avremo  s ==  oj  — ° « e quindi 


_ , , ds*  igr*  igr*  . , , ds 
Sarà  dunque  — - — — - — . E poiché 


c=_ 

a 

= c(92)  , si  avrà  riducendo 

CO  «*  = f x ± 

(l  U-5  + 

equazione,  che  da  la  celerità  del  mobile  in  ciascun  punto  della  ver- 
ticale , che  esso  descrive. 
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1 m fSL-  . m f — . ds , o sia  moltiplicando  per  f/(«-s) 

r r *s  r s 

sotto»  e sopra  il  secondo  membro  nel  secondo  segno  radicale  dtz — 

1 m — . — - a ~— ^ — . ds  . Per  integrare  questa  equazio- 
r r F's(a-s) 

ne  si  osservi , che  la  quantità  ys^a  s ^ s*  Pu^  mettere  s®*10 
forma  _./*g  ^l*..  , che  si  spezza  in  due  termini 

1 fi  a — s , 'A _ . 

}/(as — y(ns-s2Jf 

e poiché  a s—  s * rrr'4  a%  — *4  «*  -f- « s — 5 1 — l/k  a J 

( '/4  a « - « s + s*)  -4  «*  — (■/*  « — 0‘  • si  P0,rà 

«i«»  FTy~^/.'^)"ìi"  s“ondo,e™:' 

i /■  « rC'/*g — s)<*s , 

ne  ; onde  risulterà  di—  — j/  — s'.y+ 

1/1  *4  «’—(*/•  Ó*1  J . , , 

Se  ora  si  faccia  us  differenziando  avremo  ods 

%sds  = *udu,  «dividendo  pera  , (*/%a-s)  ds—udu  * 
y f aS s*)*  Dividendo  dunque  membro  a membro  1 e- 

qouione \d « = ('/.  « - O ds  P»  l’ equazione  «=^(«s- 

s»)si  avrkìurr^—^yr'P^10  1,"‘,«g"»le  del  Pri' 

mo  dei  due  termini  compresi  tra  le  parentesi  quadre  nel  valor  pre- 
cedente di  dt  sarà  u , ovvero  J/  («s  — s *)  • Ma  se  si  pone  '/ » « 
5 — «4  a u differenziando  si  ha  <i s “ — */»  d u,  e sosti- 
tuendo ‘ 

V't  *4 «•—(*/•  «— 0*]=7* « (t— m*)J 

Frc.ò 

fi  u 

= ” y~0^~) 
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L’integrale  del  secondo  membro  di  questa  equazione  si  sa 
essere  are.  cos.  u ; onde  sostituendo  il  valore  di  u 
1»  integrale  del  secondo  termine  compreso  tra  le  prentesì  quadre 


nel  valore  dì  dt  sarà  \A  a are.  cos. 

Integrando  durique  il  valor  precedente  di  d t , avremo 

00  t=  -7  f/%  [y  (“5-4l)+  --are .cos. (~~~  ) ] • 

Non  si  aggiugne  costante  , prchc  contando  il  tempo  dall’  ori- 
gine del  moto  , si  ha  t irro;  quando  sr=o. 

268.  Il  Newton  ha  data  un’  elegante  costruzione  di  questa 
formula.  Si  descriva  ( Fig.  26)  sopta  E D~ a come  diametro 
un  semicerchio  EQMD  ; 1’  ascissa  DN  essendo  s , 1’  ordinata 
NM  è,  come  si  sa  , y (ai— s*).  Di  più  D M è l’arco  , il  cui 
seno  verso  è s , o sia  a — s il  coseno,  nel  cerchio  DMQE , di 

cui  il  raggio  è ~ . Dunque  MN-{-  MD  rappresenta  il  valore 


della  quantità  compresa  tra  le  prentesì  quadre  nel  valore  di  t ; 


a’tq.  L’equazione  (2)  da  il  tempo  in  funzione  dello  spazio. 
Risolvendola  pr  s darà  lo  spzio  in  funzione  del  tempo  ; ma  il 
valore  di  questo  spzio,  dovendosi  dedurre  in  tal  caso  da  un’eqna- 
zione,iu  cui  questa  quantità  entra  in  maniera  trascendente  , non 
si  potrebbe  esprimere,  che  per  una  serie  infinita  5 e prciò  in  pra- 
tica non  si  otterrebbe,  che  un’approssimazione. 

Del  resto  questa  equazione  (2),  e la  procedente  (1)  racchiu- 
dono tutto  quello  , che  ò necessario  pr  determinare  ciò  , che 
appartiene  al  moto  verticale  dei  gravi . Se  si  faccia  s~a , cioè  se 
si  supponga  giunto  il  grave  al  centro  di  attrazione  si  avrà  dalla 
prima  c“«o  ; e dalla  seconda 

t——£  ^ » chiamando  tt  la  ragione  della  circonfe- 

renza al  diametro. 

Quindi 

La  velocità  di  un  grave  è infinita  al  centro  di  attrazione. 
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a®.  II  tempo  necessario  a un  grave  cadente  per  arrivare  al 
centro  di  attrazione  è proporzionale  a y'a'  ,e  per  conseguenza  i 
tempi  impiegati  da  due  corpi , che  parton  dalla  quiete  per  giu- 
gnere  al  centro  di  attrazione  sono  tra  loro  in  ragione  delle  radi- 
ci quadrate  de’ cubi  delle  loro  distanze  iniziali  da  questo  cen- 
tro. 

360.  3°.  Se  il  grave  non  cada  da  una  grande  altezza,  s è pic- 
colissima relativamente  ad  a , ed  a differisce  pochissimo  da  r; 
laonde  l’equazione  ( r ) si  riduce  presso- a poco  a 
c*  ~ 7,gs  ; c =r  |/3gs  » 

4°.  Finalmente 

(a  — 2 s \ jTi  ns-s 1 \ 

--  ) = arc.sen.  3 j/  ^ — J - 

Masen 

essendo  piccolissimo,  si  confonde  coll’arco,  che  li  corrisponde, 
e perciò  può  prendersi  come  sensibilmente  eguale  a questo  arco. 
D’altronde  può  trascurarsi  S1  in  paragone  di  a ; c può  in  luogo 
di  a mettersi  r.  Cosi  l’equazione  (2)  si  riduce 

* = Tg  • * v rs~v^’  °nde  5='/»  e*'- 

Ora  se  si  rifletta,  che  g è una  forza  acceleratrice,  questi  va- 
lori di  c,  t ,s  si  trovano  identici  ai  valori  ottenuti  sojira  ( g6 . 97) 

dàlie  formule  <p  di  — c de',  c — nell’ipotesi , che  la  forza 

acceleratrice  fosse  costante. 

Quindi  deducesi , che 

261.  ìVLa  forza  di  gravità  in  piccole  distanze  dal- 
la terra  si  può  prender  per  costante,  come  fu  dimo- 
strato sopra  (57)  } e perciò  20.  "Vicino  alla  superficie 
della  terra  è uniformemente  accelerato  il  moto,  che  la 
gravità  produce  ; uniformemente  ritardato  quello,  che 
ella  distrugge  (64)  • 

262.  Dunque  tutto  ciò , che  abbiam  detto  sopra  nel 
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capìtolo  IX.  del  moto  uniformemente  accelerato , e ri- 
tardato può  applicarsi  al  moto  dei  gravi  presso  la  'ter- 
ra, colla  sola  avvertenza  di  sostituire  l’espressione  del- 
la gravità  all’espressione  generica  della  forza  accelera- 
trice,  o ritardatrice . 

Anzi  che  trattenerci  a ripeter  qui  ciò,  che  là  ab- 
biam  detto,  sarà  più  opportuno  d’accennare , come 
si  può  confermare  coll’esperienza,  che  convengono  al 
moto  dei  gravi  tutte  le  proprietà  del  moto  uniforme- 
mente  accelerato , che  furon  sopra  ritrovate  col  calco- 
lo . Adoprasi  per  tale  oggetto  un’ingegnosa  macchina, 
che  dal  nome  del  suo  inventore  ò detta  la  macchina  dì 
Atwood  . 

Eccone  la  descrizione . 

Sopra  una  base  parallelogrammica  di  legno  lun- 
ga circa  due  piedi , e larga  uno  sono  verticalmente  im- 
piantate a pochi  pollici  di  distanza  tra  loro  una  colon- 
netta di  legno,  ed  un’  asta  quadrangolare  egualmente 
alta, che  ha  la  faccia  più  lontana  dalla  colonnetta  divisa 
in  piedi , e pollici . Sulla  loro  sommità  è fissato  un  pia- 
no di  legnò  orizzontale  ampio  presso  a poco  quanto  la 
base,  nel  quale  è un’  apertura,  che  l'imane  anteriore, 
e normale  alla  faccia  divisa  dell’ asta.  Su  questo  piano,- 
e segnatamente  sopra  la  detta  apertura  è situata  verti- 
calmente una  rota  mobilissima  , e libera  per  quanto  si 
può  da  ogni  attrito:  e sulla  circonferenza  scanalata 
della  medesima  è collocato  un  filo  poco  più  lungo  del- 
1‘  asta , il  quale  passando  per  la  detta  apertura  co’  suoi 
estremi  sostiene  due  corpi , o pesi  eguali  A,  B di  fi- 
gura cilindrica.  Tale  è la  situazione  della  rota,  che  un 
dei  due  pesi,  A per  es. , dee  scendendo  scorrere  vici- 
nissimo alla  divisione.  Lungo  la  divisione  può  fissarsi 
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a quell’altezza,  che  si  vuole  ora  un  piccolo  piano  oriz- 
zontale, che  diremo  C;  il  quale  possa  arrestare  il  pe- 
so A mentre  scende  ; ora  un  anello,  che  diremo  O di 
tal  diametro  , che  lo  lasci  passare  , ma  che  arresti  un 
qualche  corpo  più  ampio,  che  sia  collocato  al  di  sopra. 
Contiguo  al  piano,  su  cui  sta  la  rota  è un  orologio  a 
pendolo,  che  segna  i minuti  secondi . 

Egli  è evidente;  che  i pesi  A,  B eguali  in  qualun- 
que situazione  si  trovino  resteranno  immobili  tirando 
il  filo  con  eguali  forze  in  parti  opposte,  e che  per  farli 
muovere,  sarà  d’uopo  accrescere  il  peso  di  uno,  e or- 
dinariamente si  accresce  il  peso  di  Ar.  In  tal  caso  ab- 
bassandosi il  peso  più  grave  A , si  solleverà  il  meno 
grave  , la  gravità  dell’uno  modificando,  o distruggen- 
do la  gravità  dell’  altro.  E siccome  questi  corpi  deb- 
bon  muoversi  unitamente,  e contemporaneamente  ; co- 
si la  massa  totale  da  muoversi  è eguale  alla  somma  del- 
le loro  masse  , e l’azione  della  gravità,  che  gli  mette 
in  moto  è proporzionale  alla  differenza  di  dette  masse; 
differenza,  che  è costante,  se  sian  costanti  i pesi.  Es- 
sendo perciò  l’azione  della  gravità  diminuita  nella  ra- 
gione della  differenza  alla  somma  delle  masse,  scen- 
derà il  pes oA  tanto  più  lentamente,  di  quel  che  scen- 
derebbe, se  fosse  libero,  quanto  minore  è questa  ragio- 
ne , ma  scenderà  con  moto  uniformemente  accelerato. 
Ora  la  maggior  lentezza,  con  cui  scende  fa,  che  più 
facilmente  se  ne  possa  considerare  il  moto ,'  e che  per- 
correndo in  1”  un  breve  spazio,  piccola,  e quasi  affat- 
to insensibile  sia  la  resistenza , che  l’ aria  oppone  al  mo- 
lo di  esso . 

La  teorica  matematica  di  questa  macchina  deriva  evidentemen- 
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te  dalle  fonnale  da  noi  stabilite  al  n°.  ig5.  I valori  di  c,  e di  jp 
mostrano,  che  il  moto  di  A , che  ha  la  massa  m è analogo  a quel- 
lo di  un  grave  (260),  in  cui  la  gravità  sia  diminuita  nella  ragio- 
ne di  m — m' :m  -}-m.  H moto  di  B è lo  stesso,  che  quello  di  A » 
ma  in  senso  contrario.  Se  la  celerità  iniziale  p è nulla,  e si  ha  mzz: 
m’,  le  celerità  dei  due  corpi  son  nulle,  c si  ha  equilibrio,  la  di 
cui  condizione  esige , che  i due  pesi  A , B , o le  due  masse  m , 
m’  siano  eguali . Se  poi  siano  diseguali  m , ed  m’ , il  moto  sarà 
tanto  più  lento  , quanto  la  differenza  m — ni1  delle  masse  sarà 
più  piccola  relativamente  alla  loro  somma  . 

a63.  Ciò  premesso , ecco  come  si  usa  questa  mac- 
china ; ed  ecco  i principali  risultati  dell’ esperienze  e- 
seguite  colla  medesima. 

Si  aumenti  il  peso  A in  modo , che  perla  sua  con- 
nessione con  B la  forza  acceleratrioe , che  lo  fa  scen- 
dere sia  */64  di  quella  , che  agirebbe,  se  A , e B non 
fossero  in  contrasto  tra  loro.  Ciò  si  otterrà,  se  le  masse 
A , B siano  ridotte  da  prima  eguali  ciascuna  a 3i  '/* 
oncie  per  es.  o altre  unità  di  peso  (l’Atwood  prende 
per  unità  di  peso  '/^  d’  oncia  avoir  da  poids  ) compre- 
savi l’inerzia  de’varj  pezzi  mobili  della  macchina  de- 
terminata coll’esperienza;  e di  poi  l’ una  di  esse,  per 
es.  A sia  caricata  fino  a 3 2 */,. 

Quindi  si  sollevi  il  peso  A così  aumentato  fino  che 
la  sua  estremità  inferiore  sia  nel  piano  , in  cui  è lo  ze- 
ro, o sia  in  cui  comincia  la  divisione  dell’asta.  Alla 
distanza  di  tre  pollici  dallo  zero  sia  fissato  il  piccol 
piano  C.  Lasciando  cadere  il  peso  A precisamente 
quaudo  la  lancetta  dell’ oriolo  è sopra  un  secondo,  os- 
serveremo , che  precisamente  quando  la  lancetta  ghi- 
gne all’altro  secondo,  il  peso.//  giugne  sul  piano  C. 
Dunque  lo  spazio,  che  per  la  detta  forza  acceleratrice 


Digitized  by  Google 


i6y 

il  grave  A descrive  in  1”  è di  tre  pollici  inglesi.  Dun- 
que r unità  di  spazio  corrispondente  all’  unità  di  tem- 
po in  questo  sperimento  è di  tre  pollici  inglesi . 

Ora  si  fissi  il  piano  Caia  pollici  di  distanza  dal- 
lo zero . Lasciando  cadere  A da  zero  , quando  la  lan- 
cetta è sopra  un  secondo,  si  vedrà,  che  A giugne  sul 
piano  C precisamente  quando  la  lancetta  ha  percorsi 
2”.  Così  ghignerebbe  sul  piano  C fissato  a 27  pollici 
in  3”.  ec.  • 

Dunque  gli  spazj , che  A descrive  con  moto  uni- 
formemente accelerato  dal  principio  dei  tempi  sono 
come i quadrati  dei  tempi.  Poiché  iti  1” descrive  3 pol- 
lici = 1 * ; in  2”  descrive  1 2 poli.  = 2*j  in  3”  descrive 
poi.  27  = 3*;  e quindi  gli  spazj  descritti  nei  tempi  1,2, 
3,  ec.'sono  rappresentati  dalla  serie  dei  numeri  qua- 
drati ; e quegli  descritti  successivamente  in  ogni  se- 
condo dalla  serie  de’  numeri  impari  1 ; 4 — 1 = 3 j 9 
— ■ 4 = 5 ; ec. 

264.  Se  opportunamente  caricando  i pesi  A , e B 
si  riduca  la  forza  accelera trice,  che  fa  scendere  A e- 
guale  a */64  — 'A*  della  gravità  , che  spinge  sulla  terra 
i corpi  liberi,  osserveremo,  che  A nel  primo  minuto 
secondo  percorrerà  6 poi.  nel  secondo  18,  ec.  E se  la 
forza  acceleratrice  si  riduca  '/«a , A descriverà  nel  pri- 
mo minuto  secondo  poi.  1 ’/»  ; e nel  secondo  4 */»  » ec. 
Dal  che  è chiaro,  che  li  spazj  percorsi  dal  grave  A 
sono  proporzionali  all’azione  della  gravità  . Quindi  si 
deduce,  che  se  la  gravità  agisse  liberamente,  lo  spazio 
descritto  da  A in  1”  sarebbe  nel  primo  esperimento 
poi.  3X^4  > nel  secondo  sperimento  po.6‘  X 3 2 ; nel  ter- 
zo poi.  1 '/.X  128,  cioè  sempreeguali  a po.  192=  16 
piedi  inglesi  -,  risultato  di  poco  lontan  dal  vero  essen- 
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dosi  trovato  con  altre  esperienze,  delie  quali  parleremo 
in  seguito,  che  lo  spazio  effettivo  è di  pollici  ingle- 
si 193,  che  sono  eguali  a piedi  par.  i5  , o 91 5 = me- 
tri 4,9o44- 

0.65.  Riducansi  eguali  ipesi  A ,Bt  e perchè  A pos- 
sa scendere  si  ponga  sopra  di  esso  una  verghetta  me- 
tallica più  lunga  notabilmente  del  suo  diametro,  e di 
tal  peso , che  riduca  la  forza  acceleratrice  a ‘/6^  della 
gravità  proporzio  naie  alla  massa , come  nel  primo  e- 
sperimentou  A 3 pollici  sotto  lo  zero  si  fissi  sull’asta  il 
cerchietto  O,  a 9 il  piano  C;  e dallo  zero  si  lasci  cader 
A.  Nel  primo  minuto  secondo  A arriva  al  cerchio  O; 
traversandolo  lascia  sopra  di  esso  la  verga,  che  non 
può  traversarlo;  ? continuando»  muoversi  al  termine 
dell’altro  secondo  ghigne  sul  piano  C. 

Ponendo  l’anello  Oa  12  poi . e il  piano  C a 36 , il 
corpo  A lascia  la  verga  sull’  anello  dopo  a”,  e giugno 
sul  piano  G in  altri  2”.  Ora  si  osservi , che  tolta  la  ver- 
ga dal  peso  A esso  rimane  eguale  al  peso  B , conse- 
guentemente si  riduce  = o la  forza  acceleratrice,  ed 
esso  continua  a muoversi  per  la  sua  inerzia  , e perciò 
uniformemente  in  virtù  della  celerità  acquistata  nel 
moto  uniformemente  accelerato.  Ma  cosi  muovendosi 
descrìve  uno  spazio  doppio  di  quello , che  in  egual 
tempo  descriveva  col  moto  uniformemente  accelerato. 
Dunque  un  grave  cadendo  dalla  quiete  acquista  una 
tal  velocità , che  è capace  di  farli  percorrere  con  moto 
uniforme  uel  medesimo  tempo  uno  spazio  doppio  di 
quello,  che  ha  descritto  con  moto  uniformemente  ac- 
celerato . 

Quindi  è che  la  gravità  si  esprime  pel  doppio  del- 
lo spazio  percorso  nell’unità  di  tempo,  o in  i”  a teuo- 
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re  di  quanto  dicemmo  sopra  ( ìot  ; t ta  ) . Misurando 
lo  spazio  col  piede  si  avrà  g 3o  , 1 83  ; ovvero 
g = 9,  8088  misurando  lo  spazio  col  metro  . 

2.66.  Data  poi  una  velocità  C può  facilmente  tro- 
varsi da  quale  altezza  a dovrebbe  cadere  un  grave  per 
acquistarla,  cioè  l' altezza  dovutale.  Percorrendo  un 
prave  presso  la  terra  nella  nostra  latitudine  circa  16 
piedi  inglesi  in  1”  ( prendiamo  16  piedi  inglesi  per 
maggior  comodo)  è chiaro , che  nel  tempo  T percor- 
rerà uno  spazio  S—  16  T%.  E poiché  nell’  unità  di  tem- 
po lo  spazio  è s = y»  c.  z”  (111)5  sarà  l’unità  di  ce- 
lerità c = %s  = 3a  pie  . Quindi  se  sia  jfil  tempo  , in 
cui  si  è acquistata  la  celerità  C , avremo  i”:cl*  T‘. 
C } 1 :3a  ::  Ti  C — 3a  T\  e perciò  7’=,/Sl  C.  Sosti- 
tuendo dunque  nella  formula  S = 16  T*  questo  valor 

di  T,  avremo  S = 1^-^-  = —,  rr  a altezza  dovuta 

3a*  64 

alla  celerità  C . 

Dunque  l’altezza  dovuta  a una  celerità  è eguale  al 
quadrato  della  celerità  medesima  diviso  per  il  quadru- 
plo dello  spazio,  che  un  grave  descrive  nell’unità  di 
tempo,  o sia  al  quadrato  della  celerità  diviso  pel  dop- 
pio della  gravità,  considerando  la  gravità  = 3 2 (265)* 
E di  qui  si  deduce  il  noto  teorema,  che  le  celerità  so- 
no come  le  radici  quadrate  dell * altezze  loro  dovute. 

167.  Sarà  opportuno  di  vedere  nei  Corsi  di  Fisica 
sperimentale,  come  colla  descritta  macchina  possono 
dimostrarsi  tutte  le  proprietà  del  moto  dei  gravi  . Pel 
nostro  piano  basta  quello , che  ne  abbiamo  detto  . Pas- 
seremo ora  ad  avvertire , che  tutte  le  dottrine  esposte 
fin  qui  suppongono , che  niuno  ostacolo  si  opponga  al 
moto  dei  gravi,  e conseguentemente  , che  sia  verticale. 
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Ora  potendo  accadere,  anzi  accadendo  sovente,  che  la 
gravità  produca  unttnoto  obbliquo  all’orizzonte  per 
l'opposizione  presentata  al  mobile  da  un  qnalcbe  pia- 
no all’ orizzonte  medesimo  inclinato,  conviene,  che  di 
questa  specie  di  moto  prendiamo  ora  a ragionare . 

268.  Pertanto  sul  piano  AG  inclinato  comunque 
all  orizzonte  BG  ( Fig.  27  ) sia  collocato  il  cor^b 
MHF.  È chiaro,  che  una  porzione  dell’ effetto  della 
gravità  di  questo  corpo  deblf  esser  distrutta  dalla  re- 
sistenza del  piano  AG . La  linea  EG  normale  all’  oriz- 
zonte rappresenti  l’assoluta  gravità  del  corpo , quella 
cioè,  con  cui  il  corpo  caderebbe, se  non  fosse  sorretto 
dal  piano  AG,  e intendasi  risoluta  nelle  due  ÉF  nor- 
male al  piano  AG  , EH  parallela  al  medesimo.  È evi- 
dente, che  la  forza  EF  esercita  solo  una  pressione  con- 
tro il  piano , nulla  agendo  per  fare  scendere  il  corpo 
lungo  di  esso;  pel  quale  oggetto  agisce  solo  la  forza 
EH  . La  prima  di  queste  forze  dicesi  la  forza  distrut- 
ta dal  piano , o la  pressione  ; la  seconda  EH  si  chia- 
ma la  forza,  o gravità  relativa  . 

269.  La  forza  relativa  per  tanto  starà  all’assoluta, 
come  EH=FG:  EG;  la  forza  assoluta  alla  pressione, 
come  EG:  EF;  e la  relativa  alla  pressione,  come  EH= 
FG:  EF.  Ma  tirata  la  verticale  AB  per  la  somiglianza 
dei  triangoli  ABC , EFG  abbiamo 

1°.  FG:  EG  ::  AB:  AC; 

20.  EG:  EF  AG  : BG  ; 

3°.  FG  : EF  : : AB.  BC. 

Dunque  rappresentando  AB  l’altezza,  AG  la  lunghez- 
za, BC  la  base  del  piano  inclinato,  abbiamo 

1 . La  gravità  relativa  all’  assoluta  come  l’ altezza 
alla  lunghezza  del  piano  inclinato . 
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2*.  La  gravità  assoluta  alla  pressione , come  la 
lunghezza  alla  base  del  piano  inclinato  . 

3°.  La  gravità  relativa  alla  pressione , come  1’  al- 
tezza del  piano  inclinato  alla  base  . 

E siccome  preso  AC  per  raggio , 1*  altezza  AB  del 
piano  inclinato  rappresenta  il  seno  dell’  angolo  d’ e- 
levazione  ACB,  che  diremo  e ; CB  il  coseno  ; cosi  i 
Meccanici  per  indicare  le  sopradetta  ragioni  usano  in- 
vece delle  parole  lunghezza  , altezza , e base , le  altre 
corrispondenti  raggio  3 seno , e coseno  dell*  angolo 
d’elevazione. 

• 270.  Ora  essendo  costanti  le  dette  ragioni,  è chiaro, 
ehe  la  gravità  relativa  ha  all’  assoluta  uua  ragion  co- 
stante. Ma  presso  la  terra  la  gravità  assoluta  è una  for. 
-za  costante  . Dunque  forza  costante  sarà  pure  la  relati- 
va , e perciò  il  grave  , che  da  essa  spinto  scende  lungo 
un  piano  iuclinato  si  muoverà  con  moto  uniforme- 
mente accelerato;  e con  moto  uniformemente  ritarda- 
to sì  muoverà  un  corpo,  che  viene  spiato  contro  la  di- 
rezione della  gravità  per  un  piano  . 

271.  Se  pertanto  la  gravità  assoluta  si  chiami  g ; 
la  relativa  g' , p la  pressione,  l’altezza  del  piano  a ; la 
lunghezza  l,  ila  base,  avremo  g:  g'  Il  l : a (269); 

onde  g'  — — g seri.  e.  Parimente  avremo g : p II 


i’P  = §T 


g cos.  e.  Qualora  dunque  nelle  formu- 


le. che  abbiamo  a suo  luogo  stabilite  per  il  moto  uni- 
formemente accelerato,  e ritardato  in  luogo  di  ® si 
ponga  g sen.  t,l  in  luogo  di  s , potranno  adattarsi  al 
moto  per  i piani  inclinati  tutte  quelle  equazioni , che 
stabilimmo  nel  cap.  IX.  per  dare  la  intera  dottrina  di 
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quelle  «lue  specie  di  moto  verticale , e potremo  dalle 
dette  formule  così,  variate  dedurre  le  proprietà  del  mo- 
lo per  i.  piani  inclinati,  che  si  troveranno  analoghe  a 
quelle  stabilite  sopra  pel  moto  verticale  . Cosi  trovasi 
per  es.  I — s — lj,  g sen.  e.  t* . E i resultati  del  calco- 
lo potrebbero  confermarsi  coll’esperienza  per  mezzo 
della  macchina  di  Atwood,  applicando  un  piano  incli- 
nato diviso  in  ppllici,  ec.  all’ asta  verticale  gradua- 
la (262).  Il  Galileo  dalla  discesa  de’ corpi  pe’  piani  in- 
clinati dedusse  la  legge  della  caduta  , ed  eccelerazione 
de’ gravi . Ma  noi  ci  limiteremo  qui  a considerar  sola- 
mente le  relazioni  del  moto  per  i piani  inclinati  col 
moto  verticale . 

272.  Risulta  per  tanto  dalle  dottrine  stabilite , che 

I.  La  celerità  finale,  che  un  corpo  acquista  caden- 
do per  la  verticale  AB  è eguale  a «piella,  che  acquista 
scorrendo  tutto  il  piano  AC . Poiché  le  velocità  sono 
romc  le  radici  dell’  altezze  loro  dovnte  (266) , e la  ver- 
ticale AB  è la  misura  dell’altezza  del  piano  AC. 

E quindi  se  nel  cerchio  AEB  ( Fig.  28.  ) dalle  e- 
s treni  ità  A , B del  diametro  tirinsi  ai  punti  E,  L le  cor- 
de AE  , EB , e AL , LB  $ e dagli  angoli  retti  E , L si  ab- 
bassino sul  diametro  le  normali  EO , LP,  è chiaro,  che 
le  celerità  acquistate  da  un  grave  per  EB,  LB  saranno 
eguali  a quelle  c,  c'  acquistate  per  OB,  PB.  Ora  la  ve- 
locità C acquistata  per  AB  è alla  velocità  c acquistata. 

per  ob  ::  yUR  .•  yoB  ::  ab  .*  eb  ( poiché  nella 
progressione  — AB  : EB  : OB,  ovvero  K V AB  : y EB: 
yOB  data  dai  triangoli  simili  ABE , OBE  sta  il  pri- 
mo al  terzo  termine,  come  il  quadrato  del  primo  al  qua- 
«lrato  del  secondo  ).  Così  pure  la  velocità  C sta  alla  ve- 
locità c'  acquistata  per  PB  “ Y AB  : yPB  ;;  AB  : LB. 
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Abbiamo  dunque  C:c  AB  : EB  ; C:  c'  AB  : LB  ; 
ovvero  C : AB  Ite:  EB  ; C : AB  II  c'  : LB . Dunque  e.r 
aequo  c:  c*  22  EB  : LB . Ma  le  velocità  c,  e'  sono  egua- 
li a quelle,  ebe  si  acquistano  per  le  corde  EB,  LB. 
Dunque  le  velocità  acquistate  da  un  grave  per  le  cor- 
de di  un  cerchio  sono  come  le  corde  stesse . 

a83.  II.  Ma  la  velocità  C , che  in  un  dato  tempo 
acquista  un  corpo  cadendo  per  un  piano  inclinato 
AC  ( Fig.  27  ) è a quella  O , che  in  egual  tempo 
acquisterebbe  cadendo  per  la  verticale  AB,  conie  l’al- 
tezza del  piano  inclinato  alla  lunghezza.  In  fatti  la  for- 
za g' , con  cui  il  corpo  scende  per  AC,  cioè  la  gravità 
relativa  , sta  a quella  , con  cui  scenderebbe  per  AB  , 
cioè  all’assoluta  g22  AB:  AC.  Ma  se  i tempi,  eie 
masse  siano  eguali,  abbiamo  g':  g 12  C:  O (18).  Dun- 
que C : O 12  AB:  AC. 

274.  III.  Ed  in  questa  stessa  ragione  stà  lo  spa- 
zio S descritto  per  il  piano  inclinato  ally  spazio  «S1  de- 
scritto in  egual  tempo  per  la  verticale . Poiché  si 
ha  (1 12)  S : S'  22  g'  : g 22  AB  : AC  (269). 

275.  Dal  che  segue,  che  se  al  piano  AD  ( Fig. 28  ) 
si  tiri  dal  punto  B una  normale  BE;  la  retta  AE  indi- 
cherà lo  spazio  percorso  sul  piano  inclinato  nel  tempo 
in  cui  si  percorre  1’  altezza  verticale  AB  ; perchè  in  tal 
caso  si  ha  (per  la  somigliauza  de’  triangoli  ABD,  ABE) 
AE:  AB  22  AB:  AD. 

276.  Quindi  è chiaro,  che  un  grave  descrive  in  e- 
gual  tempo  il  diametro  verticale  AB  d’  un  cerchio 
AEB  , e le  corde  AE , AL  ; poiché  le  linee  BE , BL  so- 
no normali  ai  piani  inclinati  AD,  AK,  essendo  retti  gli 
angoli  inscritti  nel  cerchio  appoggiati  sopra  il  diame- 
tro. E se  prolungata  BE  in  S,  si  abbassi  la  SZ  paralle- 
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la , ed  eguale  ad  AB , e da  Z si  tiri  la  normale  ZQ  so— 
pra  BS;  per  l’eguaglianza  dei  triangoli  QSZ , E AB  sa- 
rà EB  = SQ,  die  dee  esser  descritta  nel  tempo,  iu  cui 
è descritta  SZ  , o AB.  Ed  avendo  EB  la  medesima  in- 
clinazione all’orizzonte,  che  SQ  , sarà  essa  pure  de- 
scritta nel  tempo,  in  cui  è descritto  il  diametro  AB.  On- 
de nel  cerchio  sono  descritte  nel  tempo,  in  cui  è de- 
scritto il  diametro  verticale  tutte  le  corde,  che  partono 
dall’ una  o dall’  altra  estremità  di  detto  detto  diametro.. 

E di  qui  è , che 

iD.  Se  il  cerchio  Adkb,  che  ha  per  diametro  Ab, 
tocchi  in  A il  cerchio  AGB,  sarà  descritta  la  porzione 
b B del  diametro  verticale  nel  tempo,  in  cui  sarai» 
descritte  le  porzioni  dE , kL  delle  corde  AE , AL , co- 
me è evidente, 

277.  2°.  Il  tempo  della  caduta  per  il  piano  incli- 
nato è al  tempo  della  caduta  verticale,  come  la  lun- 
ghezza all’ altezza  del  piano.  In  fatti  detti  T,  t i tempi 
dell’obliqua,  e vertical  discesa,  si  ha  T:t\\  j/«S  : 
f/li  j/AD:  j/AE  ( 111,6276).  Ma  j/ AD: 
J/AE  ::  y AD*  : y AB* , essendo  AD  : AB  “ AB  : 
AE.  Dunque  T : t ” AD  : AB. 

278.  Sia  ora  percorsa  da  un  mobile  la  serie  dei 
piani  inclinati  contigui  AB  , BC  , CE  ( Fig.  29  ).  Se 
gli  angoli  B , C siano  molto  sensibili , il  mobile  giun- 
to in  D non  avrà  la  velocità,  che  avrebbe  acquistata 
percorrendo  la  verticale  AE  eguale  alla  somma  delle 
altezze  dei  piani  ; poiché  nel  suo  passaggio  da  piano 
a piano  dee  distruggersi  una  porzione  della  velocità 
da  esso  acquistata.  Sia  infatti  XB  la  velocità  acquistata 
dal  mobile  nel  percorrere  il  piano  AB.  Tirata  XZ 
perpendicolare  al  piano  BG  prolungato  ’n  Q,  s’ inten- 
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da  XB  risoluta  nelle  due  XZ  , ZB.  La  velocità  XZ 
essendo  perpendicolare  al  piano  BG,s?  distruggerà  per 
1’  urto  nel  passaggio  dal  piano  AB  al  piano  BC , e 
resterà  sola  la  celerità  ZB.  Siccome  poi  ZX  = 
sen.  XBZ;  e XBZ  -J-  XBC  r=  200°;  così  i°.  Dato  l’an- 
golo fatto  da’piani  si  ha  la  misura  della  celerità  perdu- 
ta; 20.  La  perdita  della  celerità  diminuisce  a propor- 
zione , che  1’  angolo  ottuso  ABC  va  ^costandosi  a 
2000;  talché  quando  ABC  = 200°,  o ne  differisce 
per  un  infinitesimo,  non  si  ha  più  perdita  alcuna  di 
celerità,  o non  si  ha  che  infinitesima;  onde  il  corpo 
acquista  cadendo  per  i piani  inclinati  contigui  una 
celerità  sensibilmente  eguale  a quella , che  acquiste- 
rebbe cadendo  per  la  verticale,  che  misura  l’altezza 
di  tutti. 

27q.  Potendosi  pertanto  considerare  le  curve  come 
un  complesso  dj  un  numero  infinito  di  piani  infinite- 
simi inclinati  tra  loro  in  modo  da  costituire  un  ango- 
lo minore  di  200°  per  una  sola  quantità  infinitesima; 
è chiaro,  che  un  corpo,  il  quale  si  muove  per  una  cur- 
va BEC  ( Fig.  3o  ) quantunque  defletta  ad  ogni  mo* 
mento  dal' suo  corso,  acquisterà  una  velocità  sensibil- 
mente eguale  a quella,  che  acquisterebbe,  se  si  muo- 
vesse per  un  sol  piano  inclinato  prolungato  BC  ; o 
per  la  verticale  AC  BD.  Poiché  per  quanto  siano 
influiti  di  numero  i piani , che  formano  la  curva,  e 
perciò  infinite  di  numero  le  perdite  di  celerità , che 
soffre  un  corpo  in  percorrerla  ; pure  prese  anche  tut- 
te insieme  queste  perdite  non  arrivano  a formare  una 
quantità  valutabile , essendo  ciascuna  infinitesima  di 
secondo  ordine.  In  fatti  siano  i piani  AB  , BC  , CD 
( Fig.  26  ) uniti  insieme  in  modo  da  fare  uu  angolo 
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minore  di  aou°  per  una  quantità  infinitesima  , talché- 
l’angolo  BCK  formato  dalla  prolungazione  del  piano 
CD  sia  infiuitesimo.  Col  raggio  CB  si  descriva  il  se- 
micerchio EBGD,  e dal  punto  B si  abbassi  la  nor- 
male BK.  Compito  il  parallelogrammo  FK  la  celerità 
per  il  piano  BC  espressa  da  BC  s’intenda  risolata  nel- 
le due  BK,  BF,  o KC.  La  porzione  BK  normale  a 
CD  si  distrutte  nel  passaggio  del  corpo  dal  piano 
BC  sul  piano  CD  , e resta  sola  la  quantità  KC.  Per  lo 
che  essendo  BC  — CK  = EK  , la  perdita  della  velo- 
cità in  C sarà  espressa  per  EK  seno  verso  d’un  arco 
infiuitesimo;  onde  essa  sarà  infinitesima  di  secondo 
ordine,  come  lo  è il  seno  verso,  che  la  rappresenta. 
Lo  che  potendosi  dimostrare  per  ogni  passaggio  da 
piano  a piano,  è chiaro  , che  un  corpo  , il  qual  sì  mo- 
ve ^er  una  curva  non  perderà,  che  una  quantità  in- 
finitesima della  sua  celerità. 

280.  Dunque  un  corpo  acquista  una  celerità  egua- 
le, o sia  che  cada  per  la  curva  BEC  ( Fig.  3o  ),  o per 
la  verticale  AC  , o per  l’obliqua  BC.  Ma  il  moto,  con 
cui  in  queste  diverse  cadute  il  grave  acquista  la  mede* 
sima  celerità  finale  è egli  sempre  uniformemente  acce- 
lerato ? È facile  di  comprendere  , che  tale  è esattamen- 
te secondo  le  rette  AC  , e BC  ; ma  che  non  può  esserlo 
perla  serie  dei  piani  inclinati,  e pella  curva  BEC.  Poi- 
ché ad  ogni  angolo  di  contingenza  nei  primi , ad  ogni 
punto  nella  seconda  va  cangiando  la  gravità,  o la  for- 
za acceleratrice , che  sollecita  il  mobile.  Ma  se  l’arco 
della  curva  non  trascorra  fuori  di  certi  limiti , per  cui 
s’induca  un  notabil  cangiamento  nella  forza  accelera- 
trice da  un  punto  all’  altro  della  curva,  il  moto  pella 
medesima  potrà  riguardarsi  come  uniformemente  ac- 
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ceterato , o ritardato.  Quando  per  tanto  in  seguito  con- 
sidereremo come  uniformemente  accelerato,  o ritarda- 
to il  moto  per  una  curva  , supporremo  sempre  apposta 
questa  condizione. 

Ciò  premesso , dal  fin  qui  detto  deducesi , che 
i°.  Se  da  un  corpo  siano  descritti  due  archi  simi- 
li, e similmente  posti  di  curve  simili,  i tempi, t,  l ' 
impiegati  a descrivere  porzioni  simili  s,s'di  questi 
archi  saranno  come  le  radici  quadrate  di  queste  por- 
zioni ( 1 1 1 );  ed  essendo  gli  archi  circolari,  come-le 
radici  quadrate  dei  raggi  r,  /•'  ; cioè  t.  : t'  ;;  j/~s  : 

y~s'  ::  yr-.y?'. 

2*.  Il  moto  di  un  grave,  che  scende  per  una  cur- 
va è accelerato . Ora  noi  abbiamo  dimostrato  ( 1 13  ) , 
che  cadendo  un  corpo  con  moto  accelerato  da  un’al- 
tezza acquista  una  velocitò  tale,  che  lo  fa  risalire  a 
un’  altezza  eguale  a quella  da  cui  è caduto , e ciò  o sia 
il  moto  accelerato  uniformemente , o lo  sia  variabil- 
mente , purché  la  legge  del  ritardo  corrisponda  alla 
legge  dell’accelerazione  ( 1 14  )• 

Come  dunque  un  corpo  sceso  per  AC  in  virtù  della 
celerità  finale  risalirebbe  in  egual  tempo  in  A ; così 
se  dopo  avere  scorso  V arco  BEC  , incontri  in  C il  con- 
cavo della  stessa,  o d’ altra  simil  curva  , s’ inalzerà  per 
essa  in  egual  tempo  fino  al  punto  G , cioè  ad  una  al- 
tezza eguale  a quella  da  cui  è partito.  Segue  da  ciò, 
che  un  corpo  M assai  peso , e poco  voluminoso  attac- 
cato all’estremità  di  un  filo  FM  ( Fig.  3t  ) sottilissi- 
mo, inestendibile,  privo  di  gravità , e mobile  libera- 
mente intorno  al  punto  F,  giunto  che  sia  da  M in  D 
per  l’arco  circolare  MD  , salirà  in  egual  tempo  per  un 
arco  egualmente  alto  DÀ  $ e da  A tornato  nuovamen- 
T.  I.  12 
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te  in  D , risalirà  in  M ; e cosi  anderà  di  seguito  alter- 
nativamente scendendo,  e salendo;  talché,  tolti  gli 
ostacoli,  un  tal  moto  durerebbe  perpetuamente.  Que- 
sto corpo  M si  chiama  pendolo  semplice  , il  filo  FM 
lunghezza  del  pendolo  , i suoi  alterni  moti,  oscilla- 
zioni, il  punto  F centro  del  moto,  o di  sospensione. 

281.  Dunque  un  pendolo  naturalmente  oscillando 
descrive  archi  di  cerchio,  che  hanno  per  raggio  la  sua 
lunghezza.  Ora  se  questi  archi  siano  molto  piccoli  si 
descrivono  in  tempi  sensibilmente  eguali  Ecco  come 
ciò  può  dimostrarsi. 

Partendo  il  j>endolo  dal  pnnto  A descriva  1!  arco  circolare 
ADM.  Facciasi  LD  = m , DF  ~ r . Supposti  infinitesimi  gli 
archi  BC  , CD  , e tirata  dal  punto  B ,in  cui)  trovasi  il  pendolo, 
quando  ha  acquistata  una  velocità  c , la  normale  BI  sulla  li- 
nea DL  , sia  DI  — x ; sarà  IR  — — dx  ( si  prende  il  segno  — , 
perchè  a proporzione  che  cresce  1’  oscillazione  , IR  va  sceman- 
do ) ; e posto  P arco  AB  = s , avremo  BC  ~ ds  ~ 


—~r,  prendendosi  DI  per  infinitesima . La  ce- 

y(  2rx-x’)  yirx  1 r 

lerità  del  pendolo  in  B , se  si  dica  g la  forza  acccleratrice  , 


sarà  c zzi  J/ 2 gs  ~ J/zg  ( m — x ) , poiché  acquista  esso  per 


AB  la  celerità  stessa,  che  per  LI  (280)  . Dunque  dt  ” — — “ 


— rdx — dx . /Ir 

y-xrx  . y [ 2g  ( m-x)]  y ( m x - x*  ) ' 

e integrando  t ~ are.  cos.  ^ - 1 ^ X '/*  senza  co- 


r v 

stante  , perchè  quando  t — o , are.  rr:  o . 

\ olendo  pertanto  il  tempo  di  una  semioscillazione  AD  , si 

farà  x = 0 } e verrà  t = are.  cos.  - l X */»  ^//^“=2oo°  X 

, / /'r  Tt  /~r 

/*  JS  — = — — J/  — , essendo  200°  la  metà  della  perife- 
ria , ed  esprimendosi  per  1 : ir  la  ragione  del  diametro  alla  pe- 
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riferìa . Perciò  il  tempo  d’ un’  oscillazione  intera  sarà  t — it  X 
. Questa  espressione  non  contenendo  m , vale  per  tut- 
ti i piccoli  archi  circolari.  Per  questi  adunque  le  oscillazioni  si 
fanno  in  tempi  eguali,  cioè  sono  isocrone. 

282.  Ora  due  cose  deggionsi  qui  avvertire: 

I.  Che  la  trovata  espressioue  di  t dimostra,  esser  più  lenta 
la  discesa  per  la  corda , che  per  Parco , poiché  il  tempo  per  la 

corda  èT=  = a ff'Y  ^97^eS/*7t 

283.  Dunque  i°.  La  retta  non  è la  linea  della  più  celere  di- 
scesa obliqua  all’  orizzonte  . Suppose  il  Galilei , che  questa  fos- 
se il  cerchio;  ma  i progressi  della  Matematica  han  dimostrato 
posteriormente , che  è la  Cicloide  detta  perciò  Curva  Brachi- 
stocrona  . In  fatti  sia  AD  la  curva  della  più  celere  discesa. 

Fatto  LI  ( — m — r)  r:r  . avremo  dt  rr  — (281); 

et—-,  — / -7-  , che  debbe  esser  un  minimo . Ma  perchè 

yigj  yy 

questa  formula  sia  un  minimo , bisogna , che  la  sua  variazione 
sia  nulla , bisogna  cioè , che  sia  <J . j * — o ; o sia 

ò • / — ^ °i  giacché  ds—y  ( dx'-\-dy')  = 

dx  Y(  posto  p—  t c dx  costante.  Ora  i segni  <J,e 

d sono  relativi  a due  operazioni  di  differente  natura  , e perciò 
sono  tra  loro  indipendenti  ; e il  segno  f si  riferisce  a d,  e non 
già  a $ . Potremo  dunque  mettere  il  segno  $ dopo  il  segno./*, 

e avremo  fdx  $ . ^ P ^ = 0,  ed  effettuando  la  varia- 
y ( in — x j 

zione  sarà 

f ’*!£*& ^=0;  ma  ip  =^=  . 1W* 

J YHm—  x)(i  +p*)  dx  dx 

— o . Ora  all’  oggetto  di  rendere 

iy(m  — *)(i+p*) 
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la  variazione  di  y indipendente  dalla  differenziazione  , che  ha 
luogo  nella  quantità  proposta , o sia  di  levare  il  d d’avanti  al 
$ , osserveremo  , che  f m d n ~nt  n — f n d m ; e perciò 
/"*  pdày  p 0 y 

J ( i + V (»»  — x j ( 1-f-p1) 

— ./  rh  ■ d Y(m  — x)  ( I 4-p»)  ~ °’ 

« quindi  per  i priticipj  del  calcolo  delle  variazioni  avremo  IV» 
qua/ ione  della  curva  hrachistocrona  eguagliando  a zero  la  quan- 
tità sotto  il  segno  f , cioè  ponendo 

JP_ _ _ 


= o 


O SUI 


La  quale  equazione  integrala  ci  da 

P 

VX™  — x)(t+p*) 

vsseudo  c una  costante  arbitraria . Quindi  p zzz* 

m — x 

V ( » “ x ) — (m  — x)*J 

^ ( m — x')  dx  

equazione  differenziale  della  Cicloide  , che  diventa 

, xdx  . . 

dy  = zrrr — r , se  si  cangia  m — x in  x ; tri  — y m r, 

J y(2rx — x*)  ° 

o sia  dy  in  — dy  , e si  pone  — =:  Jr.  Allora  1’  origine 

della  Cicloide  è in  A ( Fig .3i) , e il  diametro  del  cerchio  ge- 
neratore è ir.  Dunque  la  curva  hrachistocrona  è la  Cicloide. 

a84-  at°.  Molto  vanno  errati  coloro,  i quali  dal  sapere,  che 
tutte  le  corde  di  un  cerchio  si  descrivono  in  egnal  tempo  da  un 
grave , deducono , che  confondendosi  le  corde  minime  cogli  ar- 
chi , debbono  anche  gli  archi  esser  tutti  descritti  in  tempo  e- 
guale. 

?85.  II.  La  dimostrazione  dell’isocronismo  dell’oscillazioni  ne’ 
minimi  archi  circolari  non  è esatta . L’ esatta  ha  luogo  per  le 
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oscillazioni  , che  si  fanno  in  archi  cicloidali . 1/  Evoluta  della 
Cicloide  A CD  è formata  da  due  semicicloidi  AF  , DF  eguali 
tra  loro,  come  anche  alle  due  semicicloidi  AC  , DO  , e tangenti 
ne’  punti  A , D alla  retta  AD,  ed  all’estremo  F dell’asse  CE 
prolungato  ad  una  doppia  altezza.  Ora  le  due  semicirloidi  FA  , 
FD  siano  due  lamine  di  tal  figura  situate  in  un  piano  verticale. 
Un  filo  flessibilissimo  lungo  quanto  FA  sia  con  un’estremità  at- 
taccato al  punto  fisso  F,  tenga  sospeso  coll’altia  un. corpo  pe- 
sante . Si  porti  questo  corpo  in  A in  modo,  che  il  filo  si  avvol- 
ga alla  convessità  della  lamina , e quivi  si  lasci  ili  balia  della  sua 
gravità.  Esso  oscillerà  da  una  parte,  e dall’altra;  il  filo  si  avvol- 
gerà , c svolgerà  successivamente  dalle  due  lamine  cicloidali , la 
^ ua  estremità  descriverà  una  cicloide , c si  avrà  cosi  un  pendolo 
oscillante  in  una  cicloide. 

Fertanto  la  curva  ADM  descritta  dal  pendolo  FD  nelle  sue 
oscillazioni  ( Fig.  3t  ) sia  una  cicloide,  che  abbia  per  geni- 
tore un  cerchio  del  diametro  ' L DF  — '/%  r.  Ritenute  le  deno- 
minazioni del  n°.  28t  abbiamo  l’arco  DO  A rr  J/  ina  , l’arco 

DCB  =r:  y irx  ; e 1’  arco  AB  s = DOA  — DOB  r= 

rdx 

yi  rm  - y ir x ; onde  BC  “ ds  rr  quantità  , che  è qui 

esatta,  mentre  per  il  cerchio  non  era,  che  approssimata  . Ripe- 
tuto per  tanto  il  ragionamento  stesso  del  citato  n°.  281  si  trova 

espressione  del  tempo  comune  a tutte  le  oscilla- 
zioni grandi , e piccole  nella  cicloide  . • 

Ma  l’ isocronismo  delle  oscillazioni  negli  archi  cicloidali  , e 
circolari  piccolissimi  può  dimostrarsi  anche  in  altra  maniera. 

286.  Sia  la  cicloide  ACD  (.Fig.32)  generata  dal  cer- 
chio EGC , che  ha  per  diametro  EG  = '/»  r (nota  a). 


(a)  Se  un  cerchio  AZ  ( Fig.  33  ) giri  sopra  una  retta  AD , 
finché  il  punto,  che  toccava  questa  retta  in  A la  tocchi  un’  altra 
volta  in  D , questo  punto  descriverà  una  curva  ACD  , che  è det- 
ta Cicloide . La  linea  AD  si  chiama  la  frase  dalla  cicloide;  la  CE 
normale  al  mezzo  della  medesima  si  chiama  1’  asse  ; il  punto  G 
il  vertice } e il  circolo  A Z—  EOCQ  circolo  generatore  • 
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Tagliato  nella  semicicloide  AC  il  segmento  piccolissi- 
mo MN  , si  tirino  normali  adEC  le  parallele  Mm  ,Nn 


Dal  modo , con  cui  si  genera  la  cicloide  apparisce,  che  l’in- 
tera Ixjse  ne  è eguale  alla  intera  periferia  del  circolo  generatore;  e 
qualunque  porzione  AF  della  base  è eguale  alla  corrispondente 
porzione  FKM  di  detta  periferia . 

Posto  ciò  tirando  MP  normale  ad  EC  ; e le  corde  eguali  MF, 
OE,  avremo  FErrrMO.  Quindi  poiché  FE=AE — AF  = 
CIOÈ—  FKM  — CIOÈ— -OLE  — CIO,  la  parte  MO  dell’ordi- 
nata MP  compresa  tra  la  curva , e la  circonferenza  del  circolo  ge- 
neratore è sempre  eguale  all’arco  corrispondente  CIO  del  detto 
cerchio  . * 

Pertanto  preso  nella  cicloide  1’  arco  infinitesimo  Mm , sia* 
MT  la  tangente  in  M;  si  tiri  1’  ordinata  mp  sommamente  vicina  , 
e parallela  ad  MP , e la  linea  Mr  parallela  ad  OT  tangente  del 
circolo  generatore  in  O . Avremo  MO  ~ CIO;  mo—  Ciò  ; c per- 
ciò rarzr:  Oo  . Ma  mr:  Mr  *;  MO:  OT  ; ed  essendo  mr  = Oo— 
Mr  , sarà  MO  ~ OT  ; quindi  aug.  OTM  = ang.  OMT  . Ora  1’  ar- 
co sotteso  alla  corda  OQ  è doppio  dell’arco  f.Q  compreso  tra  le 
corde  OC , OQ;e  quindi  l’angolo  del  segmento  TOQ  — 2 COQ. 
Ma  TOQ—  TMO  -j-  OTM  perchè  esterno  ; o sia  TOQ  =r  2OMT . 
Dunque  COQ=  TMO  , c perciò  la  tangente  MT  è parallela  alla 
corda  OC. 

(è)  S’ immagini  un  filo  ACE  applicato  sopra  una  curva  ri- 
gida AE  ( Fig.  34  ) • Se  si  sviluppi  questo  filo  tenendolo  sempre 
egualmente  teso  , la  sua  estremità  A descriverà  una  curva  AMB, 
a cui  sarà  sempre  normale  la  porzione  sviluppata  del  filo  MC' , che 
è tangente  in  C1  della  curva  AE.  Ogni  arco  infinitesimo  MM'  del- 
la curva  AB  potrà  riguardarsi  come  un  arco  di  cerchio  descritto 
col  raggio  MC1 , ed  essa  per  ciò  come  il  complesso  di  un  nume- 
ro infinito  d’  archetti  circolari  infinitesimi  . La  curva  AE  dicesi 
P Evoluta  della  curva  AMB  ; C'M  si  chiama  il  raggio  osculato- 
re , o raggio  dell ’ evoluta  , o raggio  di  cuivatura  ; e ognuno 
degli  archetti  arco  osculatore  . Questo  genere  di  curve  immagi- 
nato già  dall’  Huvghens  ha  molto  esercitato  l’ingegno  dei  Ma- 
terna'ici  posteriori  , che  data  una  curva  hanno  specialmente  ri- 
cercato qual  debba  esserne  l’ evoluta , e quale  il  raggio  osculatore  . 

(e)  Per  determinare  l’evoluta  A CE  di  una  cicloide  ABa 
a Fig.  34)  suppoflghiamo  , che  ne  sia  BOD  il  circolo  generatore 
MT  la  tangente  in  M , e CM  il  raggio  osculatore , che  le  sarà 
normale  . Si  tirino  l’ ordinata  MP  nonnaie  sopra  P asse  BD , e le 
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sommamente  vicine;  si  guidino  le  corde  GC,  EG,  gC; 
e normale  sulla  GC  la  gO.  Il  moto  di  un  grave  per  l’ar- 
chetto MN  si  può  considerare  come  uniforme;  e quin- 
di il  tempo  impiegato  a percorrerlo  sarà  espresso  per  la 

formula  (7 5)  t — — = . Ma  la  celerità  del  gra- 

c c 

ve  in  M è la  celerità  acquistata  per  ÀM , o anche  per 
Em  (280),  e perciò  sarà  c = Y i%.j/  Em(266);  on- 


de t — 


MN 


j/  ag  Y Em 


. Ora  nel  circolo  EGC  essendo 


EG'  = EC . Em,,  sarà  f/ Ì5m  = 


EG 
y EC 


quindi 


_ MN.^/EG aGO^/EC 

y'  2 g . EC  2 g.  EG 

essendo  per  la  natura  della  ru.loide  MN  = 2GO  (no- 
ta d~).  Ma  i triangoli  rettangoli  EGC,  GOg  son  simi- 


corde  BO , OD  appoggiate  sul  diametro  BD  . Essendo  ia  corda 
DO  parallela  alla  tangente  MT  (a)  , sarà  OD  parallela  ad  MC  . 

Ora  compito  il  rettangolo  AE , sul  lato  AB*  ==  DE=r  DB  come 
diametro  , si  descriva  il  semicerchio  AQB' j si  tiri  1’  ordinata  CP1 
normale  ad  AB'  ; AQ  parallela  ad  MC  , e si  uniscano  i punti  C, 

O.  I/angolol  MAQ — NDC  . Dunque  gli  archi  Oli),  ÀLQ,  e leVt^  - ' • „ 
corde  OD  , AQT' thè'  gl*  sottendono  sono  eguali.  Ma  l’arco 
OID  — AN  ; e perciò  AN  = ALQ  . Ma  AN  = QC  . Dimque 
QC  ~ ALQ  proprietà  caratteristica  della  cicloide  (a)  . Dunque 
l’evoluta  AEG  della  cicloide  è una  cicloide. 

(</)  L’  arco  AC  dell’  evoluta  è eguale  a MC  . Ma  essendo  • 

QC  ~ AQ  = MN , sarà  AC  r=  2 AQ  . Dunque  un  arco  qualunque 
di  cicloide  è doppio  della  corda  corrispondente  del  circolo  gene- 
ratore . Dunque  come  AC  — 2AQ:  così  AC1  = 2AQ1  ; e la  dif- 
ferenza tra  AC  , ed  AC1  sarà  doppia  della  differenza  tra  le  corde 
AQ , AQ1 , che  si  determina  facendo  centro  in  A , e coll’  interval- 
lo AQ  descrivendo  1’  arco  Qo  , ovvero  alzando  sulla  AQ1  la  nor- 
male Qo . 

(e)  Data  la  natura  speciale  di  una  curva  espressa  per  un’equa- 
zione tra  le  coordinate,  i Geometri  determinano  il  valore  del  rag- 
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li , perchè  confondendosi  1’  arco  infinitesimo  Gg  colla 
tangente  in  G,  l’angolo  OGg  si  può  considerare  come 
angolo  del  segmento,  e perciò  eguale  all’ angolo  GEC. 
-p.  GO  gG  al/EG  G g 

Dum‘ulGE  = lo-  ’*tz=-hg~-à 
aG g.  j/EC  %Gg  «Gg 


j/ag\  J/EC.  J/EC  f/zg.  RG  Vrg 
Se  lo  stesso  discorso  si  faccia  per  tutti  gli  archetti,  chè 
costituiscono  la  semicicloide,  troveremo  componendo , 
che  l’archetto  Gg  esteso  fra  i limiti  E,  ed  EGC  sarà 

, poiché  --  è il  raggio;  e perciò  dicendo  T\\  tem- 

4 4 

po  per  l’intera  semicicloijle,  avremo 
T tt  r n r 

a ’ Vgr  * / g 

287.  i°.  Il  tempo,  in  cui  è percorsa  da  un  grave 
l’ intera  Cicloide,  cioè  il  tempo,  in  cui  il  pendolo  ob- 
bligato ad  oscillare  per  una  tal  curva  fa  l’intera  oscil- 


lazione è espresso  per  tt 


2°.  Questo  valore  convenendo  a tutti  gli  archi  an- 
che ineguali  mostra,  che  questi,  qualunque  ne  sia  la 
graudezza , son  descritti  tutti  in  tempi  eguali , cioè 
che  le  oscillazioni  in  archi  cicloidali  sono  isocrone. 

Ora  la  cicloide  avendo  per  evoluta  una  cicloide  a 
se  eguale  ( nota  c ) , ogni  traiettoria  di  tal  genere  può 


gio  osculatore  , che  le  appartiene . Noi  non  entreremo  su  questo 
soggetto  n discussioni  speciali , che  non  ci  darebbero  dei  facili 
resultati  senza  l’aiuto  del  calcolo  infinitesimale , e ci  contentere- 
mo di  osservare , che  il  raggio  osculatore  per  le  Sezioni  coniche 
in  generale  si  esprime  pel  cubo  della  normale  alla  eurva  diviso  pel 
quadrato  della  metà  del  parametio  . 
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prendersi  per  una  evoluta  ; e ben  si  comprende,  che 
un  pendolo,  che  oscilla  per  ardii  cicloidali  può  consi- 
derarsi come  il  raggio  osculatore,  che  gli  va  descriven- 
do. Ma  una  piccola  porzione  d’una  curva  qualunque 
descritta  da  un  raggio  osculatore  può  prendersi  per 
un  arco  di  cerchio  ; ed  un  piccolo  arco  di  cerchio  può 
prendersi  per  una  porzione  di  curva  descritta  da  un 
raggio  osculatore  ( nota  h ) . Dunque  i piccoli  archi 
circolari  si  posson  considerare  come  archi  cicloidali , e 
perciò  le  oscillazioni  per  piccoli  archi  circolari  saran- 
no isocrone. 

288.  3°.  Poiché  il  cerchio  osculatore  della  cicloide 
nel  punto  C ha  per  raggio  2 EC  = r ; un  piccolissimo 
arco  cicloidale  preso  intorno  a detto  punto  G può  con- 
siderarsi come  un  piccolo  arco  circolare  del  raggio  r. 
Perciò  il  tempo  dell’ oscillazione  per  un  piccolissimo 
arco  circolare  del  raggio  r sarà  espresso  per  la  fornii- 


289.  4°.  Il  tempo,  in  cui  un  grave  percorre  la  ci 


percorrerebbe  P asse  = —,  come  la  periferia  del  cer- 


chio al  diametro,  poiché  it  a/ — : 9/ — H it  : 1 . 

' 8 r g 

299.  E qui  convien  notare  , che  sebbene  il  moto 
del  pendolo  sia  alternativamente  accelerato  nella  di- 
scesa , ritardato  nella  salita  da  un  punto  di  regresso 
all’altro  in* ciascuna  oscillazione,  ciò  non  ostante  poi- 
ché i tempi,  o le  durate  di  ciascuna  oscillazione  sono 
eguali,  la  serie  degli  spazj  percorsi  in  un  numero  qua- 
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lunque  di  oscillazioni  può  riguardarsi  come  trascorsa 
con  moto  uniforme.  Quindi  è,  che  il  moto  del  pendo- 
lo è attissimo,  e perciò  usato  comunemente  pella  mi- 
sura del  tempo. 

29 1 . Il  pendolo , del  quale  abbiamo  fin  qui  parlato 
dicesi  semplice,  siccome  quello,  cbe  risulta  da  un  so- 
lo gra\e  appeso  ad  un  filo,  o ad  una  verga,  cbe  si 
suppone  priva  affatto  di  gravità . È chiaro , cbe  pen- 
doli di  questo  genere  non  possono  esistere  in  natura. 
I pendoli,  cbe  esistono  siccome  resultano  da  molte  par- 
ti pesanti , cosi  son  detti  composti.  Varia  può  essere  la 
costruzione  dei  pendoli  composti.  Talvolta  è una  sot- 
til  verga  metallica , in  cui  è infilato  un  peso , cbe  suol 
dirsi  lente.  Talvolta  è composto  di  molte  verghe,  al 
complesso  delle  quali  è appesa  la  lente.  Finalmente 
un  grave  di  qualunque  figura  può  costituire  un  pendo- 
lo*com  posto. 

292.  Tra  questi  pendoli  merita  di  esser  particolar- 
mente descritto  quel,  che  immaginò  l’Huygbens.  Aven- 
do egli  trovato  il  primo  il  modo  di  applicare  il  pen- 
dolo all’orologio  a rote  per  regolarne  il  moto,  come  si 
accorse,  cbe  le  oscillazioni  circolari  poteano  per  molte 
ciscoslanze  variare,  e in  estensione,  e in  durata,  cosi 
per  avere  costantemente  isocrone  le  oscillazioni,  pen- 
sò di  obbligare  il  pendolo  a descriver  archi  cicloidali. 

Riflettendo  perciò , cbe  la  cicloide  ha  per  evoluta  un’ 
altra  cicloide  a se  eguale  posta  in  situazione  inversa 
compose  il  peudolo  con  un  filo  flessibilissimo,  alla 
cui  estremità  era  attaccato  un  corpo  pesante.  Al  punto 
F di  sospensione  ( Fig.  32  ) adattò  due  eguali  lamine 
metalliche  curvate  in  figura  di  due  semicicloidi  egua- 
li FA  , FD,  che  si  opponevano  la  convessità  in  situa- 
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zione  verticale , in  modo  che  il  pendolo  oscillando , 
dovesse  il  filo  ( che  prendea  eguale  al  doppio  asse  EF 
delle  semicicloidi  ) avvolgersi,  e svolgersi  successiva- 
mente dalle  medesime  . Erano  esse  così  ! evolute,  il 
pendolo,  il  raggio  osculatore  della  curva  descritta  dal- 
la sua  estremità , e questa  curva  perciò  una  cicloide  ; 
onde  si  avevano  isocrone  tutte  le  oscillazioni  ( 287  ). 

Ma  le  variazioni , ed  alterazioni , che  frequente- 
mente accadono  nelle  dette  lamine  cicloidali  metalli- 
che, non  meno  che  nel  filo  rendendo  questo  meccani- 
smo molto  soggetto  a guastarsi , se  ne  è abbandonato 
l’uso,  e per  avere  oscillazioni  isocrone  si  adoprano 
in  oggi  pèndoli , che  oscillino  in  piccolissimi  archi 
circolari,  o che  sian  costruiti,  come  dicon  gliOrologia- 
ri  a scappamento  libero.  Questa  ultima  costruzione 
immaginata  da  Alessandro  Cumming,  e da  esso  descrit- 
ta nel  suo  libro  intitolato  The  elements  of  clock 
walch  — H ork  adapted  to  practice , cui  rimettiamo  i 
Curiosi,  è molto  migliore  di  ogni  altra,  e perchè  ren- 
de gli  archi , in  cui  oscilla  il  pendolo  più  prossimi  al- 
la figura  cicloidale,  che  alla  circolare,  e per  qualche 
altra  ragione,  che  qui  non  importa  riferire. 

Ma  comunque  siano  Composti  questi  pendoli,  per 
adattar  loro  le  dottrine,  che  i Matematici  han  trovate 
ralativameute  ai  pendoli  semplici,  bisogna  determinare 
in  essj.  un  certo  punto , che  dicesi  Centro  di  oscilla- 
zione. Ora  ecco  che  cosa  è questo  centro,  e come  può 
determinarsene  la  posizione. 

293.  Il  pendolo  composto  risulti  dall’unione  dì 
due  corpi , o pesi  fi  , fi'  fissi  nei  punti  M , m alla  ver- 
ga Fin  , che  può  oscillare  intorno  al  centro  F ( Fig . 35). 

Se  i due  corpi  fossero  liberi,  per  l’azione  della  gravi- 
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là  ai  muoverebbero  eoa  celerità  eguali,  che  in  un  da- 
to tempo  potrebber  rappresentarsi  per  gli  spazj  egua- 
li Ma  , mn  da  essi  descritti.  Ma  essendo  entrambi  uni- 
ti alla  verga  oscillante , la  celerità  di  p,  si  diminuisce , 
si  accresce  quella  di  p.  E poiché  la  celerità  di  tutti  i 
punti  della  verga  dallo  stato  di  diminuzione  in  M va 
gradatamente  passando  allo  stato  di  aumento  in  m , 
è chiaro,  che  dee  trovarsi  tra  M,  ed  m un  punto  P, 
in  cui  essa  non  è nè  accresciuta  , nè  diminuita. 

Se  dunque  un  peso  fosse  collocato  in  P , ed  oscil- 
lasse insieme  con  (t , e fi',  il  suo  moto  non  sarebbe  nè 
accelerato,  nè  ritardato  per  l’azione  degli  altri  corpi  , 
e farebbe  perciò  le  sue  oscillazioni  in  quel  tempo,  in 
cui  le  avrebbe  fatte,  se  esso  solo  fosse  stato  affisso  al- 
la verga  Fm.  Questo  punto  P dicesi  il  Centro  di  O- 
scillazione.  Si  indica  dunque  colla  parola  centro  di 
oscillazione  quel  punto  di  un  pendolo  composto,  la 
cui  celerità  non  è nè  aumentata,  nè  diminuita  peli’  azio- 
ne degli  altri  punti  pesanti,  o corpi,  che  compongo- 
no il  pendolo.  E siccome  tutti  i punti  pesanti , che 
costituiscono  il  pendolo  per  quanto  situati  a diversa 
distanza  da  F , fanno  le  loro  oscillazioni  precisamen- 
te in  quel  tempo,  in  cui  le  farebbero,  se  fossero  situa- 
ti in  P ; cosi  il  pendolo  composto  si  dee  riguardare  co- 
me un  pendolo  semplice , che  faccia  le  sue  oscillazio- 
ni in  quel  tempo;  in  cui  le  farebbe,  se  avesse  per  lun- 
ghezza la  distanza  tra  il  centro  d’oscillazione,  e il 
centro  del  moto.  Dunque  determinare  il  centro  di  o- 
seillazione  significa  determinare  un  punto,  la  cui  di- 
stanza dal  centro  del  moto  eguagli  la  lunghezza  di  un 
pendolo  semplice , che  faccia  le  sue  oscillazioni  nel 
tempo  stesso , in  cui  le  fa  il  pendolo  composto. 
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Ecco  pertanto  un  metodo,  con  cui  può  determi- 
narsi questo  centro. 

294.  Sia  il  pendolo  composto  come  sopra  di  due 
pesi , o corpi  immobili  /x  , fi'  uniti  alla  verga  Fm  oscil- 
lante intorno  ad  F,  e ne  sia  in  P il  centro  di  oscilla- 
zione . Ciò , che  si  dice  di  due  pesi  può  dirsi  di  qua- 
lunque numero.  Suppongbiamo,  che  i detti  corpi  muo- 
vendosi liberamente  avessero  pescorso  nel  primo  mo- 
mento gli  spazj  eguali  Ma  , mn  ; e cbe  per  la  recipro- 
ca modificazione  si  riducan  questi  spazj  Mp , me.  Gli 
spazj  Ma  , mn  rappresentano  le  celerità  primitive  dei 
corpi  /x , /x1 , e queste  celerità  possono  decomporsi  in 
Mp,  -f  pa.e  in  me,  — cn  ( 192)  . Ora  le  celerità  pa, 
— cn  si  distruggono , e conseguentemente  se  i corpi 
non  avessero,  che  queste  due  celerità  resterebbero  es- 
si, e perciò  la  verga  in  equilibrio  ; onde  si  avrebbe 
fi.  pa.  MF  — /x' . cn.  Fm  = o (169  ,e  1 72)- 
Maper  la  somiglianza  dei  triangoli  apb,  cbn,  si  ha  cn: 
ap;:bn:ab  mP  :PM.  Avremo  dunque  sostituendo 
ix.  PM.  MF  — m P.  /x1 . m F = o.  Pertanto  sia  z = 
FP  la  distanza  del  punto  di  sospensione  dal  centro 
cercato,  MF  = b,  raF  — a , PM  — z — b;  Pm  — 


a — z,  e avremo  (z—  b ) X b'\x  — (a  — z)a  fi'; 
onde  z = • Dunque  la  distanza  del  centro 


/xò  + p’a 


di  oscillazione  da  quello  di  sospensione , è eguale  alla 
somma  dei  pi-odolli  di  ciascun  peso  componente  il 
pendolo  nel  quadrato  della  sua  respettiva  distanza  dal 
centro  di  sospensione  divisa  tutta  per  la  somma  dei 
prodotti  di  ciascun  peso  per  la  sua  respettiva  distanza 
dal  medesimo  centro  di  sospensione . E siccome  le 
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forze  si  considerano  espresse  pei  prodotti  di  una  mas- 
sa in  una  celerità  ; e le  celerità  quando  i tempi  sono 
eguali,  stanno  fra  loro  come  gli  spazj;  cosi  le  quanti- 
tà f a , p b potranno  considerarsi  come  forze , e f a*r 
p b%  come  i momenti  di  queste  forze  riferiti  al  centro 
F.  Dunque  la  distanza  del  centro  di  oscillazione  dal 
centro  di  sospensione  è eguale  alla  somma  dei  mo- 
menti di  ciascuna  forza  riferiti  al  centro  di  sospen- 
sione divisa  per  la  somma  di  tutte  le  forze  . 

295.  Quindi  è ben  facile  di  trovare  il  centro  di  oscillazione 
di  un  pendolo  composto  cosituito  da  una  verga  , o da  qualun- 
que altro* corpo  regolare  , i cui  elementi  gravitanti  si  riguardino 
come  i pesi  , che  compongono  il  pendolo . Noi  ci  limiteremo  a 
cercarlo  in  una  verga  , e in  una  figura  piana  , che  oscilli  intorno 
a un  asse  situato  nel  piano  stesso  oscillante  . 

Sia  la  verga  Fin  , che  può  considerarsi  oscillante  intorno  al 
suo  estremo  punto  F , o intorno  al  punto  F' , cui  sia  appesa  per 
mezzo  di  una  verga  non  grave  FF* . Considereremo  per  maggior 
generalità  questo  secondo  caso . Sia  dunque  FF‘=«  ; il  peso  del- 
1*  elemento  infinitesimo  Rr  r — dX , Fr“  x.  La  forza , con  cui  o- 
scilla  1*  elemento  dX  sarà  (a  + T)  elX  , e il  momento  riferito  al 
centro  F* , o all’asse  A*  R‘  sarà  ( a x)"*  dX  J e per  il  n°.  supe- 
riore F'P  = z — distanza  del  centro  di  oscilla- 

la-|-x)  rfX 

zione  dal  centro  di  sospensione , o del  moto. 

Questa  formula  serve  a determinare  il  centro  di  oscillazione 
non  tanto  di  una  linea  , quant’  anche  di  tutte  le  figure  piane  omo- 
genee SFTn , che  sian  divise  in  mezzo  dall’  asse  verticale  Fm , e 
debbano  oscillare  intorno  1’  asse  A1  Bl  situato  nel  piano  stesso  . 
Imperciocché  quest’  asse  riesce  parallelo  alle  ordinate  GK , gk 
e perciò  tutto  il  peso  della  figura  si  può  supporre  ridotto  in  Fm  ; 
cioè  ridotto  in  R tutto  il  peso  di  GK,  in  r tutto  quello  di  gk,  ec. 
giacche  attesa  1*  equidistanza  di  tutti  i punti  delle  dette  ordinate 
dall’asse  A1  B1  dei  momenti,  la  somma  dei  prodotti  di  ciascun 
punto  per  il  qnadrato  della  sua  respettiva  distanza  dall’asse  A’B’è 
eguale  al  prodotto  della  somma  di  tutti  questi  punti  per  il  quadra- 
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to  della  distanza  a -J.  x . L*  integrazione  pertanto  «li  questa  for- 
mula nei  casi  particolari , in  cui  x è una  funzione  di  X darà  il 
cercato  centro  di  oscillazione,  e per  la  verga,  e per  la  figura 
piana . • 

Noi  considereremo  tre  casi 


2$6.  I.  Suppongasi  , chela  densità  della  verga  vada  crescen- 
do secondo  le  potenze  fisime  della  distanza  da  F' . Posta  la  den-\ 
sita  in  m rz  m , si  faccia  Fin  = b ; avremo  ( a -f- ò)"  : 

( a-4-.r  V — densità  in  R ;dXzzz 

x ' ' Q a -J-  b j 

^ .Vi 5 onde  F'P  = 

f ( a -4-  x )»•*•*  dx  n-f-3  ( a-fr-x)  *"H  + C 
f ( a -J-  x ) " +,dx  n -}•  3 ( a -f- 

essendo  C,  c due  costanti  arbitrarie  . E siccome  i pesi,  e i loro 
momenti  contemporaneamente  svaniscono  , quando  x ~ o,  e per- 
ciò C — /j-  a ,+3  : c ~ ■ — a n+*  : così  P inte- 

n- 1-3  ’ n-X-2  ’ 


graie  definito  sarà  F'P  rr 

L«  +2J  f 

' I « + x]  — 0 *+3  f 

ì»  + 3]l 

_ [a  + x ] *+»  — a -*•  J 

Che  se  il  centro  di  sospensione  fosse  F,  si  farebbe  a ~o, 
e la  trovata  formula  darebbe  il  valore  di  FP  = 

--Ìl?  x , ovvero  FP  = b , considerando  tutta  la  lun- 

n+3  n-f.3 

ghezza  della  linea  Fra  . * 

Applicazioni . 

297.  i°.  Sia  la  linea  omogenea  , sia  cioè  n=  o;  abbiamo 

F'P  = */j  [ X 3a  ] 5 ^ = ‘/s  ovvero  = */s  b. 

2g8-  a®.  Sia  n =2  1 ; cioè  siano  le  densità  come  le  semplici 
distanze  dal  punto  F' . Avremo  F'P  — 

* / r 4*s-t-6«‘x4-4«**+*5 1 . 

' 3al-|-3ax-|-  x1  -1  * 

FP  = x$  ovvero  FP  — b. 

Ora  siccome  1’  asse  del  triangolo  isoscele  è gravato  da  pesi 
proporzionali  alla  semplice  .distanza  dal  vertice , così  questa  for- 
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mula  mostra  la  situazione  del  centro  di  oscillazione  d’  un  triango- 
lo isoscele  sì  intorno  ad  F1 , come  intorno  ad  F . 

299.  n.  Sia  y funzione  di  X , c sia  dXzxi  ydx  ; avremo- 

* r \ (i  4*  x 1 * y il  x 

F'  P — , - formula  , che  da  il  centro  di  oscilla- 

J\a  da- 
zione di  una  figura  piana  coll’ascisse  prese  sopra  1’  asse  Fin  , e 
coll’ ordinate  GK  , gk  normali  ad  Fm  oscillante  intorno  Tasse 
A'B'  parallelo  alT ordinate , e situato  nel  piano  stesso. 

300.  Così  troverassi  per  la  parabola,  in  cui  y = J/  x 

_ r35a1-l~42«-r+t5x*  "l  . 

F P=LJ — ] '/»■' 


; ovvero 


]>FP= 


Flp='A[^^— - 

f/7  b , senza  costanti , perchè  svanendo  x,  tutto  svanisce . 

3oi.  IH.  Sia  finalmente^-  funzione  di  X,  e dX ~ 

2 f/  [ d x * dy 5 ] , avremo  F'  P 

x\l  V [dx'-X-dy*]  , , 

■7 rr- — : — 1 -f 7 formula  , che  da  d centro  di 

/[«+*]  V[dx'+  dy'] 

oscillazione  del  perimetro  di  una  curva  SFT , che  oscilla  intorno 
l’asse  A’B1  parallelo  alle  sue  ordinate. 

Così  se  vogliasi  il  centro  d’oscillazione  d’ una  cicloide  de- 
scritta col  cerchio  del  diametro  Fin  = 2 r , essendo  in  questa  cur- 

■ X 

— , sostituendo,  e integrando  si  avrà  bHP  rr 


. 1/  2/-  - 
va  dy  — dx  - 


. ri 5a*-\- 1 oax-^. 3.t*  j 

L 3a-4-ar  J 


3a-\-a 

senza  costante  per  la  solita  ragione  . E ponendo  2r  invece  di  x , 

P P = </.  f ; FP  = •/,  r • 

Resterebbe  ora  da  determinarsi  il  centro  d’oscillazione  in- 
torno ad  un  asse  normale  all’asse  A'B1 , cioè  il  centro  d’oscil- 
lazione laterale  della  fignra  piana  SFTn  , come  pure  il  centro  di 
oscillazione  d’nn  solido;  ma  il  fin  qui  detto  basta  pel  nostro  og- 
getto . 

3oa.  Tutto  ciò  premesso,  si  avverta,  che  iu  segui- 
to per  lunghezza  del  pendolo  intenderemo  la  dista»- 
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za , che  passa  fra  i suoi  due  centri  di  oscillazione , c 
di  sospensione.  '• 

Pertanto  sia  die  i pendoli  oscillando  descrivano 
piccolissimi  archi  circolari,  sia  che  gli  descrivano  ci- 
cloidali , abbiamo  sempre  il  tempo , o durata  delle  o- 


scillazioni  espresso  per  t — 


re  a/'—  (288  }.  Que- 

r e 


sta  equazione  ha  luogo  tanto  quando  il  pendolo  oscil- 
la nel  vuoto , tanto  quando  oscilla  nell’  aria.  Poiché 
per  la  resistenza  dell’  aria  di  tanto  si  accresce  il  tem- 
po della  semioscillazione  descendente , di  quanto  si 
diminuisce  quello  della  semioscillazione  ascendente,, 
scemandosi  l’ampiezza  dell’ oscillazione  intera.  Ciò  si 
può  dimostrar  rigorosamente,  il  Poisson  lo  ha  dimo- 
strato ( Traile  de  Mech.  T.i.p.  4o5  ) , ed  alla  sua  di- 
mostrazione noi  rimettiamo  gli  Studiosi.  , 

Ora  in  questa  equazione  r è la  lunghezza  del  pen- 
dolo, tc  è una  quantità  costante.  Dunque  se  sia  costan- 
te anche  g , è chiaro  , che 

I.  Le  durate  delle  oscillazioni  di  diversi  pendoli 
qualunque  sia  il  loro  peso  (48), sono  tra  loro  in  ragio- 
ne subduplicata  delle  lunghezze.  E quindi 

3o3.  II.  Le  lunghezze  l , t dei  pendoli  sono  tra 
loro  in  ragione  duplicata  inversa  dei  numeri  n , del- 
le oscillazioni  fatte  in  un  dato  tempo  T.  Poiché  essen- 


do evidentemente  t — 


— per  un  pendolo,  e t1  = 
n 


r per  un  altro,  si  ha  t : f’  ’.l  — : — T ;;  «l  : n II 
n n n' 

y l : t ; en‘  : n'*  J \ l :L 

Dunque  crescendo , o scemando  la  lunghezza  del 
pendolo  non  può  aversi  lo  stesso  numero  d’oscillazio- 
t.  1.  i3 
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ai  nello  stesso  tempo.  I notabili  aumenti  del  freddo, 
e del  caldo,  cbe  fan  scorciare,  o allungare  5 pendoli, 
producono  delle  opposte  ■variazioni  di  lunghezza,  che 
bisogna  opportunamente  correggere  per  aver  costante- 
mente  in  un  dato  tempo  un  dato  numero  di  oscilla- 
zioni- Per  prevenire  tali  variazioni  si  sono  inventati  i 
così  defti  pendoli  a correzione , i quali  sono  composti 
di  diversi  corpi  congegnati  in  maniera,  cbe  per  qua- 
lunque cangiamento  di  temperie,  che  possa  accadere, 
si  modifichino  fra  loro  sì  fattamente,  che  resti  sem- 
pre costante  la  distanza  fra  i due  centri  del  moto,  e 
di  oscillazione . Ma  non  volendo  pendoli  a correzione 
per  aver  le  oscillazioni  costantemente  isocrone  con- 
viene formar  il  pendolo  con  nna  verga  di  legno  secca- 
ta in  forno,  bollita  nell’  olio,  e verniciata.  Una  tal 
verga  non  cangia  dimensioni  per  i cangiamenti  del 
caldo,  e del  freddo  ( V . Biot  Precis  Eleni,  de  Phj's. 
T.  i . pag.  217  ).  Nei  pendoli  ordinar]  per  mantener 
costante  il  numero  delle  oscillazioni  in  un  dato  tempo 
si  suole  abbassare,  o alzare  la  lente  , secondo  che  que- 
sto numero  cresce,  o scema.  Con  questo  metodo  si  re- 
golano gli  orologi  comuni  a pendolo. 

3o4-  ITI.  Delle  tre  quantità  r = / ; t ; date  cbe 
siano  due  , se  ne  conosce  F altra  immediatamente . 
Così 

IV.  Se  siano  date  l , e t , avremo 


W 


Quindi 

i°.  Agevolmente  si  determina  Pintensitk  della  gra- 
vità in  ogni  luogo  della  terra  por  mezzo  delle  osserva- 
zioni del  pendolo.  Contando  il  numero  n delle  oscilla- 
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zioni  di  un  pendolo  nel  tempo  T,  avremo  il  valore 
di  t ( 3o3  ),  che  sostituito  insieme  col  noto  valore  di 
l nella  formula  superiore  ci  rende  nota  la  quantità  g , 
essendo  n = 3 , 1 4 1 &9*ì^>5- 

305.  2°.  Variando  il  valore  di  l , o di  t dee  corri- 
spondentemente variare  il  valore  di  g;  cioè  se  varia  la 
lunghezza,  che  il  pendolo  dee  avere  per  fare  l’oscilla- 
zione in  un  dato  tempo  , o se  varia  la  durata  delle 
oscillazioni  del  pendolo  di  data  lunghezza  ; vai'ia  cor- 
rispondentemente la  gravità.  Cresce , se  cresce  l , re- 
stando costante  t ; o se  restando  costante  l , diminui- 
sce t : scema,  se  scema  l,  restando  costante  t-,  o se  re- 
stando costante  l,  cresce  t. 

Ora  l’ osservazione  ha  dimostrato,  che  un  pendolo 
di  data  lunghezza  trasportato  dall' equatore  verso  i po- 
li fa  l’oscillazione  di  minor  durala,  e che  per  avere 
oscillazioni  di  durata  eguale  bisogna  accrescere  la  lun- 
ghezza del  pendolo.  Segue  precisamente  il  contrario 
trasportando  il  pendolo  dai  poli  verso  l’ equatore. 

Quindi  si  è dedotto,  che  V energìa  delia  gravità  è 
minore  verso  l’equatore , che  verso  i poli. 

3°.  Conosciute  le  lunghezze  del  pendolo,  chogpscih 
la  in  i”in  diversi  paesi,  si  può  facilmente  determina- 
re la  misura  della  gravità  nei  paesi  medesimi.  Fra  noi 
la  lunghezza  di  un  pendolo,  che  oscilla  in  ì” essendo 
tre  piedi  parigini , e linee  8 , 38  = lin.  44°*  38,  ovve- 
ro metri  o,  99384,  si  ha  la  gravità 

g — ( 44o  , 38  ) ( 3 , 1415926$  )*  = 3o  , 1 83  piedi, 
die  corrispondono  a metri  9 , 8088. 

3 06.  Questo  valore  di  g esprime  la  celerità,  che 
nella  nostra  latitudine  la  gravità  imprime  ai  corpi  nel 
primo  minuto  secondo  della  loro  caduta  nel  vuoto.  E 
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siccome  ne]  moto  dei  gravi  abbiamo  ( 260  ) s = 
*/.£**,  ed  essendoti  i”,g-  = a.v  ; così  questo  valore  di 
g esprime  il  doppio  dello  spazio,  che  un  grave  per- 
corre cadendo  nel  vuoto  nel  primo  minuto  secondo. 
Dunque  lo  spazio  percorso  in  questo  tempo  da  un 
grave  sarà  s — 10 , 091 5 pi.  ; ovvero  metri  4 * 9<>44* 
Dopo  tutto  ciò 

307.  V.  Se  si  paragonino  le  oscillazioni  di  pendo- 


li situati  indiverse  latitudini, avremo t : t[  ” 


e quindi  se  t = l' , g : g'  / : l j se  l = /*, 


g : g'  j;  t'*  : t*  ; cioè  in  diverse  latitudini  le  gravità 
sono  come  le  lunghezze  dei  pendoli  isocroni  ; e in 
ragion  duplicata  inversa  delle  durate  delle  oscilla- 
zioni , se  le  lunghezze  dei  pendoli  siano  eguali. 

3o8.  Le  osservazioni , che  si  son  fatte  in  varie  lati- 
tudini coll’ aiuto  dell’ esposte  dottrine  han  dimostra- 
to, che  detta  g la  gravità  a una  latitudine  di  5oe  ; gx 
la  gravità  in  un  filtro  qualunque  luogo,  di  cui  la  lati- 
tudine sia  espressa  per  L,  il  valore  di  g*  è dato  dal- 
la formula 

gx  = g ( 1 — o , 002837  cos.  2 Z ) . 

Al  Polo  essendo 

L — 1 oo°  ; g'  = g ( 1 -}-  o , 002837  ) . 

All’Fquatore  essendo 

Z = o;  g1  ~ g ( 1 — o,  002837  ) . 

Dnntpie  l’aumento  della  gravità  nell’  intera  esten- 
sione di  '/^  del  Meridiano  è 2 g ( o , 002837  ) , ovvero 
0,005674  » nioè  '/.js  in  (irca  del  suo  valor  medio. 

3oq.  Oltre  al  centro  d’oscillazione  dee  distinta- 
mente  considerarsi  nel  pendolo  il  centro  di  percossa. 
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Retando  una  verga  Fm  ( Fig.  35  ) intorno  ad  un  as- 
se, che  passi  pel  punto  F,  tutte  le  sue  parti  concepì-  . 
' scono  una  quantità  di  moto  proporziouale  alla  respet- 
tiva  loro  distanza  dall’asse  di  rotazione.  Queste  quan- 
tità di  moto  costituiscono  un  sistema  di  forze  insieme 


unite  per  mezzo  della  verga,  sistema,  che  dee  avere 
la  sua  risultante  equivalente  alla  somma  di  tutte  , e 
la  cui  direzione  dee  passare  per  un  determinato  pun- 
to P della  verga.  Ben  facilmente  si  comprende,  che  se  la 
verga  rotando  s’ imbattesse  in  un  ostacolo  con  questo 
punto  li  farebbe  provare  il  massimo  urto  . Ora  questo 
punto  P chiamasi  centro  di  percussione,  o percossa. 
Per  determinarne  la  posizione  si  rifletta , che  gli  ele- 
menti, onde  risulta  la  verga  debbon  considerarsi  come 
corpi , che  modificano  respettivamente  i loro  moti , e 
perciò  usando  il  metodo  del  n°.  uj/\  si  troverà  il  moto 
di  ogni  elemento.  Quindi  ritenute  le  denominazioni 
del  n°.  » avremo  la  distanza  del  centro  di  percossa 

dal  centro  del  moto  espressa  per  FP  = a— . 

a p -f-  b p' 

* 810.  Da  tutto  ciò  risulta,  che 

i°.  I Ceutri  di  oscillazione,  e di  percussione  nei  pendoli 
composti  coincidono.  (2^4) j ina  non  può  da  questo  inferirsi, 
che  amhi  questi  centri  siano  una  cosa  stessa , come  alcuni  han 
creduto . La  differenza  rilevasi  a colpo  d’ occhio  dalle  respettive 
definizioni , che  ne  abbiam  date  sopra  ai  numeri  2q3 , 3ocp  Che 
se  abbiam  trovata  la  stessa  fonnula  per  determinare  la  posizio- 
ne di  entrambi , ciò  nasce  dall’ aver  noi  supposto  , come  realmen- 
te segue,  che  il  pendolo  oscilla  per  1’  azione  della  gravità,  cioè 
per  l’impulso  di  forze  acceleratrici  parallele,  e proporzionali  alle 
masse  delle  particelle,  su  coi  agiscono.  Se  avessimo  considerato 
il  problema  del  centro  d’oscillazione  nella  sua  generalità,  come 


lo  ha  considerato  il  D’ Alembert  ( Dynam.  L.  2)  avremmo  tro- 
vata una  formula  diversa  da  quella , che  da  la  posizione  del  cen- 
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tro  di  percossa.  E ciò  perchè  la  posizione  del  centro  di  oscillai  o- 
, nc  dipende  dalla  natura,  e direzione  delle  forze, che  operano  su 
i singoli  elementi  del  corpo  oscillante;  mentre  per  lo  contrario 
la  posizione  del  centro  di  percossa  è intieramente  indipendente 
dalle  forze,  che  possono  agire  sui  i corpi , e soltanto  dipende 
dalle  relazioni  delle  masse  , c dalle  situazioni  respettive  degli  e- 
lcmcnti  del  corpo  rotante.  Se  un  pendolo  oscillasse  nell’acqua, 
diminuendosene  per  la  resistenza  del  fluido  la  forza  accelerati  ice, 
varierebbe  la  posizione  del  centro  d’  oscillazione , ma  non  varie- 
rebbe quella  del  centro  di  percossa. 

* 3i  1.  2°.  Se  al  centro  di  percossa  sia  applicata  una  forza  egua- 
le, e direttamente  contraria  alla  risultante,  che  passa  pel  medesi- 
mo, si  estinguerà  il  moto  della  verga  rotante , senza  che  si  co- 
munichi alcuna  spinta  all’asse  di  rotazione.  E reciprocamente  sì 
metterà  in  moto  la  verga  senza  urtarne  l’ asse  di  rotazione,  appli- 
cando tal  forza  al  centro  di  percossa. 

* 3 12.  3°.  Sebbene  possa  trovarsi  il  centro  di  percussione 
anche  col  metodo  stesso , con  cui  si  trova  il  centro  di  gravità  ; 
pure  questo  è diverso  da  quello.  Supponghiamo  in  fatti , che 
questo  sia  nel  punto  Z.  Posto  F Z — z avremo  per  la  proprietà 
del  centro  di  gravità  ritenute  le  denominazioni  del  n°.  2f)4' 

/*•'/*'  II  * — b : a — z ( 196 . 234  ) } 

onde  s = . Essendo 

a [X  b u1  g*  n b « fx' 

. f*'  4 ‘ P1  ^ a p + b fx'  * 

/ attesa  la  natura  delle  quantità  a ,b  , sarà  FZ  > FP  ( 3c>9  ) ; 

onde  il  Centro  Z di  gravità  sarà  più  vicino  al  punto  F , che  il 
centro  P d’oscillazione 

3 1 3.  Il  moto  dei  gravi  può  esser  variamente  mo- 
dificato non  solo  dalla  opposizione  di  un  piano  incli- 
nato , o dalla  resistenza  di  un  punto  di  sospensione , 
come  nei  casi  considerati  fin  qui  ; ma  ben  anche  dal- 
la combinazione  ad  angolo  di  un’  altra  forza  colla 
gravità.  Anzi  i fenomeui  più  grandiosi  della  natura 
son  prodotti  da  questa  combinazione.  È dunque  ne- 
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cessano,  che  noi  ci  trattenghiamo  a parlarne  alquanto 
diffusamente  ; e perciò  considerammo  in  generale  la 
combinazione  ad  angolo  di  forze  eterogenee. 

CAPITOLO  XVI, 

• i « 

Del  moto  per  le  Traiettorie . 

3 1 4-  $e  una  sola  for*a  agisca  sopra  di  un  corpo, 
o punto  materiale  , questo  dee  muoversi  in  linea  retta 
secondo  la  direzione  della  forza  (6g).  Se  due,  o più 
forze  omogenee  agiscano  ad  angolo  sojjra  di  un  pun- 
to materiale , questo  si  muovei  à parimente  in  linea 
retta  secondo  la  direzione  della  risultante  di  dette  for- 
ze ( 1 1 5 ) . Questa  direzione  è determinata  dalla 
ragione,  che  hanno  tra  loro  le  forze,  e dall’  angolo,  che 
fanno  le  loro  direzioni. Finché  rimangou  costanti  que- 
sta ragione,  e quest’ angolo , la  direzione  della  risul- 
tante rimane  costantemente  nella  prolungazione  della 
stessa  retta.  Ma  tutte  le  volte  che  quest’ angolo,  o 
questa  ragione  venga  a variare , dee  pur  variare  cor- 
rispondentemente la  direzione  della  risultante,  e de- 
flettere dalla  retta  primitivamente  descritta.  Per  lo 
che  sopravvenendo  queste  variazioni  a intervalli  di 
tempo  maggiori,  o minori,  le  varie  direzioni  della 
risultante  costituiranno  un  poligono,  i cui  lati  saran- 
no, più,  o meno  lunghi , secondo  che  più  , o meu 
lungo  è stato  l’intervallo  di  tempo,  che  "è  scorso  tra 
una  variazione , e 1’  altra  ; talché  si  ridurrà  una  cur- 
va , quando  questi  intervalli  non  siano  che  infini- 
tesimi. 
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3 1 5.  Tutto  ciò  potrebbe  dedursi  da  quanto  dicemmo  sopra 
della  composizione  dqjle  forze  ( 1 15  a i35  ) , essendo  il  moto 
proporzionale  alla  forza,  da  cui  è prodotto.  Ma  stimiamo  più  op- 
portuno di  dedurlo  direttamente  dalla  dottrina  della  composizio 
ne  dei  moti . 

Pertanto  due  {przc  costanti  agiscano  ad  angolo  sopra  di  un 
mobile , che  consideriamo  come  un  punto  materiale . Una  tra  que- 
ste sia  tale  , che  se  ella  sola  agisse  nell’  unità  di  tempo  , comu- 
nicherebbe al  mobile  una  celerità  rappresentata  da  un  lato  di  un 
parallelogrammo  , o sia  una  velocità  tale , che  nella  successiva  u- 
nità  di  tempo  il  mobile  percorrerebbe  con  essa  sola  uno  spazio 
eguale  a questo  lato } e P altra  forza  sia  pur  tale  , che  agendo  se- 
paratamente nell’unità  di  tempo  , comunicherebbe  al  mobile  una 
celerità  rappresentata  dall’altro  lato  del  medesimo  parallelogram- 
mo . Si  cerchi  la  quantità  , c la  direzione  della  celerità,  o mo- 
to risultante  . 

Essendo  costante  la  forza  acceleratrice  , faremo  <p~a,  e 
l’equazione  del  moto  rettilineo  nella  direzione  di  uno  dei'  lati  del 


parallelogrammo  sarà  (92) 


d*s 

df 


a , onde  integrando  ds  ~ 


atdt  ; s—'/t  assenza  costante  , perchè  volendo  contar  gli  spazj 
dall’origine  del  moto  , abbiamo  s=r  o , se  t — o. 

Nella  stessa  maniera  detta  a1  la  forza  acceleratrice  costante , 
che  agisce  secondo  la  direzione  dell’  altro  lato  del  parallelogram- 
mo , per  l’ equazione  del  moto  secondo  questo  lato  avremo  s’  — 
a1 1 *,  denotando  s1  lo  spazio,  che  pur  si  conta  dall* origine 
del  moto  . • • 

Queste  due  equazioni, ciascuna  delle  quali  presa  separatamente 
appartiene  ad  uno  dei  moti  secondo  i lati  del  parallelogrammo  , 
considerate  insieme  determinano  il  moto  , che  realmente  ha  luo- 
go pel  concorso  contemporaneo  d’ ambedue  le  forze  nella  dire- 
zione risultante  . Qualor  si  rifletta  , che  la  posizione  di  un  punto 
sopra  un  piano  è determinata  eia  due  coordinate  * le  quali  quando 
quel  punto  è in  moto  debbon  considerarsi  come  funzioni  del  tem- 
po, faeilmente  si  comprende,  che  i due  valori  precedenti  degli 
spazj  potranno  riguardarsi  come  quelli  delle  coordinate  apparte- 
nenti in  un  istante  qualunque  al  punto  mobile  , che  si  considera. 


* 
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e di  cui  sarebber  come  le  proiezioni  su’  iati  del  parallelogrammo 
punti, che  percorressero  questi  lati.  Eliminando  dunque  P dalle 

equazioni  precedenti , l’equazione  s——fs' , che  se  ne  ottiene 

sarà  quella  della  risultante,  o della  retta  descritta  dal  mobile  pel 
concorso  contemporaneo  delle  due  forze  , e di  cui  s , s*  saranno 
le  coordinate. 

Ora  , se  le  coordinate  sono  rettangolari 

i°.  L’angolo , che  questa  retta  fa  coll’asse  delle  s'  avrà  per 

. . « 
tangente  trigonometrica  — . 

n°.  La  porzione  di  questa  retta  compresa  tra  il  punto , a cui 
corrispondono  le  coordinate  , s’ , e la  loto  origine  essendo 
J/  ( ) , se  in  questa  espressione  si  sostituiscano  i valori 

di  s , s*  trovati  qui  sopra , avremo  ’/,  fa  f/  ( ) valore 

dello  spazio  descritto  dal  mobile  pel  moto  composto  nel  tempo  t . 
Dunque  (97)  la  forza  i^celeratrice  risultante  sarà  espressa  per 
j/  ( a*4*  a'1  ) . E poiché  le  direzioni  delle  forze  a , a1  sono  uni- 
te ad  angolo  retto  , questa  espressione  dimostra , che  la  risultan- 
te ha  per  direzione  la  diagonale  del  parallelogrammo , o del  ret- 
tangolo costruito  sulle  direzioni  di  queste  medesime  forze  , e la 
quantità  ne  è rappresentata  da  questa  diagonale  medesima  . 

E qui  si  noti , che  essendo  le  forze  acceleratrici  proporzio- 
nali alla  celerità  da  esse  prodbtta  nell’  unità  di  tempo  , ciò  che 
qui  diciamo  dèlie  forze  conviene  alle  celerità,  o ai  moti  da  esse 
prodotti  nell’  unità  di  tempo,  e possono  perciò  promiscuamente 
usarsi  le  parole  forze  , celerità , moti  per  indicare  la  medesima 
cosa . 

3 16.  Per  quanto  la  formula  trovata  indichi  chiaramente , che 
la  direzione  della  risultante  coincide  colla  diagonale  del  detto  pa- 
rallelogrammo , pure  sarà  più  opportuno  pel  nostro  piano  di  ri- 
ferirla ai  due  assi  delle  coordinate  s , s{ . Per  il  quale  oggetto  si 
avverta , che  le  formule  */*  a t* , '/,  n*  t*  trovate  qui  sopra  e- 
sprimono  le  proiezioni  sugli  assi  s , della  serie  defunti , che 
pel  moto  composto  percorre  il  mobile , o sia  la  proiezione  della 
retta  •/,  t*  Y ( a*  -j-a1*  ) su  questi  assi  , e perciò  le  ragioni 


Digitized  by  Google 


UO‘2. 

a 


— ; : — di  quelle  con  questa  sono  i co- 

y(a>- h*'0  K(«14-«u)  * . 

seni  degli  angoli , cl^  questa  retta  fa  cogli  assi  . Ponendo  dun- 
que A — Y ( ) * e chiamando  a , a1  gli  angoli,  che  le  di- 

rezioni delle  due  forze  , o celerità  a , a[  fanno  colla  loro  risul- 
tante A , avremo 


X=£0i-  a; 


— — cos.  a.'  j onde 
A 


a=z  A cos.  a,  a'  = A'  cos.  a‘ . 

Queste  formule  esprimono  la  forza  , o velocità  A decomposta 
secondo  gli  assi  s , s'  ; A chiamasi  la  risultante  delle  celerità 
a , a'  ;e  queste  chiamansi  le  componenti  della  celerità  A . 

Data  dunque  una  forza,  o celerità  A , per  mezzo  di  queste 
formule  si  decomporrà  in  due  a , a' , le  cui  direzioni  ad  angolo 
retto  saranno  nel  piano  stesso  in  cui  è la  direzione  di  A , e fa 
ranno  con  questa  gli  angoli  a,  a'.  Tutto  ciò  è perfettamente  con- 
forme a quanto  abbiain  detto  sopra  nclfiap.  X. 

Per  tanto  si  abhiano  due  forze  A\B , che  sotto  un  angolo 
qualunque  agiscano  insieme  sopra  un  mobile  ( che  b quanto  dire 
siano  conteinpoi-aueamcnte  comunicate  a nn  mobile  sotto  qualun- 
que angolo  le  celerità  A , B ) . Immaginati  due  assi  ortogonali , 
che  nel  piano  di  queste  forze  passino  pel  loro  punto  di  concorso , 
dicansi  x,  a.'  ; fi , fi'  gli  angoli , che  essi  fanno  colle  direzioni 
della  prima  , e seconda  forza  . Avremo  A cos.  a , B cos.  fi  per 
le  due  forze  , o celerità  decomposte  secondo  uno  dei  due  assi  ; 
A cos.x ',  B cos.  fi'  per  quelle  decomposte  secondo  l’altro  asse.  La 
somma  delle  due  prime  esprimerà  la  risultante  delle  due  date  de- 
composta secondo  il  primo  asse  , e la  somma  delle  altre  rap- 
presenterà la  medesima  risultante  decomposta  secondo  l’altro  as- 
se . Dicasi  C questa  risultante  , y,  y1  gli  angoli , che  la  sua  dire- 
zione fa  cogli  assi  . Avremo 

C cos.  y — A cos.  a -f-  B cos.  fi; 

C cos.  yy  — A cos.  a1  -j-  B cos.  fi ’ . 

Siccome  le  linee  C cos.  y , C cos.  sonerie  proiezioni  su- 
gli assi  defla  linea  C , cosi  dalle  due  precedenti  equazioni  si  de- 
duce , che  se  si  pongano  le  due  forze  A , B considerate  come  due 
linee  1’ una  all’estremità  dell’  altra  secondo  le  loro  proprie  di- 
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rezioni.la  linea  rappresentantejC congiugnerà  queste  due  linee,  di 
modo  che  C,B,  A saranno  tre  lati  di  un  triangolo;  e se  sopra 
le  due  linee  A,  B , partendo  dal  medesimo  punto  si  costruisca 
un  parallelogrammo  , la  linea  C ne  sarà  la  diagonale. 

317.  A questa  medesima  conclusione  saremmo  giunti  anche 
nell’  ipotesi , che  le  direzioni  delle  forze  a , a invece  d’essere  ad 
angolo  retto  , facessero  un  angolo  qualunque  0 . In  questo  caso 
la  porzione  della  retta  , cui  appartiene  l’equazione  s zzz 


— y s'  (^1 5)  compresa  tra  l’origine  delle  coordinate , e il  punto, 

cui  corrispondono  le  coordinate  s , s*  sarebbe 
cos.  0 -f-  s'1  ) . 

Ponendo  a t*  ; */«  a1  l*  in  luogo  di  s , e di  j',  si  ha 
*/i  t*  y ( a*  -J-  2 aa'  co».  © -j_  a'1  ) ; e la  quantità 
V(*  + a aa{  coi.  G-fa'1))  che  indica  la  risultante  , cui  è 
dovuto  il  moto , rappresenta  pure  la  diagonale  del  parallelogram- 
mo costruito  sulla  direzione  delle  forze  a,  n* . 

3i8.  Ciò  che  abbiam  detto  fin  qui  relativamente  alle  forze 
acceleratoci  si  adatta  aircora  alle  istantanee , sol  che  invece  del- 
le due  enuazioni  s~  */*  a t1  ; s*  ~ a1  V1 , che  son  quelle  del 
moto  nella  direzione  dei  due  assi  dovuto  alle  forze  acceleratoci 
a , a}  , se  ne  paragonino  tra  loro  due  della  forma  s zzz  at  ;s'  ~ 
a t , nelle  quali  a , a’  rappresentino  le  forze  istantanee  , o le  ve- 
locità loro  dovute  , e si  ripetano  i ragionamenti  precedenti. 

3tg.  Anzi  piìi  generalmente  se  le  forze  , che  agiscono  secon- 
do i due  assi  sono  simili , cioè  espresse  da  quantità  della  forma 
a <p,  0}  ©,  ove  a , a1  sono  costanti,  e <p  una  variabile  comunque; 
ha  luogo  in  un  certo  senso  ciò  , che  abbiamo  detto  di  sopra  : vale 
a dire,  che  se  in  un  dato  tempo  la  prima  di  queste  forze  fa  per- 
correre al  mobile  un  lato  del  parallelogrammo,  e l’altra  nel  me- 
desimo tempo  li  fa  percorrere  l’altro  lato  , pel  concorso  di  ambe- 
due il  mobile  ne  percorrerà  nel  medesimo  tempo  la  diagonale . 
In  fatti  le  equazioni  del  moto  essendo  ora 


a <p  ; — a*  <p,  abbiamo  integrando  , s = 


o f*  <p  d,  t*  ; s'  = «*  f*  <p  d,  t*  . Dividendo  la  prilligli  queste  equa- 
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7, toni  per  la  secnnda  si  ricava  ; e quindi  s— —p  s*" — ~ 

equazione  d’  uua  retta  come  quella  ottenuta  sopra  (3i5) , e da  cui 
si  deducono  le  medesime  conseguenze. 

3ao.  Una  breve  riflessione  su  quanto  abbiamo  detto  nei  nu- 
meri precedenti  facilmente  ne  persuade , che 

I.  .Siccome  l’angolo,  che  la  risultante  fa  cogli  assi  dipende 
dalla  ragione  delle  forze  componenti  ; e la  quantità  della  risultan- 
te dipende  dalla  quantità  di  queste  forze,  e dall’angolo,  che  esse 
fanno  tra  loro,  così  variando  a intervalli  finiti,  o infinitesimi  di 
tempo  la  ragione  delle  forze,  o l’  angolo  delle  lor  direzioni , va- 
rierà pure  la  direzione , e la  quantità  detta  risultante  , onde  il  mo- 
bile descriverà  un  poligono,  o una  curva  , come  avvertimmo. 

3ai.  II.  Ciò  che  segue  quando  si  va  cangiando  o 
la  ragione  delle  quantità,  o l’angolo  delle  direzioni  di 
due  forze  omogenee,  che  agiscono  contemporaneamen- 
te sopra  di  un  punto  materiale , segue  pure  quando 
queste  forze  siano  eterogenee  , pCT  es.  uua  istantanea , 
1’  altra  continua  . 

Per  dimostrar  ciò , e per  indicare  nel  tempo  stesso 
come  si  generi  il  moto  curvilineo  supponghiamo  , che 
sia  spinto  un  corpo  A ( Fig.'òG  ) secondo  la  direzione 
AX  da  una  forza  istantanea , e sia  contemporanea- 
mente attratto  verso  il  punto  S da  una  forza  continua. 
Diviso  il  tempo  del  moto  in  parti  eguali  inGnitesime  , 
è chiaro , che  se  il  corpo  al  Gne  del  primo  tempuscolo 
perla  sola  forza  istantanea  fosse  giunto  in  B,  al  Gne 
del  secondo  ghignerebbe  in  C descrivendo  le  eguali  li- 
nee AB  , BC . Mi  se  quando  è giunto  in  B , agisca 
sopra  di  esso  la  forza  continua , e ne  sia  espressa  l’ a- 
zione  per  Bb , defletterà  dalla  sua  direzione,  e [ com- 
pito il  parallelogrammo  BbcC  ] dovrà  descriverne  con 
moto  uniforme  la  diagonale  Bc  . Giunto  poi  in  c per 
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la  sua  inerzia  tende  a progredire  nell’istante  consecu 
tivo  per  la  prolungazione  eD  della  diagonale  Bc;  ma 
la  forza  continua  dandoli  un  nuovo  impulso  verso  S 
espresso  per  cg , esso  si  trova  affetto  da  due  forze, 
una  delle  quali  è la  risultante  Bc,  l’altra  il  nuovo  im- 
pulso della  forza  continua,  ed  è perciò  obbligato  a de- 
scrivere uniformemente  la  diagonale  del  parallelo- 
grammo  Dg  . E così  in  tutti  i tempuscoli  successivi 
continuamente  deflettendo  dalla  sua  via  , descrive  uni- 
formemente altre  diagonali  di  altri  parallelogrammi. 
Queste  diagonali  trascorse  in  tempi  infinitesimi , son 
lati  infinitesimi  del  poligono,  che  in  un  tempo  finito 
vien  descritto  dal  corpo  A , e debbon  essere  inclinate 
verso  il  punto  S,  cui  tende  la  forza  continua,  che  fa 
deflettere  il  corpo  dalla  direzione  della  forza  istan- 
tanea . 

Dunque 

32  1.  i°.  Il  corpo  affetto  contemporaneamente  da 
una  forza  istantanea  , e da  una  forza  continua  , o ac- 
celera trice  diretta  verso  un  punto  S descrive  una  cur- 
va , o traiettoria  , che  ha  la  sua  concavità  rivolta  verso 
questo  punto  . Un  tal  punto  dicesi  centro  , o foco  . 
Le  rette , che  da  questo  punto  si  conducono  alla  pe- 
riferìa della  curva  diconsi  raggi  vettori  . 

La  forza  istantanea  siccome  quella  , che  tende  a 
• spingere  il  mobile  per  la  tangente  alla  curva  dicesi 
tangenziale  ; la  continua  centrale , perchè  si  riferisce 
ad  un  centro , e se  tende  ad  avvicinarvi  il  mobile , si 
dice  centripeta  . 

322.  2°.  Perchè  un  corpo  libero  debba  descrivere 
una  traiettoria  , è necessario,  che  sia  contemporanea*- 
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mente  affetto  da  due  forze  eterogenee , che  agiscano 
ad  angolo , una  tangenziale , 1’  altra  centrale  . 

3a3.  3°.  La  curva  cosi  descrìtta  è nel  piano  , che 
passa  per  il  centro  S , e per  la  direzione  della  forza 
tangenziale  ( che  dicesi  anche  forza  di  proiezione  ) per- 
chè La  diagonale  del  parallelogrammo  Gb  debbe  esse- 
re nel  piano , in  cui  sono  i due  lati  BC  , Bb  ; come  pu- 
re la  diagonale  ed  nel  piano,  in  cui  è la  Bc,  o la  cD  , e 
la  cS;  lo  che  dee  dirsi  di  tutte  le  altre  diagonali . 

3a4-  4°.  La  curvatura  di  questa  traiettoria  dipen  - 
de  dalla  ragione  della  forza  centripeta  alla  tangenzia- 
le, e dalla  posizione  della  direzione  di  esse.  Poiché 
quanto  maggiore  è la  forza  centripeta,  tanto  più  è di- 
stratto il  corpo  dalla  direzione  della  tangenziale  ; ed  è 
evidente  , come  abbiamo  altrove  accennato  , che  1’  an- 
golo diverso  delle  forze  dpe  produrre  una  diversità 
nella  lunghezza  d’ognuna  delle  diagona li , o sia  dei  la- 
ti infinitesimi,  che  insieme  uniti  forman  la  curva;  e la 
loro  maggiore , o minor  lunghezza  combinata  colla 
maggiore,  o minore  ampiezza  dell’angolo  da  essi  co- 
stituito dee  produrre  minore  , o maggior  curvatura  . 

3a5.  5°.  11  moto  per  una  traiettoria  sarà  ritardato, 
o accelerato,  o uniforme,  secondo  che  la  direzione 
della  forza  tangenziale,  o la  taugente  farà  un  angolo 
ottuso , acuto  , o retto  colla  direzione  della  forza  cen- 
tripeta, o sia  col  raggio  vettore  . Poiché  la  forza  tan-  . 
genziale  opponendosi  nel  primo  caso  in  parte  alla  cen- 
tripeta ne  distrugge  una  parte  ; cospirando  con  essa 
nel  secondo  caso  ne  aumenta  l’ effetto  ; avendo  nel  ter- 
zo caso  una  direzione  media  tra  le  direzioni  opposte  , 
e cospiranti,  non  può  nè  favorire,  nè  contrariare  la  ce- 
lerità, che  dovrà  perciò  mantenersi  uniforme.  Infatti  se 
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le  direzioni  della  forza  tangenziale  ATjCI^/Yg.S^, 38) 
facciano  colle  direzioni  AS,CS  della  centripeta  un  an- 
golo ottuso  ZÀS  , o acuto  LCS  , si  risolverà  la  forza 
tangenziale  rappresentata  dalle  porzioni  AZ,  CL  delle 
respettive  direzioni  nelle  AX  , AY  , e nelle  CR  , CQ 
normali  fra  loro.  Nel  primo  caso  la  porzione  AX  della 
forza  tangenziale  opposta  alla  centripeta  ne  distrugge 
nn’egual  porzione  ; nel  secondo  caso  la  CR  cospirante 
ne  aumenta  l’effetto,  e quindi  dee  nel  primo  caso  ri- 
tardarsi , nel  secondo  accelerarsi  il  moto  . Se  poi  le  for- 
ze facciano  un  angolo  retto  TAS  £ Fig.  39  ),  come 
non  ha  luogo  la  precedente  risoluzione  della  forza 
tangenziale  , così  non  può  nè  diminuirsi , nè  accrescer- 
si l’ effetto  della  centripeta.  Ben  è vero,  che  potrebbe 
supporsi  prodotta  anche  in  questo  caso  una  qualche 
accelerazione,  perchè  l’arco  AH^ÀT  spazio,  che  sa- 
rebbe descritto  per  il  semplice  impulso  della  forza 
tangenziale  nel  tempo  impiegato  a descrivere  AH.  Ma 
col  centro  A,  e.  l’intervallo  AH  tirato  1’ archetto  infi- 
nitesimo Ht , la  lineetta  Tt , che  esprime  là  differenza 
tra  AH,  e ÀT  , e perciò  1’  acctderazione  prodotta  per 
la  composizione  delle  forze,  essendo  seno  verso  d’ un 

arco  infinitesimo,  sarà  = — - ; onde  al  termine  di 

00  * 

un  tempo  finito,  l’accelerazione  non  oltrepasserà 

. -L,  quantità  sicuramente  trascurabile.  Non  cosi  se 
co 

1’  angolo  sia  ottuso,  o acuto.  In  questi  casi  non  essen- 
do^infinitesimi  gli  angoli,  che  nascono  dalla  descrizto-' 
ne  degli  archetti  condotti  per  misurare  la  differenza 
tra  l’arco  della  curva,  c lo  spazio,  che  perla  solafor- 
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za  tangenziale  si  sarebbe  descritto  in  egual  tempo, 
non  possono  essere  infinitesime  le  quantità,  per  cui 
quello  è minore,  o maggior  di  questo,  e conseguente- 
mente in  un  tempo  finito  si  avrà  un  finito  ritardo  nel 
primo  caso,  una  finita  accelerazione  nel  secondo.  È 
chiaro  da  tutto  ciò,  che  si  conoscerà  la  natura  del  mo- 
to per  una  curva,  conosciuto  che  sia  l’angolo,  che  la 
tangente  fa  col  raggio  vettore.  Così  per  es.  nel  cerchio, 
in  cui  è retto  1’  angolo  fatto  dalla  tangente  col  raggio, 
il  moto  debbe  essere  uniforme . 

3 9.6.  Dunque,  se  varierà  o la  ragione,  o l’ angolo 
delle  forze , dovrà  pur  variare  corrispondentemente  la 
natura  non  solo  della  traiettoria , ma  anche  del  moto . 

327.  6°.  Qualunque  sia  il  moto  di  un  punto  mate- 
riale si  può  dividere  la  linea,  che  esso  descrive  in 
un’  infinità  di  elementi  infinitesimi  ds , che  potranno 
riguardarsi  come  rette  descritte  con  moto  uniforme . 
Dunque  la  celerità  del  mobile  finché  resta  sopra  un 


de 

elemento  sarà  essendo  dt  il  tempo  infinitesimo  im- 
• dt  r 


piegato  a percorrerlo.  Ora  se  in  un  istante  qualunque 
venisse  a cessar  la  forza  acceleratrice  , il  mobile  in  vir- 
tù della  sua  inerzia  dovrebbe  continuare  a muoversi 
colla  stessa  celerità  per  la  prolungazione  dell’elemen- 
to, su  cui  si  trovasse,  la  qual  prolungazione  non  è, 
che  le  tangente  alla  curva  . Esso  dunque  in  tal  caso 
fuggirebbe  per  la  tangente  con  una  celerità  eguale 
alla  ragione  dell’elemento  della  curva  all’elemento 
del  tempo. 

328.  Dunque  nel  moto  curvilipeo  intendendosi  per 
la  celerità  del  mobile  in  un  istante  qualunque  quella 
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del  moto  retilineo  , ed  uniforme,  che  avrebbe  luogo, 
se  a questo  istante  cessassero  di  agire  le  forze,  che  ac- 
celerano , e fan  deflettere  il  moto  j questa  velocità  sarà 

diretta  secondo  la  tangente  alla  traiettoria . 
dt 


329.  La  tendenza , che  i corpi  muovendosi  per  una 
curva  acquistano  in  virtù  della  loro  inerzia  di  fuggir- 
sene per  la  tangente  genera  in  essi  una  forza  , che  gli 
porterebbe  lungi  dal  centro  della  traiettoria , ed  è per- 
ciò detta  centrifuga . Questa  forza  siccome  si  rende 
sensibile , specialmente  nel  moto  circolare , così  dalla 
considerazione  di  questo  moto  se  ne  è dedotta  princi- 
palmente dalFHuyghens  la  nozione  precisa.  Se  un  cor- 
po attaccato  a un  filo  inestendibile  fissato  in  un  pun- 
to sia  urtato  in  direzione  normale  alla  lunghezza  del 
filo , per  quanto  non  sia  sollecitato  da  alcuna  forza  ac- 
celeratrice , descrive  una  curva  circolare , che  ha  per 
raggio  il  filo,  per  centro  il  punto,  cui  esso  è fissato. 
Mentre  il  corpo  descrive  questa  curva , il  filo  divien 
stirato,  per  quanto  non  lo  fosse  quando  il  mobile  era 
in  quiete  5 e ciò  mostra,  che  il  corpo  muovendosi  cir- 
colarmente acquista  una  forza,  che  tende  ad  allonta- 
narlo .dal  centro.  Questa  forza  è quella,  che  si  dice 
centrifuga . La  reazione  del  filo  , o per  dir  meglio, 
del  punto  , cui  il  filo  è fissato,  è nel  caso  considerato 
la  forza  acceleratrice  centripeta  necessaria  perchè  pos- 
sa descriversi  la  traiettoria  (322) . Dunque  poiché  la 
reazione  è sempre  eguale , e contraria  all*  azione  , la 
forJfe  centripeta  nel  cerchio  è eguale  alla  centrifuga . 

Qualunque  sia  la  forza  centripeta  in  un  cerchio 
può  considerarsi  come  una  forza  acceleratrice  costan- 
te per  il  tempo , che  il  mobile  spende  a descriverne 
x.i.  14 
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un  arco  infiuitesimo.  Ora  ogni  forza  acceleratrice  co- 
stante ha  per  misura  ( 98.  7ma  ; 1 1 1 ) il  doppio  spa- 
zio, che  essa  fa  percorrere  al  mobile  in  un  tempo  qua- 
lunque diviso  per  il  quadrato  del  tempo  . Lo  spazio, 
poi , che  la  forza  centripeta  sola  farebbe  percorrere  al 
mobile  nel  tempo,  in  cui  per  la  combinazione  della 
tangenziale  descrive  un  arco  infinitesimo,  è eguale  al 
seno  verso  di  quest’  arco.  Dunque  la  forza  centripeta 
è eguale  al  doppio  del  seno  verso  diviso  pel  quadrato 
del  tempo  impiegato  a descriver  1*  arco  infinitesimo , 
cui  esso  seno  verso  appartiene.  Essendo  per  tanto  il  se- 
no verso  d’un  arco  infinitesimo,  che  si  confonde  colla 
corda,  eguale  al  quadrato  dell’arco  diviso  pel  diame- 
tro, la  forza  centripeta  sarà  eguale  al  quadrato  della 
ragione  di  quest’arco  al  tempo,  in  cui  é descritto  divi- 
sa pel  raggio.  Ma  questa  ragione  è la  celerità  v . Dun- 
que detto  r il  raggio  avremo  la  forza  centripeta  f e- 

spressa  per  f — —.E  poiché  la  forza  centrifuga  è 

eguale  alla  centripeta  , questa  formula  serve  ad  espri- 
mere anche  il  valore  della  forza  centrifuga. 

Più  opportunamente  parleremo  altrove  della  forza 
centripeta,  e centrifuga  nel  cerchio,  e qui  noteremo, 
che  tale* essendo  l’espressione  della  forza  centrifuga  in 
questa  curva;  l’espressione  di  essa  per  qualunque-al- 
tra  curva  sarà  il  quadrato  della  velocità  divisa  pel  rag- 
gio osculatore,  giacché  un  arco  infinitesimo  di  qua- 
lunque curva  si  confonde  sempre  col  suo  cerchio  oscu- 
latore. • 

* 33o.  III.  Per  trovare  ad  ogni  istante  la  posizione  di  un  cor- 

po , che  descrive  un  poligono  , non  è necessario  di  costruire 
questo  poligono.  La  maniera  più  semplice  di  determinare  il  mo- 
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to  di  un  putito  materiale  nello  spazio  è di  assegnare  ad  ogni 
istante  la  posizione  delle  sue  proiezioni  su  tre  assi  fissi.  Queste 
proiezioni  possono  rappresentarsi  come  tre  punti  mobili  sugli  as- 
si , che  seguono  il  punto  materiale  nel  suo  moto.  La  questione 
5Ì  riduce  allora  a cercar  le  leggi  di  questi  tre  moti  rettilinei  ; e si 
può  risolver  nella  maniera  seguente. 

Pel  punto  O , da  cui  si  suppone  ,che  il  mobile  parta,  si  tiri- 
no tre  a^i  ortogonali  Ox  , Oy  , Oz  ( Fig.  1 5 ) . Un  numero 
qualunque  di  forze,  qualunque  ne  sia  la  grandezza  , e la  direzio- 
ne, agiscano  contemporaneamente  sul  corpo,  o punto  materiale 
m in  O , e lo  abbandonino  immediatamente  dopo  avere  agito. 
Potranno  queste  forze  ridursi  a tre  A , R , C parallele  respetti- 
vamente  ai  tre  assi  Ox  , Ov  , Oz.  Siano  a , b , c le  celerità , 
che  ciascuna  delle  dette  tre  forze , se  fosse  sola , imprimerebbe 
respettivamentc  al  mobile  secondo  Passe,  cui  è parallela.  Il  corpo 
per  l’ impulso  di  queste  forze  si  muove  per  la  direzione  della  ri- 
sultante B , che  fa  gli  angoli  a , j3  , y eolie  direzioni  delle  com- 
ponenti A , R , C.  Avremo  dunque  A — R cos.  a.  ; R rr:  > 

R cos.  |3  ; C — R cos.  y ; R'  = A'  -f-  B*  -f-  C*;  e sostituen- 
do alle  forze  le  celerità,  che  ne  son  prodotte  , e che  loro  son 
proporzionali , detta  v la  velocità  dovuta  alla  risultante  R , a- 
vremo 

a — v cos . a$  ò ~ v cos.  |3;  c :=  v cos.  y ; v*  rr:  a*  -f-  ò»  c*, 
essendo  cos».  a -f-  cos'.  (3  -f-  cos*.  y ~ ». 

Dal  che  deducesi,  che  la  velocità  della  risultante  può  rap- 
presentarsi tanto  in  quantità,  quanto  in  direzione  colla  diagona- 
le d’ un  parallelepipedo  rettangolo , che  abbia  a,  b , c per  co- 
stole  adiacenti. 

II  mobile  in  virtù  della  velocità  v descrive  sulla  diagonale  in 
un  tempo  qualunque  t la  retta  vt  ( 7^  ) * cu*  proiezioni 
sugli  assi  Ox  , Oy  , Oz  sono  respettivamente  vt  cos.  a ; 
vt  cos.  (3;  Vt  cos.  y,  ovvero  al;  bt  Dal  che  si  rileva , che  le 
proiezioni  del  mobile  si  muovono  uniformemente  su  questi  assi 
colle  celerità  a , b , c , mentre  il  mobile  si  muove  unifórmemen- 
te nello  spazio  colla  velocità  v. 

* 33».  Al  fine  del  tempo  t o le  medesime,  o altre  forze,  le 

cui  componenti  secondo  gli  assi  Ox  , Oy  , Oz  siano  A{-,  Bt;  C, 
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agiscano  contemporaneamente  sul  mobile,  e siano  a,  ; 6,  5 c,  le 
celerità , che  ognuna  di  esse  produrrebbe  secondo  la  sua  direzio- 
ne . se  essa  sola  agisse  sul  mobile  in  quiete.  Il  mobile  sarà  pre- 
cisamente nel  raso,  in  cui  sarebbe,  se  stando  esso  in  quiete,  agis- 
sero sopra  di  esso  le  tre  forze  A At  ; /?  -M,  ; c + cx, 
parallele  agli  assi  Ox  , Oy  , Oz  , c gl’  imprimessero  ognuna 
nella  sua  direzione  la  celerità  a + a,  ; 1 4-  i « + <*,  • Indi- 
cando per  la  velocità , che  il  mobile  dee  prendere  * avremo 

^ = [ « + T‘  -+•  [ b 4-  bi  ]*  + ì c 4-  Cy  ]*  * 

e la  nuova  direzione  del  mobile  sarà  determinata  dai  coseni 

a -f-  a.  b 4-  b,  c -f.  c.  , ..  , m .. 

Lj  1 — — degli  nngoli , che  essa  fa  cogli 

"i  vi  v i 

assi  Ox  ; Oy  ; Oz  . 

Nel  tempo  che  succede  al  tempo  t le  proiezioni  del  mobi- 
le sugli  assi  descriveranno  gli  spazj 

[ a ■+  «i  ] [ b + bt  ] f,  ; [c-f-ck]<(;eal  fine  del 

tempo  t le  distanze  delle  proiezioni  dal  punto  O saranno 

at  -J-  [ a a , ] 1 1 ; bt  -J-  [ b -4“  b , ] t , ; et  [ c -f-  • 

Nella  stessa  maniera  se  dopo  il  tempo  t si  supporrà  , 

che  agiscano  sul  mobile,  o le  medesime,  o altre  forze  An  ; J9n  j 

C M imprimendo  le  velocità  ah  ; ; cn  , .al  fine  del  tempo  fh 

le  proiezioni  avranno  percorsi  gli  spazj 

( b à,  -f.  ) #„  ? (c-4-c,4-  c„  ) <„  ; talché  al  fine  del  tem- 

po t f,  -J-  /„  le  distanze  delle  proiezioni  dal  punto  O sa- 
ranno 

at  "4"  ( a -4-  '*i  ) l\  ~i“  ( a + a i + > 

1)1  + ( b -f-  b{  ) /,  ( b -f  i,  + bu  ) /„  ; 

et  -+-  ( c -J-  c(  ) -J-  ( c -f-  c,  -J-  ctt  ) £l( . 

Se  continuando  così  si  consideri  successivamente  un  numero 
qualunque  di  tempuscoli  t,  t,  , <„  ....  tiu  ; e siano  in  generale 
A[XJ  ; B,„  ; C[n  le  componenti  parallele  agli  assi  delle  forze  ap- 
plicate al  mobile  al  principe  dell’intervallo  t{M ; ea,,;  c,„ 

le  velocità  corrispondenti;  detti  x ,y  , s gli  spazj  percorsi  dalle 
proiezioni  del  mobile  sugli  assi  dal  principio  di  t fino  al  termi- 
di  , avremo 
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x =2  at  _J_  ( a 4 a,  ) f,  -f.  ( a -4-  «,  4ffn  ) *11  • • • 4 

( « 4 «,  4 “u «|n  ) ?,«> 

y = 4-  ( *•*.  6,)  t,  4-  ( b +b{  4-  bn  ) + 

( 6 + 6,  4-  4 ) fi«j 

s = cf  + ( c 4*  O *i  4 ( c 4-  <0  -+.  c„  ) tM  < . < . 4 

( c 4 C|  4 C|,....  4 C)tt  ) t[m . 

Per  mezzo  di  questi  valori  di  x ,y  , z ,che  sono  le  tre  coor- 
dinate del  mobile  riferite  agli  assi , si  determinerà  immediatamen- 
te la  sua  posizione  nello  spazio  senza  costruire  il  poligono , che 
esso  descrive.  Ognuno  di  questi  valori  preso  separatamente  con- 
tiene la  legge  del  moto  di  questo  punto  materiale  sull’asse  cor- 
rispondente. 

* 33a . E qui  vuoisi  notare , che  la  composizione  dei  trovati 
valori  di  x , y , a mostra  , che  lo  spazio  percorso  da  una  proie- 
zione del  mobile  sopra  uno  degli  assi  è indipendente  adatto  dalle 
celerità  delle  proiezioni  sugli  altri  assi  ; talché  le  celerità , o le 
forze  , che  agiscono  secondo  gli  assi  non  modificano  in  guisa  al- 
cuna il  moto  della  proiezione  luogo  un  asse  ad  essi  normale  . Lo 
che  poteva  dedursi  anche  dall’osservazione  altrove  fatta  (68), 
che  una  forza  non  può  nè  avvicinare , nè  allontanar  Un  corpo  da 
una  linea  parallela  alla  sua  direzione . E siccome  il  resultato  ot- 
tenuto è indipendente  affatto  dalla  quantità  dogli*  intervalli  dei 
tempi  t ; t,J  tn  ; tim  , che  separano  le  ripetute  azioni  delle  forze  , 
come  pure  dalla  grandezza  delle  celerità  dovute  a queste  forze  , 
così  può  estendersi  al  caso , in  cui  questi  tempi  , e queste  cele- 
rità divengano  , o totalmente  , o parzialmente  infinitesime;  cioè 
al  caso,  in  cui  il  mobile  è sottoposto  all’azione  di  una,  ó più 
forze  acceleratrici  combinate  con  altre  forze  istantanee. 

* 333.  Dunque  se  si  decompongano  in  tre  forze  parallele  a 

tre  assi  fissi , le  forze  qualunque  , che  producono  il  moto 
curvilineo  di  un  punto  materiale  , e le  proiezioni  del  punto 
materiale  su  questi  assi  si  considerino  come  punti  mobili  , il 
moto  sopra  ogni  asse  sarà  dovuto  alle  forze  parallele  a que- 
sta linea  , e sarà  l’  istesso , che  se  le  altre  forze  fossero 
nulle  . a 

In  ogni  caso  particolare  il  moto  sugli  assi  sarà  determina- 
to per  mezzo  delle  equazioni  date  altrove  pel  moto  reltili- 
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neo,  e la  soluzione  di  un  problema  qualunque  relativo  al  moto 
curvilineo  sarà  ridotta  alla  considerazione  di  tre  moti  rettilinei  » 
o di  due  soli,  secondo  che  la  curva  dcscrittatkvrà  doppia,  o sem- 
plice curvatura . 

* 334.  Due  latti  confermano  luminosamente  la  verità  del  teo- 

rema sopra  enunciato . 

i°.  Sia  scagliato  orizzontalmente  un  grave  . Esso  si  troverà 
affètto  da  una  forza  istantanea  orizzontale , c da  una  forza  acce- 
leratrice  costante  verticale.  La  sua  proiezione  adunque  sopra  un 
asse  orizzontale  si  innoverà  uniformemente , e per  conseguenza 
gli  spazj  percorsi  ne  saranno  proporzionali  ai  tempi  ; ma  la  proie- 
zione sull’asse  verticale  si  innoverà  con  moto  uniformemente  ac- 
celerato, c gli  spazj  percorsi  ne  saranno  perciò  proporzionali  ai 
quadrati  dei  tempi . Quindi  le  coordinate  verticali , o le  ascisse 
saranno  proporzionali  ai  quadrati  delle  coordinate  orizzontali , o 
delle  ordiuate  , che  rappresentano  i tempi,  e jier  conseguen- 
za il  proietto  descriverà  una  parabola  , che  avrà  verticale  l’ as- 
se maggiore,  e il  vertice  nel  punto,  d'onde  esso  è scagliato  ; co- 
me realmente  segue , e come  sarà  più  precisamente  dimostrato 
altrove. 

Se  mentre  alcuni  corpi  situati  sopra  di  un  piano  muo- 
vonsi  in  quésto  piano  in  conseguenza  dell’  azioni  di  forze  situa- 
te , e dirette  in  detto  piano,  si  applichino  a tutti  i punti  di  que- 
sto piano  delle  forze  normali , che  lo  facciano  muovere  paralle- 
lamente a se  stesso,  ognuno  di  questi  corpi  sarà  affetto  contem- 
poraneamente dalla  forza  particolare , che  agiva  preventivamente 
sopra  di  esso , e dalla  forza  applicata  a tutti  i punti  del  piano  ; 
cioè  da  due  forze  scambievolmente  normali,  e il  respettivo  moto 
d5  ognuno  nel  piano  divenuto  mobile  non  è in  modo  alcuno  al- 
terato. L’esperienza  accennata  nel  n°.  61,  e molte  altre  simili 
posson  servire  a confermare  questo  resultato  . 

335.  Passiamo  ora  a considerare  le  equazioni  differenziali 
del  moto  curvilineo  d’  un  punto  materiale  sottoposto  all’  azione 
d’una  opiù  forze  acceleratrici  , c di  una  forza  istantanea  , che  li 
abbia  comunicata  una  celerilà  finita  al  principio  del  moto.  Dopo 
un  tempo  qualunque  t siano  x , y,  z le  tre  coordinate  rettango- 
lari del  mobile  riferite  ai  tre  assi  fissi  Ox,Oy  ,Oz  . Queste  coor- 
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dinate  saranno  funzioni  di  t , e il  moto  sarà  interamente  deter- 
minalo, quando  queste  funzioni  sarai»  conosciute  , perchè  allora 
si  avrà  ad  ogni  istante  la  posizione  del  mobile  nello  spazio.  De- 
eonipongliiamo  ognuna  delle  forze  acceleratrici  date  iti  tre  altre 
parallele  agli  assi  delle  coordinate  , e siano  X , Y , Z le  somme 
delle  componenti  respettivafllente  parallele  agli  assi  delle  x , del- 
le j , e delle  z . Le  quantità  X , Y , Z saranno  date  in  ogni  caso 
particolare  in  funzioni  di  x , jr  , z , e saranno  positive  , o negati- 
ve , secondo  che  le  forze  , che  esse  rappresentano,  tenderanno  ad 
aumentare  , o a diminuire  le  coordinate  del  mobile  . 

Ora  , poiché  il  moto  della  proiezione  del  mobile  sopra  ogni 
asso  è dovuto  alle  forze  parallele  a quest’  asse  , applicando  al  mo- 

to  per  ogni  asse  l’equazione  generale  — (92)  , avremo 

— v.  £ìr—  y-  ^1*  — z ( 

dt‘  ’ dt*  dt * ' ' 

equazioni  generali  del  moto  d’un  punto  materiale  nello  spazio. 

La  celerità  iniziale  del  mobile  , che  non  è compresa  in  que- 
ste equazioni  servirà  insieme  colla  sua  direzione  , e colla  posizio- 
ne del  mobile  al  principio  del  moto,  per  determinare  le  costanti 
arbitrarie , che  dovranno  completare  gl’  integrali  . 

La  soluzione  completa  d’ogni  problema  particolare  esige, 
che  s’ integrino  queste  tre  equazioni  , e si  determinino  le  costan- 
ti arbitrarie  secondo  le  condizioni  iniziali  del  moto  , fuori  che  in 
quelle  , che  si  sappia  d’altronde,  che  debban  svanire. 

Integrate  che  queste  siano  , si  avranno  tre  equazioni  tra  x , 
y , z , c t . Se  si  elimini  t , ne  risulteranno  due  tra  x , y , z , che 
saranno  le  equazioni  della  cuna , o traiettoria  descritta  dal  mo- 
bile nello  spazio,  che  in  generale  avrà  doppia  curvatura. 

336.  Per  farne  subito  la  pili  semplice  appiicnzione , suppon- 
ghiaino , che  manchino  le  forze  acceleratrici  ; talché  si  abbia 
.Y  — o ; rr:o;Z  =ro.  Le  equazioni  (1)  si  riducono 
d‘x  d*r  d‘z  ' . dx  dr  , dz 

dtl  ( ’dt 1 ’dt'  n dt  ’ dt  ’ di 

— c ; e nuovamente  integrando  x — al  -|-  a1  ;y  — bt-\-  b}  ; z~ 
et  -j-  c1 , essendo  a , a1  j b , b'  ; c , r’  costanti  arbitrarie  . Per  de- 
terminarle si  noti , che  contando  il  tempo  dal  principio  del  moto 
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quando  t =z  o , è anche  i =:o;j=o;;  — o;e  quindi  a 1 — ' 
o ; b'  = o;c':=o;  e per  conseguenza  x = at;y=zbt  ; :=  et* 
Eliminando  t si  ha 

az  bz 

*=*  T ^=T-J 

e quindi  si  comprende,  che  la  traiettoria  è in  questo  caso  una 
retta . 

33^.  Ma  riprendendo  il  caso  generale  , in  cui  X , F,  Z son 
forze  acceleratrici,  se  si  moltiplichi  la  prima  delle  tre  equazioni  (1) 
del  n°.  335  per  dx  ; la  seconda  per  dy‘,  la  terza  per  dz%  e si 
sommino , avremo 

dxd'x+ djrdy+dzd'z  — [ Xdx  4-  Ydy  4-  Zdz  ] dtK 
Ma  dxd*x  4-  dyd'y  4-  d zd'z  =zl/td[  dx * 4.  dy*  dz*  ] . 

Dunque 

, / dxt-\-d,y%-i^dz1  \ 

d ( — d* — ) ==2 [ xd*+ r4r+z**l  5 

e integrando 

dx1  4-  r/y1  4-  di1  , , Cr  \ 

• — ~-ìr~  - A / f Xdx+  rdy+zdi\ . 

essendo  A una  costante  arbitraria  . 

338.  Ora  si  sa , che  essendo  s un  arco  di  doppia  curvatu- 
ra, si  ha  generalmente  ds^  — dx*  4-  dy*  4-  dz*. 

Dunque 

ds * 

1°.  = A 4-2  f [ Xdx  4-  ydy  -f-  Zdz  ] . 

Ma  chiamando  V la  velocità  del  mobile  , abbiamo 
V = ( 3^7  ) . Dunque 

A + 1 f[  Xdx  4-  Ydy  4 -Zdz]. 

33g.  2*.  Differenziando  1’  equazione  ds'—dx^-^-dy*  -\-dz*, 
avremo  dxd*x  -4-  dyd*y  4"  dzd'z  ~ dsd's  $ 

e perciò  - -j  - - — Xdx  4“  Ydx  4.  Zdz  ; e dividendo  per  ds 
^=x^4-r^4-z-^. 

dt*  ds  ^ ds  ' ds 
Ora  essendo  — , , — i coseni  degli  angoli  , che  le 
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respetlive  direzioni  delle  forte  X , Z fanno  colla  tangente  al- 
la traiettoria , i termini , che  costituiscono  il  secondo  membro  di 
questa  equazione  esprimono  le  predette  forze  decomposte  secondo 
la  tangente  alla  traiettoria  medesima,  o sia  esprimono  la  risultan- 
te di  tutte  le  forze  , che  agiscono  sul  mobile  decomposte  nel  sen- 
so della  tangente  alla  traiettoria  ,che  esso  descrive.  Dunque 


d*s 

di' 1 


esprime  la  forza  acceleratrice , che 


sollecita 


il  cogpo  per  la 


traiettoria  decomposta  secondo  la  tangente. 

340.  3°.  Se  la  quantità  trinomia  Xilx  -1-  Ydy  -j-  Zilz  è una 
differenziale  esatta , sarà  sempre  assegnabile  l’integrale 

Xdx-\-  Ydy  -\-Zdz  ) ; e perciò  in  qualunque  punto  della 
traiettoria  si  conoscerà  la  celerità  V del  mobile . Considerando 
per  tanto  le  forze  X,  Y,  Z come  funzioni  delle  coordinate  x, y, 
z , affinchè  quella  quantità  sia  differenziale  esalta  , bisognerà  , che 
sia  , come  è noto , 

=(©*(£)=(£) 

( V.  Paoli  E lem.  di  Alg.  T.  2 . pag.  i5  ). 

341.  Supposto  pertanto,  che  si  verifichino  queste  equazioni 
di  condizione  , sì  chiami  f (x  ,y , * ) l’ integrale 

f ( Xdx-\-  Ydy  + Zdz  ),  che  sarà  generalmente  una  funzione 

di  x ,y , z ■ Avremo  Y*  = A -p  l.f  ( x,  y , z ). 

Per  determinare  la  costante  arbitraria  A , sia  C la  velocità 
cognita  del  mobile  in  un  punto  della  traiettoria  , di  cui  siano 
a,  b,c  le  coordinate  parimente  conosciute  . Avremo 
C*=:A  + if(a,b,c). 

Dunque  sottraendo  questa  equazione  dalla  precedente 
V'  — C'—  2 /(  *,  y , * ) — 2 / ( a,b,  c );  equazione , che 
farà  conoscere  il  valore  di  V essendo  cognito  quello  di  C , e del- 
le coordinate  a,b,c'ix,yìz. 

342.  La  quantità  V 1 — C»  èia  differenza  dei  quadrati  del- 
le velocità  in  dne  punti  della  traiettoria  . Questa  quantità  deter- 
minandosi per  le  coordinate  di  tali  punti,  è indipendenie  af- 
fatto dalla  natura  della  traiettoria  , che  il  mobile  descrive , e so- 
lamente dipende  dalla  posizione  dei  punti  di  partenza,  e di  arri- 
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vo  del  mobile , i quali  punti  sono  le  estremità  dell*  arco  da  esso 
descritto . 

Ora  si  chiama  forza  viva  il  prodotto  del  quadrato  della  ce- 
lerità di  un  corpo  moltiplicato  per  la  sua  massa.  Dunque  il  valore 
di  V 1 — C*  sarà  il  guadagno  della  forza  viva  , che  un  corpo  , la 
di  cui  massa  si  prenda  = t , avrà  fatto  nel  passaggio  da  un  pun- 
to all’ altro  della  traiettoria  , che  esso  descrive . Questo  guadagno 
dunque  I indipendente  dalla  traiettoria  descritta  , di  modo  che, 
se  dopo  un  tempo  qualunque  il  corpo  sarà  tornalo  dove  era  da 
prima , anche  la  forza  viva  ne  sarà  tornata  la  medesima , qualun- 
que curv  a esso  abbia  descritta . 

3.f3.  Tutto  ciò , che  precede  è appoggiato  sull’  ipotesi , che 
il  trinomio  Xdx  Ydy  -J-  Zdz  sia  differenziale  esatto.  Questa 
supposizione  si  verifica  in  varj  casi. 

i°.  Nel  caso , che  il  mobile  non  sia  sollecitato  da  alcuna  for- 
za acceleratrice , o sia  nel  caso  , che  non  si  muova  , che  in  virtù 
d’un  impulso,  o velocità  preconcepita  . Infatti  allora  essendo  X 
~o;  F=:o;  Zxzz  o,  l’integrale  della  formula  precedente  è 
una  costante  A ; onde  resulta  V*  — A , cioè  la  velocità  in  tal 
caso  è costante . 

L’ integrazione  poi  delle  equazioni  (1)  fondamentali  (335) 
ci  ha  mostrato  sopra  (335),  che  la  traiettoria  descritta  in  questo 
caso  è una  retta . 

1°.  Sarà  pure  integrabile  esattamente  il  trinomio  , se  sia  X 
— o i Y ~o  ; £ e g denoti  la  gravità  del  mobile  , essendo 
l’asseZ  diretto  verticalmente  d’alto  in  basso.  In  tal  caso 
A -f  7.gz  . 

344  • 3°.  Finalmente  sarà  questo  trinomio  sempre  integrabi- 
le esattamente  , quando  le  forze  acceleratrici , che  animano  il  mo- 
bile saranno  dirette  verso  de’  centri  fissi , e la  loro  intensità  sarà 
una  funzione  del  la  distanza  del  loro  punto  di  applicazione  dal  cen- 
tro , cui  son  dirette,  come  nel  caso  precedente  , essendo  la  gravi- 
tà diretta  al  centro  della  terra  , e la  sua  intensità  variabile  in  ragio- 
ne duplicata  inversa  delle  distanze  da  questo  centro . 

Realmente  sia  /'una  delle  forze  (giacché  possono  essere  an- 
che più  d’  una  ) che  sollecitano  il  mobile  , e sia  diretta  ad  un 
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piloto  fisso  , di  cui  le  coordinate  siano  a,b  ,c . Essendo  le  com- 
ponenti di  questa  forza  nel  senso  de’  tre  assi  eguali  al  prodotto 
della  forza  nel  coseno  dell’  angolo  , che  la  sua  direzione  fa  re- 
spetti vamente  cogli  assi , saranno  espresse  per  le  formule 

(*-«)*. 

(y  — b)  F 
( s — e ) F 

yT(x-ay  + (y  - by+(z-cyT ; 
onde  la  pile  del  valore  del  trinomio  , che  proviene  da  F sarà 

f (*•— <0<**+(.r—  *)4r+(«— Orfn 

Ora  la  quantità  compresa  tra  le  parentesi  quadre  è evidente- 
mente la  differenziale  della  quantità 

|/[(x  — — 6)*  -f  (a  — c y ],che  esprime  la  distan- 
za del  mobile  da  uno  dei  suoi  centri  d’attrazione.  Chiamando 
dunque  f questa  distanza  la  quantità  (a)  diventa  T^V//' differenzia- 
le esatta  nella  premessa  ipotesi  , che  F sia  funzione  di  f. 

Se  si  ha  dunque  un  numero  qualunque  di  forze  simili  ad  F 
rappresentate  da  F,  F",  ec.  dirette  verso  punti  fissi,  e le  distanze 
variabili  del  mobile  da  questi  punti  siano  f , ec.  si  otterrà , 
avuto  riguardo  a tutte  queste  forze 

Xdx -f  Ydy-\-  Zdz—  Fdf-\-  F'dp  -f-  Fndfx  ec.  Ciascun  termi- 
ne del  valore  del  secondo  membro  è una  differenziale  esatta.  Dun- 
que tutto  il  membro  è differenziale  esatta  ; e tale  è pure  l’in- 
tero trinomio. 

345.  Tutto  ciò  premesso  , descriva  un  corpo  una  traiet- 
toria qualunque  per  la  combinazione  d’  una  forza  tangenziale 
istantanea  rr  P con  una  qualunque  forza  centripeta  F diretta  al 
centro  O ( Fig.  f\o  ).  Sia  il  corpo  in  M,e  il  raggio  vettore 
OM  —r  faccia  coi  tre  a, ssi  ortogonali  delle  coordinate , che  sup- 
ponghiamo  intersecarsi  in  O angoli , che  abbian  per  coseni 

. x a*  ' % , . ,.  _ 

respettivamcnte  — - ; . Le  componenti  di  F seeon- 

• " * Fx  Fx  Fz 

doquesti  assi  saranno  Xzz.  — ; Y ~ -y  $ Z — ——  ( i38)  . 
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E siccome  esse  tendono  a diminuir  le  coordinate , cosi  conver- 
rà prenderle  negativamente,  ed  avremo  perciò 


Y = _ 


Fx  _ 

d'x 

r 

dt 1 

py  . 

d*y 

r 

dt 1 

Fx  _ 

d*z 

r 

dt 7 

l 


Moltiplicando  la  prima  di  queste  equazioni  per  y,  la  seconda 
per  x , e sottraendo  la  prima  dalla  seconda , avremo 
xd'y—yd'x  __  _ Fxy  Fxy  _ 

dt * — 

Con  simil  calcolo  troveremo 
zd'x  — xd'z  _ „ 

rf(, =>x-*z  = 


r 

r 

Fxz 

Fxz 

r 

0 — * 
r 

Fy* 

i 

$ 

11 

o 

I primi  membri  di  queste  equazioni  sono  i differenziali  di  xdy  . — > 
jvfrj  srfx  — xdz\ydz  — zdy  j e tutti  eguali  a zero. 

Dunque  integrando  avremo 

xdy  — ydx  = cdt  ; 
zdx  — xdz  — c'  dt; 
ydz  — zdy  — c"  dt, 

essendo  c,  c\  c"  costanti  arbitrarie.  Moltiplicando  la  prima  di 
queste  equazioni  per  z,  la  seconda  per  y,  la  terza  per  x,  e somman- 
dole , abbiamo  cz  -f-  c'  y -p.  c"  i r;  o , equazione,  che  appar- 
tiene alla  traiettoria  , poiché  il  tempo  è eliminato  , e che  mostra 
esser  ella  in  un  piano,  che  passa  per  il  centro  delle  forze. 

Supponghiamola  dunque  nel  piano  delle  xy , e facendo  “ v 
l’ angolo  POM  compreso  fra  l’ ascissa  x,  ed  r ; OP  = x\  Pp  =2 
dx’,  MP  —y,c  chiaro,  che  sarà  x = r cos.  v, y r sen.  wj 
e perciò  differenziando 

dx  — dr  cos.  v — r sen.  vdv  ; 
dy  ~ dr  sen.  v r cos.  ydv . 

Moltiplicando  queste  due  equazioni  respettivamente  per 


y — r sen < 
ydx  “ rdr 


sen.  v. 


: r cos. 
cos.  v 


v,  si  ha 
r*  sen7. 


vdo  j 
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xdy  r=  rdr  sen.  v.  cos.  v -J-  r*  cos*.  vdv. 

E sottraendo  la  prima  dalla  seconda , sarà 

r*dv  ( co.?1,  v -p.  sen*.  v ) ~ xdy  — ydx',  o sia 
r*dv  = — ydx  , essendo  coi*,  v sen*.  v — 1. 

Se  OM'  sia  un  raggio  vettore  infinitamente  vicino  ad  OM, 
l’angolo  MOM1  sarà  dv  ; e l’arco  MMl  potrà  riguardarsi  come 
un  arco  di  cerchio  avente  il  centro  in  O descritto  con  un  rag- 
gio OM  rr  r,  e il  cui  valore  sarà  rdv , confondendosi  il  seno 
coll’arco  infinitesimo.  Perciò  il  settore  MOM1  = MM’X' A r — . 

r*dv . Dunque  MOM’  “ */,  ( xdy  — ydx  ) rr:  cdt . 

Ma  MOM1  — d ( MOB  ) — dA  ( chiamando  A l’ area.MOB  ). 

cdt 

Dunque  '/,  r*dv  — dA  ~ — - — . Quindi 

t°.  Integrando  A rr  *A  et,  ove  non  si  aggiugne  costante 
perchè  cominciandosi  a valutare  il  tempo , e 1’  arco  contempo- 
raneamente , quando  A zx:  o ; t — o. 

Nella  stessa  maniera  si  troverà  un’altra  area  A'  ~ *fx  ct\ 
Dunque  le  arce  A:  .4*  sono  quantità  costanti  ; e A : Ai  J*  t : 
t'  ; cioè  le  aree  descritte  dai  raggi  vettori  sono  proporzio- 
nali ai  tempi , in  cui  son  descritte. 

346.  Reciprocamente , se  un  corpo  movendosi  in  una  traiet- 
toria descriva  intorno  a un  punto  fisso  O preso  nell’interno  del- 
la medesima  aree  proporzionali  ai  tempi,  in  cui  son  descritte* 
il  corpo  avrà  una  forza  centripeta  costantemente  diretta  a quii 
dato  punto. 

In  fatti  posta  l’origine  delle  coordinate  x , y , z in  qucito 
punto,  si  osservi , che  per  ipotesi  essendo  costanti  le  aree  xdy — 
ydx  ; zdx  — xdz  ; ydz  — zdy  , ne  sono  eguali  a zerc  le 
differenze , che  abbiamo  trovate  sopra  eguali  respetti  vamenle  a 
Yx  — Xy  ; zX  — xZ  ; yZ  — zY, 
onde  si  hanno  le  equazioni  yX  — xY  ; zX  — xZ  ; 
yZ  — z Y ; e quindi  X : JT  : Z \ \ x:  y : z . Le  forze  im- 
ponenti dunque  sono  tra  loro  come  le  coordinate.  Dunque  la 
risultante  è diretta  secondo  il  raggio  vettore , che  nella  nostra 
ipotesi  è la  diagonale  del  parallelepipedo , che  potrebbe  cos- 
truirsi sulle  coordinate  x,  y , * come  costole. 

347  2°.  Dall’equazione  lfx  r*dv  s=  ■/,  cdt  ( 345  ) ahhia- 
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dv  c1  , , ..  dv 1 

mo  = — ; e in  un  altro  punto  della  traiettoria  = 
At  r r dt[ 


dt 

c , dv 

-7—;  onde 

ru  ’ rft 


dF 


c 

r* 


dv  «v 


’ 5?" 


sono  archi,  o spazj  divisi  per  i tempi,  in  cui  si  trascorrono, 
cioè  celerità , con  cui  il  raggio  vettore  descrive  gli  archi , o 
angoli  dv  , dv{  ; celerità,  che  perciò  i Meccanici  chiamano 
angolari . Dunque  „ in  ogni  traiettoria  le  celerità  angola- 
ri sono  in  ragione  inversa  dei  quadrati  de’ raggi  vetto- 
ri „ . 

348.  3°.  Se  sia  OTV  = q normale  alla  tangente  MN,  detto 
ds  l’elemento  MM1  della  curva  sarà  ’/,  r*dv  z=  '/ * qds  ~ 
ds  c 


cdt  e quindi 


, — — , c in  un  altro  punto  della  curva 
dt  q 


ds 1 c -ds  di  1 1 

2P=T  ^ * d?"T'-  7 


Ma  —f  esprime  la 


dt  ' dt'  *•  q ' q'  ' — dt 
:elerità  effettiva  . Dunque  ,,  in  ogni  traiettoria  le  celerità 
tffettive  sono  reciprocamente  come  le  normali  condotte  dal 
centro  delle  forze  sulla  tangente  „ . 

349.  Riprese  ora  le  tre  equazioni  fondamentali  A ( 345  ) 
si  faccia  Z ~ o . Moltiplicando  la  prima  di  queste  equazioni 
pir  dy,  la  seconda  per  dx , e sottraendo  quindi  la  prima  dalla1 
Flit 1 

seconda,  avremo  - - X ( xdy  — ydx  ) = dxd*y  — 
dyd*x. 

Ora  sappiamo  , che  la  formula  del  raggio  osculatore  b R ~ 
ds * 

. Sostituendo  dunque  avremo 


dxdty 
R ~ 


dyd‘lx 
rds * 


Ma 


FdF  ( xdy  — ydx  ) 
xdy  - ydx  XX.  cdt  (345).  Dunque  R = ~ = 

1 tls*  r 

essenco  — = = -ni  onde  F = ■ »■■  ■ ; e in  un  altro  punii 

q3  dF  cMq3 

r» 

della  cerva  F = tj  ; perciò  detratta  la  costante  c,  F : F'  J ! 


rds* 
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• ^ s-  : • Dunque  in  ogni  traiettoria  la  forza  centripe- 

ta è proporzionale  al  raggio  vettore  diviso  pel  prodotto  del 
raggio  osculatore  nel  cubo  della  normale , che  dal  centro 
delle  forze  si  conduce  sulla  tangente. 

I teoremi , che  abbiamo  stabiliti  possono  anche  dimostrarsi 
in  altra  manieri. 

35o.  Pertanto  un  corpo  sìa  contemporaneamen- 
te affetto  da  una  forza  istantanea  diretta  secondo  AX 
(F.36),  e da  un#  forza  continua  diretta  verso  il  punto, 
o centro  fisso  S.  Si  divida  il  tempo  del  moto  in  parti 
eguali  ; e supponghiamo.cbe  nella  prima  di  queste  par- 
ti il  mobile  pel  solo  impulso  della  forza  istantanea 
debba  descrivere  la  porzione  AB  della  direzione  AX  . 
Nella  seconda  parte  del  tempo,  se  niuna  altra  forza  a- 
gisse  sopra  di  esso , descriverebbe  sulla  stessa  direzio- 
ne la  BC  = AB . Talché  condotti  i raggi  vettori  AS  , 
BS , CS,  il  mobile  avrebbe  percorse  le  aree  eguali  ASB, 
BSC.  Ma  la  forza  centripeta  agendo  sul  mobile  in  B al 
fine  del  primo  tempo  lo  fa  declinare  dalla  direzione 
AX,  e quindi  come  abbiamo  notato  sopra  (3 2 1)  al  fine 
del  secondo  tempo  esso  si  trova  in  c , avendo  percor- 
sa la  diagonale  Bc  del  parallelogrammo  Cb . Tirato  il 
raggio  vettore  cS,  siccome  la  Cc  è parallela  a BS,  così 
il  triangolo  SBc  = SBC  = SBA.  Nella  stessa  maniera, 
se  la  forza  centripeta  dopo  il  secondo  tempo  agisca  sul 
mobile  in  c , eh  faccia  descrivere  la  diagonale  cd  del 
parallelogrammo  Dgj  e dopo  il  terzo  li  faccia  descrive- 
re la  diagonale  de,  condotti  i raggi  vettori  dS,eS  , 
sarà  il  trian.  dSe  =rSBc;  e il  trian.  eSd  = dScj  e 
così  di  seguito.  Dunque  iu  tempi  eguali  descrive  il  mo- 
bile aree  eguali  intorno  al  punto  S j e componendo  la 
somma  delle  aree  ASej  cSe  stanno  fra  loro  come  i 
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tempi,  ia  cui  sono  state  descritte.  Cile  se  si  accre- 
sca in  infinito  11  numero  e si  diminuisca  la  grandez- 
za dell’aree,  il  perimetro  ABcde  diventerà  una  traiet- 
toria, e potremo  stabilire  l’importante  teorema,  che 
movendosi  un  corpo  in  una  traiettoria  attratto  verso 
un  determinato  punto  S , il  raggio  vettore  descrive  in- 
torno a quel  punto  aree  eguali  in  tempi  eguali  ; e 
quindi  le  aree  da  esso  descritte  sono  proporzionali  ai 
tempi  impiegati  a descriverle  . • 

35 1.  Reciprocamente  Se  un  corpo  movendosi 
in  una  traiettoria  descriva  intorno  ad  un  punto  pre- 
so nell'  interno  della  medesima  aree  proporzionali  ai 
tempi , in  cui  sono  descritte  , il  corpo  avrà  una  forza 
centripeta  costantemente  diretta  a quel  dato  punto  . 

La  curva  ABc  dividasi  in  parti  minime  AB,  Bc,ec. 
descritte  in  tempi  eguali.  Prolungate  le  AB,BC,  si 
faccia  AB  = BC,  Bc  = cD . I triangoli  ASB,  BSc,  BSC 
sono  eguali . Dunque  la  linea  Cc  , che  unisce  i vertici 
dei  due  triangoli  eguali  BSc , BSC  sarà  parallela  qlla 
loro  base  comune  BS.^Qra  il  corpo  per  la  forza  istan- 
tanea al  fine  del  secondò  tempuscolo  si  troverebbe  in 
C,  dopo  di  aver  descritto  BC  = AB  : ma  per  la  com- 
binazione della  forza  centripeta  si  trova  al  fine  di  det- 
to tempuscolo  in  c.  Dunque  la  forza  centripeta  ha  de- 
viato il  corpo  dalla  sua  direzione  per  la  linea  Cc  pa- 
rallela a BS.  Nello  stesso  modo  può  dimostrarsi  , che 
nel  terzo  tempuscolo  la  forza  centripeta  devia  il  corpo 
dalla  direzione  della  forza  tangenziale  per  la  linea  Dd 
parallela  à CS  $ e così  in  tutti  gli  altri  punti . Dunque 
la  forza  centripeta  agisce  costantemente  secondo  linee, 
che  vanno  a cadere  sul  punto  S , e conseguentemente 
verso  il  punto  S spinge  costantemente  il  corpo . 
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35a.  Dopo  ciò  è facile  dimostrare,  che 

Le  celerità  effettive  in  ogni  punto  A , B della 
curva  sono  reciproche  alla  normale  condotta  dal  cen- 
tro delle  forze  sulla  tangente  al  punto,  che  si  conside- 
ra . Poiché  le  basi  AB , Bc  dei  triangoli  piccolissimi 
ÀBS , BSc  descritti  in  tempuscoli  eguali  rappresentan- 
do gli  spazj  sono  come  le  celerità  ne’ punti  AfB  (6a)j 
e queste  basi  stanno  tra  loro  reciprocamente  come  le 
altezze  dei  triangoli , o sia  come  le  normali  tirate  dal 
centro  sopra  di  esse  basi  prolungate,  se  occorre,  cioè 
sulle  tangenti  ai  punti  A,B. 

353.  a°.  Nei  due  triangoli  ASB,  BSc  descritti  in 
eguali  tempuscoli  si  tirino  i due  archetti  circolari  BM, 
cb  . Primieramente  questi  archetti  piccolissimi  si  pos- 
son  considerare  come  normali  abbassate  dai  punti  B,c 
su’  raggi  vettori  o lati  AS,  BS  ; e perciò  come  le  altez- 
ze dei  respettivi  triangoli  ASB,  BSc.  Avremo  dun- 


N BM.AS cb.  BS  . j.  DA.  i .. 

que  (35o) = ; e quindi  BM  : cb  H 

2 2 


BS:  AS. 


Secondariamente  questi  archetti  circolari  sotten- 
dono gli  angoli  al  centro  delle  forze,  che  costituiti  da’ 
vicinissimi  raggi  vettori  AS  , BS  , cS  rappresentano 
le  celerità  angolari.  Ora  qnesti  angoli  sono  in  ragion 
composta  dell’inversa  dei  raggi,  e della  diretta  degli 
archetti,  che  gli  sottendono,  giacché  più  grandi  sono 
gli  archetti , più  gran  numero  di  gradi  comprendon 
gli  angoli;  e più  corti  sono  i raggi,  o i lati  degli  an- 
goli, maggior  numero  di  gradi  comprendono  gli  ar- 
chi con  egual  lunghezza.  Ma  abbiam  trovato,  che  que- 
sti archetti  sono  in  ragione  inversa  dei  raggi  vettori . 
Dunque  gli  angòli  al  centro  delle  forze,  o le  celerilà 
x.  i.  , 1 5 

( 

I 
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angolari  sono  tra  loro  in  ragion  composta  dell’  inversa 
dei  raggi  vettori  presa  due  volte;  cioè  le  celerità  an- 
golari sono  in  ragione  duplicata  inversa  dei  raggi 
vettori . . , 

354-  Ora  se  si  alzi  dal  centro  F delle  forze  la  nor- 
male FT  sulla  tangente  nel  punto  R della  curva  ALR 
( Fig.  4i  ) dove  è il  mobile,  la  sua  celerità  proporzio- 
nale all’arco  infinitesimo  RL  si  potrà  rappresentare 

per  — — (352).  Considerando  pertanto  l’arco  RL 
FT 

come  un  arco  osculatore  in  R , che  abbia  per  rag- 
gio RN , se  la  forza  fosse  diretta  al  centro  N , abbas- 
sata la  normale  LZ  sopra  RN,  sarebbe  rappresen- 


tata (3  2 1)  dal  seno  verso  RZ  = 


RL* 


2RN  2FT*RN  ’ 
mentre  essendo  diretta  al  centro  F viene  espressa  per 
la  porzione  RK  del  raggio  vettore . Ora  il  raggio  oscu- 
latore è normale  alla  tangente.  Dunque  RN  è paralle- 
la a FT,  e il  triangolo  RRZ  simile  al  triangolo RFT. 
Avremo  per  ciò  RZ  : RK  ! * FT  : FR  ; e quindi  RK  = 

=3  ; e in  un  altro  punto  della 

FT  2FT3.  RN  ’ v 

curva  R'  R'  = ; onde  RK:  R'  K'  ** 


FR 


aR'N'.FT13 

_FRL 

2 R*  N*.  FT'* 


FR 

RN.  FT3  ' 


3RN.  FT3 
FR’ 

— . Dunque  in  ogni  traiettoria  la  forza 

R'N*.  FT'*  h & 

centripeta  è proporzionale  al  raggio  vettore  divi- 
so pel  prodotto  del  raggio  osculatore  nel  cubo  del- 
la normale,  che  dal  centro  delle  forze  si  tira  sulla 


tangente. 


Digitized  by  Googl 


227 

355.  Stabiliti  i precedenti  teoremi  conviene,  che 
passiamo  a cercare  la  curva , che  dee  descrivere  un 
corpo  dotato  d’ una  forza  centripeta  F combinata  con 
una  forza  istantanea  P di  proiezione. 

Osserveremo  primieramente, che  questa  curva  e piana;  poi- 
ché tutto  è perfettamente  eguale  da  una  parte  , c dall’ altra  del 
piano  condotto  pila  direzione  della  forza  di  proiezione  , e pi 
punto  fisso , cui  è diretta  la  forza  centripta  F [ Fig • qo  ] • Sup 
ponendola  dunque  nel  piano  delle  X jr , faremo  Z — o , e ne  de 
durremo  l’ equazione  dalle  due  formule 

X r dt *f  r dt% 

E siccome  il  punto  d’  intersezione  degli  assi  , e 1’  origine  delle 
coordinate  si  suppne  nel  centro,  cui  è diretta  la  forza  F,  cosi  le 
compnenti  di  essa  tendono  a diminuire  le  coordinate , e debbo- 
no prciò  prendersi  negativamente  ; onde  avremo 

F*__(px . 

r dt1  ’ r dt 1 

Per  tanto  moltiplicando  la  prima  equazione  pr  dx , la  seconda 


pr  dy , e sommandole  , avremo  — - — ■ ( — xdx  — ydy  ) — 

dxd*x-\-dyd1y ■ Ora  il  diverso  valore  di  F introdotto  in  que- 
sta formula  guida  ad  una  diversa  equazione  della  curva  cer- 
cata . Noi  ci  limiteremo  alla  suppsizione , che  la  F varj  in  ra- 
gione inversa  dei  quadrati  della  distanza  dal  centro.  Abbiamo 


in  tal  caso  F = — , e quindi 


dxd'x  dydy xdx  -f-  ydy 

di'  r3 


Ma  xdx+ydy—d(^X-^-  ^ ==  d = d — 

rdr,  essendo  retto  l’angolo  delle  coordinate. 

^ dxddx  -f-  drddr  rdr  dr  . , 

Dunque - — ^ — — =-= ; c integrando 

ì fax  r’  r* 

(—- — : — — f.  Cosi . ( z±  A ) . Ma  x =:  r cos.  v ; y r= 

r seti  .|o  ; dunque 
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dx*  -4*  dy*  dr%  ( seri',  v 4“  cos*.  v ) 

4~  r*dv*  ( seri1,  v •}•  cos*v.  ) rr  dr*  4"  i'*dv* , 
essendo  seri*,  v 4“  cos.*  ~ 1 . Perciò  sostituendo  , 

dr*  4“  r*dv*  . 1 

idt*  r 


Ora  ahbiatno  dt  — 


r*dv 


(345); 


avremo 


/dr1  -4-  r*dv*\  i 

*"<”  c"  -J  +t; 


c*dr*  “ ( 2 Ar4  4~  — c*r*  ) dv*  ; onde  dv  ~ 

— — — — - . Facciasi  r ss  — avremo  ; dv  zs 

r y ( 2 Ar*  4.  2r  — c*  ) k 


c V — 

* A* 


- c</  A 


ì //  1.A  i \ 

Ty  V*+ir  -c  ) 


y (i  A ik  — c1  A»  ) 


Suppongasi  A “ — - -j-  s , e si  faccia  2^  -J-  — = c*  h * j 


avremo  dv  rr : 

/ 

c ds 


— c d s 


//(  »^+ v-'*'1  ) 

fT^7ETZr?F5  = ?T)  ; e integrando  o + C = 

ang.  cos.  — ; e però  s~h  cos.  ( u 4“  C ).  Or  siccome  A — 

4~  sj  k ~ ——  5 sara  s — A — . — ss  — — — : onde 

r c*  r c*  ’ 

~ ~ c*  — ^ cos>  ( v + C ) ; e sostituendo  il  valore  di 

r in  a?,  e y,  facendo  cioè  r = f/  ( x*  -f-y*  ) ; sarà 
• 1 

— — h cos.  (v+C)  = h COS.  C COS.  V 


V ( **  ■+  y%  ) 

— A sen.  C sen.  v zz 


nix  njr 

v (*•+?•)  ve*1  ) * 


supponendo  A cos.  C-— 7»  j A sen.  C rz  « $ d’onde  rilevasi  l’equa* 
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zi one  (»*  — “*  ) J1  — I™"*?  + (w*  — ** 

— my  — mix  -+-  i =o, 

che  esprime  una  sezion  conica , e segnatamente  una  parabola , se 

m*  J-  n%  = — — r»  cioè  se  A = ; un’  ellisse  , se  A < J 

*■  « ■ ^ • c*  c 


un’  iperbola  , se  A ^ . Variando  dunque  la  forza  centripeta 

d’un  proietto  in  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  distanze  dal 
centro  , descriverà  esso  una  sezione  conica;  e siccome  peli’ equa- 
zione precedente  il  raggio  vettore  r = j/(x*  -f-  .r1)  si  esprime 
sotto  forma  razionale  in  funzione  dell’  ascissa  x;  così  è chiaro, 
che  l’origine  delle  coordinate  x,  e y è in  tutti  e tre  i casi  in 
un  dei  fuochi  della  cuna  ; e perciò  questa  curva  ha  in  un  fuoco 
il  centro  delle  forze  . Questo  medesimo  risultato  può  ottenersi 
anche  con  altro  metodo. 

Sia  TZ  ( Fig.  42  ) k*  rorva  cercata  , e la  forza 
centripeta  "vari  in  ragione  duplicata  inversa  delle  di- 
stanze dal  centro  C . Sia  CP  il  raggio  vettore.  Da  un 
punto  N dell’asse  si  alzi  la  NP  normale  alla  curva  nel 
punto  P,  e da  C si  alzi  CQ  normale  alla  tangente  del 
punto  P prolungata , e dicasi  B il  raggio  osculatore 
nel  punto  P.  Intendasi  tirata  ad  altro  punto  P'  una 
* normale  N'  P1,  e sulla  tangente  al  punto  P'  prolungata 
s’intenda  tirata  la  normale  CQ';  e dicasi  B il  raggio 


osculatore  in  P1.  Abbiamo  per  ipotesi 


CPV/.p ’ CP r*.'/,p  ’ 


intendendo  per  */,  p una  costante. che  poi  ci  sarà  d’uso. 
Ma  in  qualunque  traiettoria  (354)  F:  F' Il 


CP  . CP'  J.  1 . 1 

QCf B ' Q'C*  B'  ' UnqUe  PC v/,p  * P'C1 . ’/,  p 

CP  . CP . B - B •* 

QG$7ìt  Q'C3./?'’  ’ **  QCS  Q'C5 


Digitized  by  Google 


a3o 

Condotta  ora  da  N,  oN1  su  CP , o CP1  la  normale  UN, 
o R'  N’,  saran  simili  i triangoli  rettangoli  PQC,  PRN, 

e però  CP  : CQ  ::  PN  : PR;  onde  CQ  = 5^?  ; 
e nella  stessa  guisa  CQ1  = " * Sostituendo 


questi  valori  di  CQ  nell’ analogìa  superiore , avremo 

jy  PNJ.’/.P  PN15.'/,/)  O 

R:  R:  — : — ^PrR'’  °ra  suPPorremo 


PR  = '/tp,  avremo  R : R{ 

JPT^  . P‘1S13 


••  J™:5,/\P  PW,.,/V 

*•  */.pr  * V>P\ 


pp  pp 

Questa  è l’espressione  del  raggio  osculatore  delle 
curve  coniche , come  dimostrano  i Matematici , se  e» 
sprimasi  per  p il  parametro  ( nota  e del  n°.  286  ).  Ma 
nelle  curve  coniche,  il  cui  raggio  vettore  parte  dal  fuo- 
co C,  si  verifica  pure,  che  la  PR  =P'R'  = */,  p (notag). 
Dunque  la  traiettoria  cercata  sarà  una  curva  conica , 
e il  punto  C centro  delle  forze  uno  dei  fuochi . 

356.  Reciprocamente  se  un  proietto  descriva  una 
curva  conica,  la  forza  centripeta  ue  varia  in  ragion  du- 
plicata inversa  della  distanza  dal  centro,  cui  è diretta 
posto  in  un  fuoco  . In  fatti  nelle  curve  coniche  il  rag- 
gio osculatore  è D’altronde  CQ  , 

p%  V PN 


come  rilevasi  da  ciò  , che  fu  detto  nell’  articolo  prece- 
dente. Dunque  sostituendo  questi  valori  nella  formu- 
la , che  da  la  forza  centripeta  proporzionale  a 


( g ) Può  vedersi  la  dimostrazione  di  questo  teorema  nelle 
aggiunte  al  Trattato  delle  Sezioni  coniche  del  Marie  dei  PP. 
Canovai,  e Del  Ricco  a’numeri  887, 897  , gi5  Ediz.  del  1791. 
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357.  Può  dunque  stabilirsi,  che  se  un  proietto  de- 
scriva una  sezione  conica  qualunque  con  una  forza 
centripeta  tendente  a un  fuoco , questa  forza  varierà 
in  ragione  inversa  dei  quadrati  delle  distanze  dal  pun- 
to , cui  è diretta . 

Esigendo  il  nostro  piano , che  noi  ci  trattenghiamo  alquanto 
ad  esaminar  il  moto  ellittico , sarà  opportuno , che  cominciamo 
dal  dimostrare  questo  teorema  in  particolare  per  1’  ellisse.  Muo- 
vasi pertanto  un  corpo  per  l’ ellisse  SM  ( Fig.^o  ) attratto  ver- 
so uno  dei  suoi  fuochi  O punto  d’ intersezione  degli  assi  ortogo- 
nali delle  x,  e y condotti  nel  piano  dell’orbita.  Sia  ad  un  istan- 
te qualunque  M la  posizione  del  mobile,  r il  raggio  vettore  OM 
v 1’  angolo , che  il  raggio  vettore  fa  coll’  asse  delle  x.  Le 
coordinate  polari  d’ un  punto  qualunque  dell’  ellisse  saranno  r , 
e v.  Sia  d la  distanza  tra  il  fuoco  , e il  vertice  della  curva  preso 
per  origine  delle  ascisse  ; sia  b il  semiasse  minore,  a il  maggio- 
re. Si  sa,  che  (za  — d ) d = b*  ; onde  sostituendo  in  vece  di 
d 1’  espressione  a — ae  ( chiamata  ae  la  distanza  lineare  tra  il 
fuoco,  e il  centro  della  curva  ) si  avrà  b*  — ( za  — a -|-  ae)  X 
(a  — ae)  — Za1  — a*  — a*  e%  — a*  — a*  e * ; onde  b = 
f aJ  — a’  e1  ] r:  « J/  [ 1 — e*  ] espressione  del  semiasse 
minore.  Sia  &>  l’angolo  , che  1’  asse  maggiore  fa  coll’  asse  delle 
x,che  è la  linea, da  cui  si  comincia  a contare  l’angolo  v.  Abbia- 
mo per  equazione  dell’  ellisse  tra  le  coordinate  polari 
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W r = 

i + e cos.  [ v — co  J 
1 _ i e cos.  [ v — co  ] 
r a [ i — e1  ] 

i e cos.  [ v — 0)  ] 

a [ 1 — e1  ] ■*“  ~[  i — e 1 ] 

1 i e cos.  I v — w ] 

a [ 1 — e*  J 


$ lo  che  da 


r a [ 1 — e*  ] 
ed  elevando  al  quadrato 

e*  coi1.  [ v — co  ] i 

a*  [ ì — e1  ]*  r' 


(B) 


? J_4 . » 

a[  \ — e1  ] r ' a1  [ i — e»  ]* 

Siano  x , y le  coordinale  ortogonali  del  mobile , F la  forza  cen- 
tripeta. 

Operando  come  nel  n°.  355  giugneremo  all’  equazione 
- — [xdx+ydy  ] = àxd^x±dyd^ 

. »•  ~ J J ì (lt% 

e poiché  x1  y 1 rr  r*  j xe/a;  ^c/jc  = rc/r , avremo , inte- 

, c/x*  -1-  c/y1 

grando  — — ifFdr  -J-  A ; e quindi , operando 

come  sopra , troveremo  dx 1 -{-  r/y1  ~ cir1  rydvx  j perciò 

r/r1  4-  r'dv'1 

= 4 — ifFdr. 


~dT> 


Essendo  poi  cdt  — r*dv,  dt 1 


ri*  c/v1 


eliminando  tif1  si  ha 


c/r1 


+ — 
' r* 


A—ifFdr  (C). 


rii  ' c/o1 

Se  la  forza  F fosse  data  in  funzione  di  r,  questaaequazione  espri- 
merebbe la  relazione  tra  le  coordinate  r , e v , che  appartiene  al- 
la traiettoria  ; ma  siccome  nel  caso , che  consideriamo  è data  la 
traiettoria  , non  è data  la  forza , bisogna  prevalersi  della  relazio- 
ne tra  r , e v , che  appartiene  all’  ellisse  per  determinar  F. 

Ora  1’  equazione  (C)  può  mettersi  sotto  la  forma 


(J*  \ 

V rifc/o1 


J + — + *fFdr  — A = o. 
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Differenziandola  si  ottiene 
F—  — 


idr 


(JL.  Y 

\ r'dv  )' 

Differenziando  poi  l’equazione  dell’ellisse  abbiamo 

e sen.  [i>  — co] 
a [ 1 — e®  ] ’ 


dr  

* dv  ~ 


e quadrando 


( dr  V e * sen ».  ( v — co  ) 

\^dvJ  “ «*(  x __  e*)*  , 

e* 

a®  ( t — e*  )®  L v '1 

e * e»  cos.®  ( v — co  ) 

«®  ( 1 — e*  )*  a®  ( 1 — e*  )* 

E sostituendo  invece  di  quest’  ultimo  termine  il  suo  valore 
tratto  dall’equazione  (B),  si  avrà 

C dr  V a 1_ 1 

/ ar  ( i — e®)  r*  a®  (t — e*) 

Il  differenziale  del  secondo  membro  di  quest’  equazione  è 
idr  idr  _ 

+ — • Dun<iue 

p c* r — idr , idr  \ 

r3  7,dr  \ a ( i — e*  ) r*  ' r3  y 

• f — - — -c— 2 — — facendo  u — —7-— — - < 

*a(i— e*)r*  r»  a(i— e®) 

Dunque  la  forza  centripeta  d’un  corpo,  che  descrive  un’ellisse 
attratto  verso  uno  de’fuochi , varia  in  ragione  inversa  dc’quadra- 
ti  delle  distanze.  La  quantità  costante  fx.  esprime  l’ intensità  del- 
la forza  all’  unità  di  distanza  dal  fuoco  , cioè  quando  r = 1 . 
Dunque 

358.  I.  Potrà  esattamente  determinarsi  la  celerità  di  rivolu- 
zione in  qualunque  punto  di  un’ellisse  per  mezzo  della  formula 
generale  del  n°.  ( 338  ) 

&z±je±£i = d (g)  =j(x<c*+ 7 

x . i.  16 
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che  per  quanto  fu  «letto  nei  numeri  344  » e 35?  riducesi  pel  caso 
attuale  d (~Jr)  = F d F — — Fdr  equazione  esatta- 
mente integrabile,  essendo  F data  per  r.  Suppongasi,  che  F a 
una  data  distanza  b dal  centro , cui  essa  è diretta  sia  eguale  al- 
la gravità  g sulla  superficie  della  terra . Avremo  ( 56  ) F : g . 
b*  : r*  ; F = b*gr  . Onde  Fdr  = b*  gr  ~ * dr  ; e però 
b'gr  -•  dr  = — FdF;  e integrando  = — '/»  F*  = — b*  X 
gr  Per  determinare  la  cost.  A supponghiamo , che 

essendo  r = 7,  sia  F — P celerità  di  proiezione  (355)  ^on- 
de si  abbia  A = b'gq  J*J  e perciò  A = b'gq  ~ * 

P*.  Sostituendo  pertanto,  avremo 

b'gq  ~ * — bg'r~ 1 — '/,  P1  ~ — */»  ^ = 

yr{p'-"’*'  (y--r)] 

formula  , che  da  la  celerità  di  rivoluzione  in  qualunque  punto 
d’  una  ellisse , tosto  che  sia  determinata  b , che  vanamente  si 
determina  secondo  le  varie  circostanze,  e la  special  natura  del- 


la curva.  Quindi 

359.  Facilmente  si  trovano  i punti , in  cui  è massima  , e 
minima  la  celerità  d’  un  corpo  , che  si  muove  in  un’  ellisse. 
Sia  q la  massima  distanza  del  corpo  dal  centro  della  forza.  E 


P*  ib'g 


P*  — a b'g 

( 1 - Yl- 

\ .7  ‘q  — ta  J J 

co  > 

* 7 ( 7 — Cri  ) , 

J . È evidente,  che  la  celeri-* 

A 

tà  sarà  minima,  quando  cri  = 0;  o sia  quanao  r =s  q » per- 
ché in  tal  caso  svanisce  il  secondo  termine  della  formula.  Fac- 
ciasi la  minima  distanza  del  corpo  dal  centro  della  forza  r=r  q'. 
È manifesto , che  non  può  essere  r 7' . Sia  dunque  r = 

,'  + »!  .ari  y =f/[  **+»*•*  (t^T  - t)]  • 

n termine  a ò»  g ( — ) sarà  sempre  positivo  , 

V<7  T “ 7 / 

essendo  (7'+  co)  < 7J  e paò  Fatto  per- 
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tanto  u=:o,  si  avrà  il  valore  di  V maggiore,  che  in  ogni  altro 
caso.  * 

Sarà  dunque  massima  la  celerità,  q riandò  r q\  cioè  quando 
la  distanza  dal  centro  delle  forze  è minima. 

36o.  II.  Sia  1 fi  c l’ area  descritta  nell’ unità  di  tempo  da  un 
corpo  , che  si  muove  per  un*  ellisse.  Sia  T il  tempo  periodico  , 
il  tempo  cioè , iu  cui  è descritta  tutta  l' area  E dell’  ellisse.  A- 

vremo(345,  357)  » •*  */.  c T:  E = itab  = ita*  y (i  — e»), 

onde  cT  ~ arra1  J/(  i-e*),  essendo  , come  è noto,  la  superfi- 
cie intiera  dell’  ellisse  eguale  al  prodotto  de’ due  semiassi  molti- 
plicato pella  ragione  7t  della  circonferenza  al  diametro. 

Quindi 


T*  = 


r*  _ 4*1  «*_0  - e1  ) . 


; e poiché  (357) 
4tt*  a3 


a15 , sa- 


-, — , 1— e*  ~ — : Tl  — 2 

a(i-e*y  ap  * fi. 

E per  un  altro  corpo,  che  si  muova  in  un’altra  ellisse  a- 

4 T»  ^ 

vente  lo  stesso  fuoco  P3  = — --r—  • 

, 1 ~e%')  4^°* 

an.  Abbiamo  c*  r=  ; e perciò  p — — p — 

• • • • 

■ ■ -t~-  ; onde  , se  siano  in  due  ellissi  !T* 
rk  p — pl. 

Se  dunque  i quadrati  de’ tempi  periodici  per  due  ellissi  sia- 
no come  i cubi  degli  assi  maggiori , 0 delle  medie  distanze  dal 
fuoco  comune,  cui  è diretta  la  forza  centripeta,  le  intensità 
della  forza  centripeta  all’  unità  di  distanza  saranno  eguali  . 

36i.  Nel  determinare  la  traiettoria , che  dee  de- 
scrivere un  corpo  affetto  da  una  forza  istantanea  di 
proiezione  combinata  con  una  forza  acceleratrice , non 
abbiam  considerata  la  qualità  dell’angolo,  che  fanno 
le  direzioni  di  dette  forze.  Supponghiamo  ora,  che 
sia  costantemente  retto  questo  angolo  . La  celerità  per 
la  traiettoria  sarà  costante  (3a5);e  quindi  sarà  costante 
la  normale , che  dal  centro  delle  forze  si  solleva  sulla 
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tangente  ad  ogni  punto  della  medesima  (35a).  Lo  che 
non  convenendo,  che  al  cerchio , la  traiettoria  così  de- 
scritta sarà  un  cerchio  . 


Per  dimostrare  direttamente  questa  conclusione  riprendasi 
l’equazione  (355) 

dxd'x  -\-dyd*y  F f .1  l 7 1 

di*  = — — \*d*+ydy  1 • 

Essendo  costantemente  retto  l’ angolo  costituito  dalle  dire- 
zioni delle  due  forze  , da  cui  si  produce  il  moto  curvilineo , la  ce- 
lerità per  la  traiettoria  dee  esser  costante  (325)  . Chiamando  dun- 
que s un  arco  qualunque  di  questa  traiettoria  il  coefficiente  diffe- 
renziale , che  esprime  la  velocità  del  mobile  al  termine  di 


quest’arco  dovrà  esser  costante,  e poiché  dt  è costante  , dovrà 
esser  tale  anche  il  differenziale  ds,  o il  suo  quadrato  de*.  Ma  d&zzz 
dxl  -f  dy%.  Dunque  il  differenziale  di  dx*-\-dy*  dee  esser  zero , 
cioè  dxd'lx\  dyd'y  ~ o . Per  questa  condizione  annichilandosi 
il  primo  termine  dell’  equazione  superiore  , avremo 
xdx-\-ydy  = o,  e moltiplicando  per  2,  Hxdxdfiydy  ~o  , e 
integrando  x1-\~yt  — h%,  se  h*  sia  una  costante  arbitraria.  Que- 
sta costante  sarà  uguale  al  quadrato  della  distanza  r del  mobile 
dal  centro  al  principio  del  moto  , gi  acche  al  principio  del  moto 
essendo  rro,  dee  essere  y =r  r . Avremo  dunque  l’eqnazione 
x * -\-y‘1  — c1  ; e questa  appartenendo  a un  cerchio  , la  curva  de- 
scritta nell’  ipotesi  considerala  sarà  un  cerchio  . 

362.  Ora , se  la  forza  centripeta  d’un  mobile , che 
descrive  un  cerchio  è la  gravità  g,  la  celerità  di  rivo- 
luzione V sarà  eguale  alla  celerità,  che  il  mobile  acqui- 
sterebbe cadendo  pel  solo  impulso  della  gravità  lungo 

17» 

la  metà  del  raggio  r.  Poiché  gz=z  — (329)5  V — 

r 

V~rsi  e tale  è l’ espressione  della  celerità  , che  il  mo- 
bile acquisterebbe  cadendo  per  la  metà  del  raggio , o 


per  lo  spazio  essendo  nel  moto  uniformemente 
accelerato  V — j/ "xgs  — ’y'gr. 
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Dunque  1*  altezza  dovuta  in  questo  caso  alla  cele- 
rità di  rivoluzione  sarà  — . Se  dunque  si  paragoni 

2 

questa  celerità  con  una  celerità  di  rivoluzione  in 
un  cerchio  dello  stesso  raggio  dovuta  all’  altezza  a , a- 
vremo  V":  V*  Il  a:'/,r',  e poiché  detta  g{  la  forza 
centripeta  corrispondente  a V' , abbiamo  g'i  gli 

^1.  : „ : V*  j avremo  g'  ■ g a : */»  r II 2a :r. 

r r 

Or  siccome  nel  cerchio  la  forza  centrifuga  £ egua- 
le alla  centripeta  , così  la  forza  centrifuga  nel  cerchio 
sarà  espressa  , come  sopra  (32g)  notammo,  pella  for- 
mula ed  avrà  alla  gravità  la  stessa  ragione  — . 
r r 

363.  L’ espressione— * indicando  la  forza  o centri- 
peta , o centrifuga  accelera trice,  il  prodotto  di  essa  per 

la  massa  m del  mobile , cioè  — - indicherà  la  forza 

r 

centripeta , o centrifuga  motrice  (g3) . • 

364*Essendo  poi  inr  la  periferìa  del  cerchio,  o lo  spa- 
zio da  percorrersi  dal  mobile  nel  tempo  periodico  T‘y 

e questo  nel  moto  uniforme  esprimendosi  per  -^(87) , 


avrem  0 


T — — ; V%  — • Quindi  l’ espressione 


della  forza  centripeta , o centrifuga  riducesi  - — 


ovvero 


4H^lr  = jF.E  se  si  paragonino  i moti  per  due 


r<  ..  mr  mr  ..  | < 

periferìe,  avremo  F:  F ’.l  — : ^ ::  mr:  m r , se 

T—T. 
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365.Deducesi  da  ciò  .che  se  una  sfera  ADd  ( Fig . 20) 
giri  inlorno  all’asse  AG.  le  forze  centrifughe  di  tre  sue 
particelle  D,  M , A aventi  le  masse  m,m\  m"  daranno 
la  seguente  analogia  F : F:  F"  ::  r.m:  r\  m r.  m11  H 
in.  DC:  ni.  MP:  in",  o.  Dunque  nell’  equatore  d’una 
sfera  la  fofcza  centrifuga  è massima  ; decresce  dall’  e- 
quatore  verso  i poli;  è minima  ai  poli,  decrescendo  il 
diametro  dei  parallelli  all’  equatore  in  proporzione  , 
che  si  avvicinano  ai  poli . 

3 66.  Dopo  di  avere  stabiliti  fin  qui  i principi,  e le 
formule  più  importanti  relative  al  moto  per  le  traiet- 
torie, passeremo  ad  indicarne  un’utilissima  applicazio- 
ne alla  teorica  del  moto  de’ proietti. 

36 j.  Se  sia  un  corpo  scagliato  perpendicola  ralen- 
te alla  terra,  si  muoverà  in  linea  retta  con  un  moto 
uniformemente  ritardato,  o accelerato,  e con  una  ve- 
locità proporzionale  o alla  differenza  tra  la  forza  di 
proiezione , e quella  di  gravità , o alla  loro  somma , se- 
condo che  la  direzione  dell’ impulso  sarà  contro,  o ver- 
so la  superficie  terrestre; e continuerà  a muoversi  nel- 
la direzione  dell’impulso , finché  o la  gravità  abbia  di- 
strutta la  forza  di  proiezione , o qualche  insormontabi- 
le ostacolo  si  opponga  all’effetto  dell’  una  , e dell’  altra. 
Ma  se  sia  scagliato  in  direzione  o obliqua  , o parallela 
all’orizzonte,  dovrà  muoversi  in  una  curva,  trovan- 
dosi contemporaneamente  affetto  da  una  forza  istan- 
tanea di  proiezione,  e da  una  costante  di  gravità  uni- 
te ad  angolo.  11  Galileo  fu  il  primo  a determinar  ( con 
un  metodo  , di  cui  abbiamo  altrove  (334)  dato  un 
cenno  ) la  curva , che  in  tal  caso  descrive  un  proietto 
( Dial.  IV.  pag.  634-  T.  2 );  e contale  determinazio- 
ne aprì  l’adito  alle  sublimi  ricerche  dinamiche,  cui  si 
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applicarono  in  seguito  con  tanta  gloria  i più  illustri 
Geometri. 

368.  Ecco  come  coi  principi  del  Galileo  si  deter- 
mina questa  curva.  11  moto,  che  può  produrre  la  proie- 
zione è uniforme;  quello,  che  produce  la  gravità  uni- 
formemente accelerato  (260).  Siano  GF  [ Fig.  43  ] la 
direzione  della  protezione,  GZ  dplla  gravità.  Inten- 
dasi diviso  il  tempo  del  moto  in  piccolissime  parti  e- 
guali.  Gli  spazj  GN,  NF  , che  per  la  sola  proiezione 
avrebbe  percorsi  il  proietto  in  detti  piccolissimi  tem- 
pi eguali  saranno  eguali,  e potranno  indicare  i tempi 
del  moto,  cui  sono  proporzionali  (77).  Ma  nel  tempo, 
in  cui  il  proietto  per  la  sola  proiezione  avrebbe  descrit- 
to GN,  per  la  sola  gravità  avrebbe  dovuto  descrivere 
Gm  . Quindi  è,  che  per  la  combinazione  delle  due  for- 
ze al  fine  del  primo  tempo  dovrà  il  proietto  trovarsi 
in  M , avendo  descritta  la  diagonale  GM  del  parallelo- 
grammo  costruito  su  i lati  GN  = Mm  esprimente  il 
tempo , e Gm  esprimente  lo  spazio  descritto  con  moto 
uniformemente  accelerato.  Così  nel  fine  del  secondo 
tempo  sarà  in  B in  un  punto  appartenente  alla  diago- 
nale del  parallelogrammo  Fb  costruito  sulla  linea  GF 
esprimente  il  tempo,  e la  linea  BF  — Gb  esprimente 
lo  spazio  descritto  con  moto  uniformemente  accelera- 
to. Così  successivamente  al  fine  d’ogni  tempo  si  tro- 
verà sempre  in  un  punto  della  diagonale  del  parallelo- 
grammo  costruito  sulla  linea,  che  esprime  lo  spazio,  e 
su  quella , che  esprime  il  tempo  ; e questi  diversi  pun- 
ti, se  i tempi  siano  infinitesimi  , costituiranno  la  cur- 
va GBR,  che  avrà  per  ordinate  linee  eguali  a’  tempi , 
per  ascisse  linee  eguali  agli  spazj  percorsi  in  detti  tem- 
pi con  moto  uniformemente  accelerato . Essendo  per 
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tanto  in  questo  genere  di  moto  gli  spazi  come  i qua- 
drati dei  tempi  (i  1 1),  le  ascisse  saranno  fra  loro  in  ra- 
gione dei  quadrati  dell’  ordinate  ; e conseguentemente 
la  curva  sarà  una  parabola  j G ne  sarà  il  vertice,  GZ 
l’asse,  seia  direzione  della  proiezione  sia  parallela  al- 
1’  orizzonte  ( nel  qual  caso  le  ordinate  saranno  normali 
alle  ascisse);  ma  se  sia  obliqua,  safà  GZ  uno  degli  in- 
finiti diametri,  che  la  parabola  può  avere;  GF  per  al- 
tro sarà  sempre  la  tangente  parallela  all’ordinale. 

* Descriva  pertanto  un  proietto  la  parabola  MAN  ( Fig.  44  ) 
e si  prolunghi  in  I il  diametro  OM  corrispondente  al  punto  di 
proiezione , finche  sia  MO  — MI , e quindi  si  tirino  la  tangente 
MC  = 2 MI , CN  parallela  a MI  prolungata  in  O , e per  il  pun- 
to O la  ON  parallela  alla  tangente.. 

La  dottrina  del  moto  composto  ne  insegna  , che  la  tangente 
MC  è lo  spazio  , che  il  proietto  avrebbe  descritto  per  la  sola  for- 
za di  proiezione  , cioè  con  un  moto  uniforme  nel  tempo  , in  cui 
per  la  sola  forza  di  gravità  , cioè  con  un  moto  uniformemente  ac- 
celerato , avrebbe  descritto  lo  spazio  MO , o lo  spazio  MI  : va- 
le a dire  la  MC  =r  2MI  indica  lo  spazio  , che  il  proietto  descri- 
verebbe uniformemente  in  un  dato  tempo  colla  celerità  acquistata 
nello  stesso  tempo  con  moto  uniformemente  accelerato  per  lo 
spazio  MI  ( 1 1 2 ) . Dunque  MI  è l’altezza  dovuta  (266)  alla  ce- 
lerità di  proiezione . 

Ora  se  F sia  il  fuoco  della  parabola,  p il  parametro  del  diame- 
tro MO  , sarà  MF  = . Ma  NO  per  essere  parallela  alla  tan- 

gente in  M è ordinata  al  diametro  MO  . Dunque  NO1  — 
MOX4MF  , e quindi  MO  : ON  ::  ON:  4MF  . Ma  MO  = 

*/,  MC  = '/„  ON.  Dunque  ON  = 4/,  MF  = 2MF,  ed  MF  = 
•/s  ON  — MC  . Ma  per  costruzione  IM  rr  */*  MC  . Dunque 
IM  “ MF  p . Nella  stessa  maniera  può  dimostrarsi , che 

l’altezza  dovuta  alla  celerità  in  qualunque  altro  punto  è una  quar- 
ta parte  del  parametro  del  diametro  corrispondente  . Dunque  si 
può  stabilir  generalmente,  che  l’altezza  dovuta  alla  celerità  d’un 
proietto  nella  parabola  da  esso  descritta , è eguale  alla  quarta  par- 
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te  del  parametro  del  diametro  corrispondente,  al  punto  della 
proiezione . 

Dunque 

i°.  Tutte  le  altezze  MT,  AD,  NC  si  terminano  alla  diret- 
trice IG , e per  conseguenza  sono  respettivamente  eguali  a MF, 
AF , NF  eguali  alla  quarta  parte  de’ parametri  dei  respettivi  dia- 
metri. Onde  un  grave  come  scendendo  verticalmente  da  qualun- 
que punto  I della  direttrice  al  fine  dello  spazio  IM  ha  acquista- 
ta una  velocità  eguale  a quella , con  cui  si  muove  nel  corrispon- 
dente punto  M della  parabola;  cosi  scagliato  verticalmente  all’ in 
su  colla  celerità  , che  ha  in  M arriverebbe  appunto  alla  direttri- 
ce in  I . 

2°.  La  celerità  d’ un  proietto  sarà  tanto  maggiore  .quanto 
maggiormente  esso  sarà  distante  dall’  asse  della  parabola  , che 
va  descrivendo  , e sarà  la  minima  nel  vertice , essendo  minimo 
il  parametro  dell’asse  . « 

36g.  Ma  e la  natura  della  curva  descritta  dai  proietti  ,* 
lutto  ciò  ,‘che  riguarda  il  moto  per  la  medesima  può  agevolmen- 
te dedursi  dalle  formule  generali  stabilite  sopra  (335)  Xdt  = 


Si  tratta  di  determinar  la  curva  descritta  da  un  grave  , che 
supporremo  scagliato  in  una  direzione  inclinata  comunque  all’  o- 
rizzonte.  Manca  dunque  in  questo  caso  la  forza  acceleratrice  oriz- 
zontale A,  e la  forza  acceleratrice  verticale  è la  gravità  gron- 
de avremo  X — o , Y — — g,  e perciò  sarà  d I" 1 ~ o ; 


d = — gdt . Integrando 


avremo 


*£  — r- 
dt  “ ’ dt 


C1  — gt  • Risolvasi  per  determinar  le  costanti  la  data  forza  di 
proiezione  BD  r P ( Fig.  43  ) nelle  due  BE  , ED , l’uua  oriz- 
zontale, I’  altra  verticale  , e sarà  BE  —P  cos.  DBE  ; e DE  rr: 


dx 


P sen.  DBE  . Ora  — - esprime  la  celerità  orizzontale , che  in 
principio  è BE;  e esprime  la  verticale,  che  in  principio  è 


T.  I. 


*7 
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DE  . Dunque  ~ = C = P cos.  DBE  ; e — C'  — qt  = 
1 dt  ’ dt  b 

P sen.  DBE  — gt . Perciò  dx  ~ Pdt  cos.  DBE  j e dy  ~ Pdt'X. 
sen.  DBE  — gtdt . Integrando  si  ha  x~Pt  cos.  DBE;  y ~ 
Pt  sen.  DBE  — */,  gt*  senza  cost.  perchè  x,  ovvero  y andan- 
do a zero , anche  t — o . Si  elimini  f,  e verrò — x tnng.  DBE 

— aP»coT  i DBF  * Chiamisi  £ la  tangente  dell’  angolo  DBE, 
a P altezza  AB  dovuta  alla  celerità  P di  proiezione , e si  avrà 

y = tx  - $^dbt  * essendo  pi  = (lo3)  > ^ - 


- x*  X — 


cos.1  DBE 


1 Jptang.*  = i tt . Dunque  avremo  finalmente 

x*  ( t1 4- 1 ) — 4«  C — J ) = ° . 

equazione  alla  parabola;  onde  la  curva  cercata  è una  parabola  , di 
cui  un  diametro  è BC  , l’ordinata  è CM  =r  BD  — J/  (xl4~/Jx1) 
( se  si  faccia  BE  ~ x , EM  = y , e per  conseguenza  ED  = tx) 
l’ ascissa  BC  — DM  xxtx  — y , il  parametro  4 a » el’  angolo  del- 
le coordinate  BCM—  BDE  complemento  dell’angolo  DBE. 

* 370.  Dopo  ciò  potremmo  ben  facilmente  stabilire  le  più  in- 

teressanti dottrine  teoriche  relative  alla  Scienza  dei  getti  , o alla 
Balistica,  ed  applicarle  all’ Artiglieria  , notando  , che  l’angolo 
DBE  fatto  dalla  direzione  della  forza  di  proiezione  , o sia  dall’asse 
del  cannone  ,0  mortaio  coll’orizzonte,  chiamasi  angolo  d*  ele- 
vazione, e che  la  quantità  esprimente  l’altezza  dovuta  alla  ce- 
lerità di  proiezione  significa  la  forza  della  polvere  . 

Ma  siccome  queste  dottrine  dedotte  nell’  ipotesi  , che  il 
proietto  si  muova  nel  vuoto  non  potrebbero  adattarsi  ai  proietti 
nell’aria  senza  modificarle  grandemente  coll’esperienza  in  ogni 
caso  particolare,  così  senza  diffonderci  ad  esporle, ci  limiteremo 
a dar  la  soluzione  di  tre  problemi  soltanto  . 

I.  Trovar  l’angolo, cui  dee  postarsi  il  cannone,  onde  col- 
pire uno  scopo  dato. 

Dato  lo  scopo  , s’ intende  determinata  la  sua  distanza  dal 
cannone , e la  sua  elevazione  sull’  orizzonte  . Se  dunque  lo  sco- 
po sia  S ( Fig.  43  ) sarà  dato  BS , e l’angolo  SBE.  Perciò  colle 
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regole  trigonometriche  si  troverà  subito  il  valore  di  BS’ , e di 
SS1  ; onde  BS’  =r  x si  supporrà  nota , e si  farà  — b ; c SS’  — y 
si  farà  per  la  ragione  stessa  r=  c.  Sostituendo  questi  valori  nella 
superiore  equazione  (36$),  avremo  l’angolo  cercato  espresso 
per  la  tangente  dall’  equazione 

« _ AaL  4.  Aa'  - — ^ ~ 

b + b'  ~~  b » 

_ la  + f/  (4«*  — 4ac  — &*) 


4lue  — b * 


Ora  può  accadere,  che  lo  scopo  sia  sopra  1’  orizzonte,  come  S; 
nell’  orizzonte,  come  S1  ; sotto  1’  orizzonte*come  S".  Per  il  pri- 
mo caso  vale  la  formula  quale  è.  Per  il  secondo  caso  essendo 

c — y r=  o , si  ridurrà  t — — r L — . Per  il 


terzo  , divenendo  y,  c conseguentemente  c negativo  , si  avrà  t — 
2a+|,/(4afrt-J-c]  — ò») 


Quindi 

371.  i°.  Il  doppio  segno  del  radicale  dando  due  valori  alla 
tangente  dell’angolo  di  elevazione,  due  angoli  possono  soddi- 
sfare al  problema.  1°.  Per  la  possibilità  del  colpo  è necessario, 
che  non  sia  mai  nel  primo  caso  4®1  4 ac  -f*  nel  secondo 

4 a*  b;  nel  terzo  /\a>  -f-  4 ac  ^ 5*. 

371.  II.  Data  la  forza  della  polvere,  trovare  la  massima  di- 
stanza orizzontale , cui  può  giungere  la  palla . 

In  questa  ricerca  si  ha  BQ  = x,  onde^  rr:  o;e  perciò  l’e- 
quazione del  n°.  36g  riducesi  4 at  = x 4-  xt%  ; onde  x — 

— : - quantità  , che  debb’ essere  un  massimo.  Siccome  si  trat- 
1 -4-  * 

ta  di  determinar  l’angolo  , che  dia  il  massimo  tiro , è chiaro, 
che  bisogna  nelle  operazioni  occorrenti  considerar  t variabile. 

, dx  /La  - 4 at%  1 — t* 

r dt  (t*  4.  1 y (14.P)  ’ 

• • • a * é (ÌA  X 

perciò  t 1 valore,  che  avendosi  negativo  il  differenziale  — 


da  il  massimo  cercato.  Dunque  la  tangente  dell’  ang  olo , che 
produce  il  massimo  tiro  è = 1 . Dunque  quest*  angolo  è 5o°,  es- 
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sendo  tangente  5o°  = 1 . E siccome  l’ angolo , che  ha  la  tan- 
gente “ 1 è la  metà  di  quello,  che  ha  il  massimo  seno  — ì $ 
così  può  stabilirsi , che  il  tiro  sarà  massimo , quando  massi - 
mo  i il  seno  del  doppio  angolo  d’  elevazione. 

III.  Dato  l’angolo  d’elevazione,  e l’ampiezza  del  tiro  trovar 
la  forza  della  polvere,  o sia  il  valore  di  a.  Son  dati  i !>,j 

. b*  ( t‘  - t-  1 ) 

c . e (.  ondo  « = — ' 

I problemi  principali  della  Balistica  posson  risolversi  age- 
volmente anche  senza  il  sussidio  dell’Algebra. 

* 373.  Sia  «cagliarti  una  palla  dal  punto  M (Fig- 44)  obliqua- 

mente secondo  la  direzione  MT,  e descriva  la  parabola  MAL  , 
che  incontri  in  L l’orizzonte.  Sia  AP  l’asse  della  parabola j ID 
la  direttrice.  Quattro  cose  posson  principalmente  occorrere  da 
determinarsi  in  questo  getto 

t°.  Ija  direzione  del  getto,  che  vien  determinata  dall’angolo 
TML.20.  La  velocità,  con  cui  la  palla  è scagliata , o 1’  altezza 
dovutale  IM.  3°.  L’altezza  AP,  a cui  può  arrivar  la  ]>aila  nella 
parabola  al  di  sopra  dell’orizzonte.  4°-  L’  ampiezza  del  getto, 
che  è misurata  dalla  linea  ML  doppia  ordinata  all’asse  AP. 
Queste  quattro  cose  sono  tali , che  datene  due  qualunque  , facil- 
mente si  conoscon  le  altre . Or  siccome  quattro  quaqtità  non 
possono  combinarsi  due  a due,  che  in  6 maniere  ; così  a 6 ridu- 
consi  » problemi  fondamentali  della  dottrina  balistica, e questi  si 
sciolgono  tutti  colla  semplice  risoluzione  d’un  triangolo  rettan- 
golo. In  fatti  dal  punto  T,  in  cui  la  tangente  MT  incontra  1’  as- 
se TP  si  alzi  la  TX  normale  alla  tangente , e dal  punto  stesso 
T si  abbassi  la  normale  TQ  sulla  linea  XM.  ISel  triangolo  rettan- 
golo MTX  l’altezza  QT  ~ MP  — tf%  ML.  Dunque  trovato  col- 
la trigonometrìa  il  valore  di  QT , avremo  l’ampiezza  del  getto 
eguale  a ML  rr  2 QT. 

L’ angolo  MXT  =r  QTM  “ TML.  Dunque  determinato  il 
valore  dell’  angolo  MXT  è determinata  la  direzione  del  tiro. 

Il  segmento  MQ  “ PT  2AP  , essendo  la  suttangente 
eguale  alla  doppia  ascissa.  Dunque  determinato  il  segmento  MQ , 
è determinata  l’altezza  del  getto. 

Finalmente  la  base  MX  ~ 2 MI.  In  fatti  sia  il  F fuoco , sa- 
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rà  QT*  ( = PM*  ) = AP  X 4 AF.  Ma  QT»  = MQ  . QX.  Dun- 
que MQ  X QX  AP  X 4 AF  ; e quindi  AP  : MQ  II  QX  : 
4 AF,  ovvero  AP  : PT  II  QX  : 2 BF.  Ma  AP  = */*  PT. 
Dunque  QX  =r  DF.  Inoltre  AT  AP  ; AD  ~ AF.  Dunque 
DT  ( “ QI  ) ~ PF.  Ma  si  è trovata  QX  ~ DF.  Dunque  IX 
( — IQ-fQX)  = DP  (=  DF  + PF  ) = IM , e perciò  XM  = 
2 IM  ; IM  — '/,  XM.  Dunque  determinata  la  base  MX  , sarà 
determinata  la  celerità , o P altezza  dovutale. 

Noi  tralasciamo  d’esprimere  i valori  delle  ritrovate  quantità, 
perchè  sono  tutti  dati  dalle  formule  piò  conosciute. 

Sia  ora  (Fi/f.  28)  BT  l’ampiezza  del  tiro,  TBL  l’angolo  di 
elevazione,  e alzata  da  T la  normale  indefinita  TL  parallela  a 
BA  tirisi  OL  ~ OB,  col  raggio  OB  descrivasi  il  cerchio  BLA  , 
e finalmente  si  tiri  PL  parallela  a BT,  e si  uniscano  i punti  A , L. 
Avremo  BT  ~ PL  = scn.  BOL.  Ma  1’  angolo  BOL  ~ 2 TBL. 
Dunque  BT  ~ sen . 2 TBL;  cioè  l’ampiezza  del  getto  è propor- 
zionale al  seno  del  doppio  angolo  di  elevazione.  Quindi 

i°.  H massimo  seno  essendo  — 1 , e convenendo  all’angolo  di 
ioo°  , l’angolo  di  elevazione  pel  massimo  tiro  deve  essere  di  So'’. 

2°.  Siccome  dati  due  angoli , che  egualmente  differiscano  da 
5o°,  i loro  doppj  egualmente  differiscono  da  100®,  e quelli, che 
egualmente  differiscono  da  joo®,  hanno  eguali  seni  ; cosi  gli  an- 
goli, che  sono  egualmente  distanti  da5o°  in  piò,  o in  meno  pro- 
durranno un’  eguale  ampiezza  di  tiro  ; onde  la  stessa  ampiezza  si 
produce  per  es.  da  un  angolo  di  4o° , e da  un  angolo  di  6o°. 

Ma  la  determinata  ampiezza  del  tiro  non  basta , che  in  un 
solo  caso  a far  colpite  lo  scopo . Per  determinare  il  metodo  di 
colpire  in  generale  uno  scopo,  vuoisi  fare  la  seguente  riflessione. 

Se  dal  punto  C della  tangente  ( /'Yg.  44-  ) s*  abbassi  una 
linea  CN  parallela  all’ altezza  MI,  e terza  proporzionale  dopo 
4 MI,  ed  MO  , il  punto  N estremo  di  questa  linea  sarà  nella  pa- 
rabola . Condotta  in  fatti  ON  parallela  a MC,  sarà  MC  = 

NO  ; MO  — ON . Ma  per  ipotesi  4 IM  : MC  1 1 MC  : CN . Dun- 
que 4 IM  : ON  II  ON  : MO  ; e perciò  ON*  = OM  X 4IM . 
Dimane  ON  è ordinata  al  diametro  OM , che  ha  per  parame- 
tro 41 M , e conseguentemente  il  puuto  N è nella  stessa  pa- 
rabola . 


Digitized  by  Google 


n/\6 

Ora  egli  è evidente,  che  per  colpire  uno  scopo  bisogna  far 
descrivere  alla  palla  una  parabola  , che  passi  per  lo  scopo,  cioè, 
che  abbia  Io  scopo  in  uno  dei  suoi  punti  ; e dopo  il  discorso  fat- 
to qui  sopra  egli  è pire  evidente  , che  si  farà  descrivere  alla  palla 
una  tal  parabola  , se  dal  punto,  onde  parte  la  palla  tirando  allo 
scopo  una  retta,  la  linea  fii  direzione  faccia  con  essa  un  angolo 
tale  , che  alzando  dallo  scopo  alla  linea  di  direzione  una  linea  pa- 
rallela all*  altezza  , ella  sia  terza  proporzionale  dopo  il  qua- 
druplo dell’ altezza, e la  porzione  intercetta  dellalinea  di  direzione* 
* 3y4*  Questo  è ciò  , che  di  più  importante  comprende  la  dot- 

trina speculativa  , e teoretica  dei  getti . Noi  non  abbiam  credu- 
to di  doverci  impegnare  nelle  ricerche  spinose  sulla  traiettoria 
dei  proietti  in  un  mezzo  resistente,  e rimettiamo  i Curiosi  per  ciò 
che  riguarda  la  parte  analitica  all*  importante  lavoro  del  sig.  Mo- 
roau  nel  n°.  IX.  del  Giornale  della  Scola  Politennica  ; e per  ciò  che 
riguarda  le  esperienze  alle  Transazioni  Anglicane  per  gli  anni  177B» 
e 17B1  ; ai  TT.  34-4B-  della  Bibliot. Brit.  al  T.  1.  dell’Artiglie- 
ria di  Rohins  , e all’  opera  del  sig.  Moorc  „ on  thè  dcstruction 
of  un  ennemy  Fleet  . „ 

875.  Nelle  precedenti  ricerche  sul  moto  curvilineo  noi  ab- 
biamo supposto , che  il  mobile  obbedisca  liberamente  all*  azio- 
ne delle  potenze , che  lo  sollecitano  , o che  se  esso  è obbligato 
a percorrere  una  data  traiettoria  , lo  sia  per  l’ azione  della  gra- 
vità . Per  dar  maggior  estensione  a questa  teorica  , sarà  oppor- 
tuno di  supporre,  che  il  mobile  sia  obbligato  da  forze  qualun- 
que a percorrere  una  data  traiettoria  materiale  , come  per  es. 
a muoversi  in  un  canale  . 

Il  corpo  muovendosi  nel  canale  dee  premerlo  , e il  cana- 
le dee  opporre  alla  pressione  del  corpo  un’  eguale , e diretta- 
mente opposta  resistenza.  La  pressione  esercitata  dal  mobile  ad 
ogni  istante  non  può  essere  , che  normale  al  canale  , o alla  traiet- 
toria ; giacche  se  fosse  obliqua , si  risolverebbe  ad  ogni  i- 
starite  in  due  componenti  , l’una  normale,  l’altra  parallela 
alla  tangente  della  traiettoria,  e questa  non  eserciterebbe  sen- 
si bile  azione  contro  la  medesima.  Due  poi  sono  gli  elementi  , da 
cui  risulta  questa  pressione , cioè  la  porzione  delle  forze  acce- 
leratrici , che  nella  loro  risoluzione  si  trova  normale  alla  traiel- 
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tona  , e ne  è distrutta  , e la  porzione  pur  normale  alla  traietto- 
ria della  celerità  , con  cui  girando  il  mobile  nella  medesima  ten- 
de a fuggirsene  ad  ogni  istante  per  la  tangente . Dunque  la  re- 
sistenza opposta  dalla  traiettoria  al  mobile  sarà  eguale  alla  n- 
sultante  dei  detti  due  elementi  della  pressione , e qualunque 
ella  sia , potrà  considerarsi  come  una  forza , che  agisca  sul  mo- 
bile in  una  direzione  normale  alla  traiettoria  da  esso  descritta . 
Talché  aggiungendo  alle  forze  date  , che  agiscono  in  ciascun 
caso  particolare  sul  mobile  una  nuova  forza  acceleratrice  equi- 
valente alla  resistenza  della  traiettoria , si  potrà  far  astrazione 
da  questa  traiettoria , e considerare  il  mobile  come  un  punto 
materiale  libero  . Così  il  prohlema  attuale  si  riduce  al  prece- 
dente , e per  trovare  1’  equazione  del  moto  non  importerà  co- 
noscere la  resistenza  del  canale,  o della  traiettoria. 

3 76.  In  fatti  ritenute  le  denominazioni  del  n°.  335 , siano 
x ,y,  z le  coordinate  rettangolari , che  determinano  la  posizione 
del  mobile  ad  un  tempo  qualunque  t , e siano  X , Y , Z le 
forze  parallele  agli  assi  delle  x , y , s . Sia  in  oltre  N la  for- 
za normale, che  rappresenta  la  resistenza  della  traiettoria.  Chia- 
mando £ , e1 , e'1  gli  angoli , che  la  sua  direzione  fa  cogli  assi 
delle  x , y , z , le  sue  componenti  secondo  questi  assi  saran- 
no respettivamente  N cos.  e ; N cos.  s N cos.  e”  (i3q)  ; di 
modo  che  le  tre  equazioni  del  moto  saranno 

. dx 

d.  -7— 

— r~  — AT  -f-  iY  cos.  e; 


dt 


= F+  N cos.  e 


1 , 
» 


d. 


dz 

~dt 

— = Z -f  N cos. 


e“, 


ove  niun  differenziale  è costante  ; ma  se  prendasi  come  so- 
pra (335)  dt  per  costante,  avremo 
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X+NCOS.  £ y 
àr=Y+Ncos.  e’j 
d^  = Z+Ncos.  e". 


; 

( 


Moltiplicando  la  prima  di  queste  equazioni  per  dx , la  se- 
conda per  dy  , la  terza  per  dz , e sommandole  si  ricava 

d^±±ÙL±±ÌL‘  =xax+  nr+zd. 

— J— J?V  ( dx  cos.  t + dy  cos.  t'dfdz  cos.  e")...  00 
Ora  è facile  di  comprendere , che  dx  cos.  t -j- 
dy  cos.  e1  -f-  dz  cos.  e”  — o . 

In  fatti  essendo  ~ ; ~ i coseni  degli  angoli , che 

ds  ds  ds 

la  tangente  alla  curva  nel  punto,  in  cui  la  forza  N le  è normale 
fa  respcttivamcnte  cogli  assi  delle  x , y , z , facilmente  si  può 
dimostrare  , che  la  somma  dei  prodotti  di  questi  coseni  per  i 
«spettivi  coseni  degli  angoli , che  la  direzione  di  N fa  cogli 
assi  medesimi  è eguale  a zero . Ora  questi  ultimi  coseni  sono 
cos.  e ; cos.  e'  ; cos  e"  . Dunque  sommando  e moltiplicando 
per  ds,  avremo  dx  cos.  t~\-  dy  cos.  é •+  dz  cos.  e"=o. 

Dunque  la  precedente  equazione  (B)  si  riduce 
d?d'x+dyd'y+  dzd'z  __  Xdx-\.  Ydy+Zdz...(G)* 

E poiché  se  sia  ds  1’  elemento  dell’  arco  della  curva , 
dsPzizdX1-^- dy*dpdz% , differenziando  si  ricava 

dxd*x-\-  dy  d'y  -j-  dzd*z  —dsd‘s , sarà  ~J£T~  — 

Xdx  Ydy  Zdz  ; e quindi  dividendo  per  ds , 

é’i  = x r&- 4 4. 

dtx  ds  1 ds  ' ds 

Ora  facendo  su  questa  formula  le  osservazioni , che  sopra 
la  medesima  facemmo  al  n.  33g  ne  dedurremo  , che  il  secon- 
do coefficiente  differenziale  per  rapporto  al  tempo  dello  spazio 

d's 

s percorso  dal  mobile  , cioè  - esprime  la  forza  acccleratnce, 

a ttL 
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che  lo  anima  decomposta  secondo  la  tangente  3 e che  ciò  con- 
viene egualmente  al  caso  , in  cui  il  mobile  è libero , e a quel- 
lo , in  cui  è astretto  a muoversi  sopra  una  traiettoria  data  (375)  - 

377.  Se  la  formula  Xdx  Ydy  -j-  Zdz  è una  differenzia- 
le esatta  a tre  variabili  , di  cui  l’integrale  sia  f ( x,  y,  z ) 
come  sopra  (34 1 ) » 1’  equazione  C integrala  ci  darà  pure 

O. 

essendo  A una  costante  arbitraria,. 

E poiché  detta  V la  velocità 

dx'Jf  dy'df-  dz*  ds* 


dt' 


dt ' 


sarà  V1  zxzA  -J-  ( x , ^ , z ) . Dunque 

378.  i°.  Se  X — o , Y — o , Z — o , ovvero  se  il  mo- 
bile non  è sollecitato  da  alcuna  forza  acceleratricc  , siccome  sa- 
rà f ( xty,  z )~o,  cosi  avremo  V*  — A , cioè  il  valore  del- 
la velocità  del  mobile  sarà  costante:  che  è quanto  dire,  se  un 
mobile  si  muova  sopra  una  curva  data  , senza  essere  animato 
da  alcuna  forza  acceleratrice , conserverà  sempre  nel  suo  moto 
la  medesima  celerità  primitivamente  impressali  . 

379.  2°.  Se  le  forze  X , Y,  Z non  sono  nulle , la  ve- 
locità del  mobile  non  è più  costante,  ma  è indipendente  dal- 
la traiettoria , che  esso  è costretto  a percorrere  . 

In  fatti  chiamando  come  sopra  (34 1)  C la  celerità,  che  esso 
ha  in  un  istante  dato  , quando  le  coordinate  della  sua  posizio- 
ne sono  a , b , c , si  ricava  Y%  — C1  — 2 f x , y , z') 

— 2/C  « » b,c)  . 

Il  primo  membro  di  questa  equazione  esprime  1’  aumento 
della  velocità  , o sia  l’aumento  della  forza  viva  del  mobile,  la 
cui  massa—  1 , mentre  passa  da  un  punto  della  traiettoria  in 
un  altro . Il  secondo  membro  poi  fa  vedere,  che  questo  aumen- 
to dipende  solo  dalle  coordinate  delle  successive  posizioni  del 
mobile,  e dalla  forma  della  funzione  /,  che  è relativa  alla  na- 
tura delle  forze  sollecitanti  il  mobile,  e per  niente  dal]^  for- 
ma della  curva,  che  può  aver  descritto. 

Qualunque  sia  pertanto  la  curva , che  il  mobile  abbia  per- 
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corso  partendo  da  M ( Fig ■ 3i  ) per  giuguere  in  A , è certo 
clie  in  quest’  ultimo  punto  avrà  sempre  la  medesima  velocità . 
Questo  resultato  è analogo  a quello  , che  si  è ottenuto  sopra 
pel  caso , che  il  mobile  sia  libero  . 

38o.  3°.  Siccome  il  secondo  membro  dell’  equazione 
V*—  C*  = 2f(x,jr,  z)  — 2f(*a,b  , c ) è costante  tutte 
le  volte  che  si  trova  costante  la  funzioney  ( x , y , z ) ; così  , 
se  si  pone  questa  eguale  a una  costante  B , l’ equazione 
f \ x ,y  , z ~ R sarà  quella  di  una  superficie  , le  cui  coordina- 
te sono  x,y,  z,  ed  il  valore  — C*  sarà  costante  . 

Se  dunque  il  mobile  parte  dal  punto , che  ha  per  coordi- 
nate a , b , c con  una  data  velocità , e si  avanza  verso  la  su- 
perficie dell’  equazione  precedente , giunto  in  qualunque  punto 
di  questa  avrà  fatto  il  medesimo  guadagno  di  forza  viva,  o sia 
la  sua  velocità  sarà  sempre  la  medesima  indipendentemente  dal  * 
la  curva  , che  possa  aver  descritta. 

38i.  Parimente,  se  più  mobili  sottomessi  alle  medesime 
forze  acceleratrici  partano  da  un  medesimo  punto , le  cui  coor- 
dinate siano  a , b , c con  una  data  velocità  , e si  muovano  per 
curve  differenti , essi  avranno  tutti  la  medesima  velocità,  quando 
giungeranno  alla  superficie,  che  ha  per  equazione  / ( x,  y , z ) 
— B , essendo  B costante  j e questa  velocità  sarà  V — 

J/[  <7*  -J-  ìB  — , b , c)]  . Supponghiamo , per  es.  che 

tutti  questi  mobili  siano  animati  dalla  sola  forza  di  gravità,  che 
chiameremo  g.  Prendendo  l’asse  delle  s verticale  di  alto  in  bas- 
so, sarà  Z — g , c X ~ o;  F'—o.  L’ integrale  dunque  del 
trinomio  Xdx  -f-  Ydy  -j-  Zdz  , che  diventa  gdz  sarà  gz  , e 
avremo  per  l’equazione  della  superficie  considerata  gz  = B,  che 
è quella  di  un  piano  orizzontale.  Concluderemo  dunque  , che 
seprendansi  al  di  sopra  di  questo  piano  delle  curve  qualunque 
differenti,  i gravi,  che  partendo  da  un  medesimo  punto  colla  me- 
desima velocità  scorrono  su  queste  curve  avranno  pure  delle  ve- 
locità eguali  quando  arriveranno  al  dato  piano  orizzontale.  Que- 
sto risultato  ancora  è analogo  a quello  ottenuto  sopra  ( 2j3  ) . 

S8t*.  Volendo  ora  determinare  il  valore  di  N , riprendiamo 
le  tre  equazioni  fondamentali  A dal  n°.  375.  Si  moltiplichi  la 
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prima  per  cos.  e , la  seconda  per  cos.  e',  e la  terza  per  cos.  e". 

. . cos.  s d*x  4-  cos.  s’  d*y  -f-  cos.  £u  d*z 

e si  sommino  avremo 3 — — ; 

dt% 

— X cos.  i Y cos.  e'  4-  Z cos.  t"  + N[  essendo  cos.*  s-f- 
cos*.  e'  -J_  cos.*  £h  ~ 1 ] } e perciò 

— N — X cos.  £ -J-  Y cos.  e'  4.  cos.  e" 

cos.  £ d*x  4"  cos.  £*  4“  e os . e'1  </*z 

_ 

Siccome  jy  è la  resistenza  della  traiettoria  o del  canale  , per 
cui  scorre  '1  mobile  , questa  quantità  presa  negativamente , o sia 
■ — N rappresenterà  la  pressione  , che  il  mobile  medesimo  sotto- 
messo alle  forze  accelcratrici  esercita  sul  canale.  L’equazione 
precedente  adunque  ci  dori»  il  valore  di  questa  pressione.  Sia  il 
canale  anzi  che  di  doppia  curvatura , situato  sopra  un  piano  , e 
sia  dx  4-  mdy  ~ o la  sua  equazione  differenziale  prendendosi 
su  questo  piano  le  coordinate  x,  e y.  Allora  sarà  Z zxz  o',z  xzo, 
e"  =:  ioo°;  e jierciò 

,r  v Tjr  . cos.  ed*x cos.  e{  d*y 

— N = X cos.  e -l - Y cos.  e‘ ; — . 

1 dt1 

Le  due  equazioni  di  sopra  cos*.  £ 4~  cos*.  e'  4”  cos *■  E1'  — 1 j 


dx 

~ds 


COS.  E 4“ 


cos.  e’  -J-  cos ■ e"  =:  o (376)  diventano 


± -£  ■,  COS.  £•  = 


- .1  ,1  „ 1 dx  dx 

in  tal  caso  cos*.  é + cos*.  e’  = 1 j — cos.  £4  — cos  e'  — o- 

cis  sa 

Da  queste  equazioni  rilevasi  cos.  e — -4-  ; 

dx 

4-  jJ-  » essendo  ds  = |/( dx1  4-  dy*)  se  sia  s l’arco  della 

curva.  Si  mettono  i segni  doppj  a questi  coseni  , perchè  essi  son 
sempre  di  segno  diverso,  giacché  quando  una  coordinata  cresce, 
l’altra  scema . Nei  casi  particolari  poi  si  prenderanno  i segni  su- 
periori , o gl’inferiori  secondo  le  circostanze.  Noi  prenderemo  i 
superiori.  Dunque 

-, Xdy  — Ydx  _ dyd'x  — dxd*y 

ds  ds  dt » 


E poiché  = ^velocità  del  mobile,  avremo  dt*  — 


ds * 


dt 
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. , ».  Xdy  — Ydx  ,,  dxd'y — dyd'x 

ns  rfs3 

Ora  è noto , che  se  sia  i?  il  raggio  osculatore  della  curva  , si  ha 
ds% 

R — — — . — ; — • Dunque  sostituendo 

dxd'y  — dyd'x  1 

nr Xdy -Ydx  , V' 

ds  "r  R 

Conoscendo  adunque  l’ equazione  dx  _J_  mdy  rr  o della  curva 
descritta  dal  mobile,  e la  sua  velocità  in  un  punto  della  medesi- 
ma , si  avrà  la  quantità  della  pressione , che  vi  esercita  nel  suo 
moto. 

Per  determinarne  la  direzione , basterà  calcolare  gli  angoli 

e,  e1,  che  essa  fa  cogli  assi  delle  x , e delle  y , sapendosi , che 

dy  . dx 

cos.  e = ~ : cos.  e =z — . 

ds  ds 


Xdy Ydx 

383.  La  quantità  — - — - — — - , che  forma  la  prima  par- 

te del  valore  di  N esprime  evidentemente  la  risultante  delle  for- 
ze X,  e Y decomposte  secondo  la  direzione  di  essa.  Poiché  cs- 

dy 

sendo  X la  forza  parallela  all’  asse  delle  x ; ~ il  coseno  del- 
l’angolo, che  essa  fa  colla  direzione  di  N normale  alla  curva, 
dy 

X esprime  la  forza  X decomposta  secondo  questa  normale  ; 
Ydx 

e per  egual  ragione  — — - — - è la  forza  Y decomposta  secondo 


la  direzione  di  N. 


La  seconda  parte  del 


trifuga  del  mobile.  Si  rileva  dunque  da  questa  formula,  che  la 
pressione,  che  esercita  il  mobile  scorrendo  sulla  curva  è dovu- 
ta alle  forze  acceleratrici , che  agiscono  sopra  di  esso  , ed  alla 
forza  centrifuga,  che  esso  ha  in  ciascun  punto  della  curva  me- 
desima , come  avevamo  già  osservato.  « 

384-  Quando  dunque  un  mobile  sia  costretto  a percorrere 
una  cuna  , di  cui  P equazione  diflèrenziale  sia  dx  -q-  mdy  — o; 
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o 1’  equazione  finita  f ( x , r ) — o , si  sostituirà  nell'  equazio- 
ne di  sopra  Vx  — A a y ( x,  y')  siccome  la  curva  è sopra 

un  piano  si  suppone  a — o ) il  valore  di  x in  y , o di  y in  x 
per  ricavarne  il  valore  di  V , e in  seguito  si  sostituirà  questo 
valore  di  lr,  quel  di  dx, e di  dy  nel  precedente  valore  di  — N. 
Conosciuto  così  il  valore  di  N si  rimonterà  all’ equazioni  fonda- 
mentali  (376),  di  cui  le  prime  due  soltanto  saranno  in  tal  caso 
necessarie;  e così  dopo  le  integrazioni  opportune,  si  avrà  la  ve- 
locità del  mobile  nel  senso  di  ciascun  asse  x,  e y,  e d luogo,  in 
cui  trovasi  il  mobile  al  tempo  t. 

385.  Per  fare  un’  applicazione  di  questa  dottrina  cerchia- 
mo le  proprietà  del  moto  di  un  corpo  pesante  sulla  retta  AC 
( j Fig.  27  ) » che  faccia  coll’  orizzonte  l’ angolo  e.  Sia  C l’ ori- 
gine delle  coordinate , A il  punto , da  cui  parte  il  mobile. 
Avremo  X ~ o ",Y  — — g , giacchi-  la  gravità  agisce  nel  senso 
opposto  a CY.  L’equazione  della  retta  AC  sarà  y — x tang.l  ; 
perciò  dy  — dx  tang.  e ; dy  — o , prendendo  dx  per  co- 

^ X ■ •.  — — ■ sen.  g.  Essendo  pertanto  Vx  ~ 


stante; 


ds  ~ COS-  6 5 ds 


A 5/(r  , y ) , e in  questo  caso  f ( x , y')  ~ f — gdy 

— — gy,  risulterà  Vx  “ A — ■ igy.  Se  si  pone  RA  — K,  do- 
vrà esser  Tr  — of  quando  y — K . Dunque  A — e so- 

stituendo, Vx  — ig  ( K — Siccome  R — 

ds*  , , , „ 

- — ; } — r — : e dy  — o ; d2x  — o , sarà  R — co,  e perciò 

dxdy — dydxx  ’ J ’ 

. yclx 

la  forza  centrifuga  = o.  Dunque  si  avrà  — N — r — 

— — y cos.  t — g cos.  e , come  già  si  sapeva  ( 27 1 ) . 

385.  Riprese  le  prime  due  equazioni  fondamentali  (376  ) 
in  cui  niun  differenziale  è supposto  costante,  bisognerà  per  adat- 
tarle al  caso  nostro  farvi  Af  — o;  Y — — g‘,  N — — g cos,  e ; 
e barattarvi  cos.  t in  sen.  e 
que  diverranno 


c cos.  £*  in  — cos.  £.  Esse  dun- 


dx 

li 

dy  _ 

IT 


— — g sen  ■ £ cos.  £ dt  ; 


d — =r  — gdt  g cos *.  £ dt  — — g sen2.  e dt. 
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Una  prima  integrazione  ci  da 


(M) 


dx  . 

-j~  — A — g cos.  e sen.  e . t 


* ax 
\ ~dt  ~ 

( di  ~ 


— B — g sen*.  e ■ t , 


essendo  A , e B due  costanti  arbitrarie,  cioè  le  velocità  nel  sen- 
so degli  assi. 

Da  una  seconda  integrazione  si  ricava 

f x ~ C At  — '/*  g COSt  * sen-  i 

1 y — D Bt  — '/*  g seri*.  < t* , 

essendo  C , e D due  nuove  costanti  arbitrarie  , cioè  gli  spazj 
percorsi  nel  sènso  degli  assi  delle  x , e delle  y. 

Lo  spazio  percorso  realmente  dal  mobile  sulla  linea  AC  si 

ricaverà  dall’  osservare,  che  essendo  ~A~  le  sue  velocità  nel 

dt  dt 

senso  degli  assi  delle  x,  e delle  y,  la  velocità  nel  senso  A C sarà 


ds 


dx 


dt 


dy 


c°s. 1 -f-  -j-  sen.  g.  Nella  qual  fonnula  mettendo  i 


dt 


ds 


valori  dati  dalle  equazioni  (M),  si  ha  — = A cos.  t -f  B sen.  i 

& se/t.  £ . t ( cos*.  £ -J-  sen*.  e).  E poiché  cos1.  £ -|-  sen1.  t 
xx  i , se  si  faccia  A cos.  e -f*  B sen.  e — E avremo  la  velocità 
ricercata  espressa  per  la  formula 
ds 

_ — E — g sen.  t t.  Dunque  integrando  s xx  F Et  — 

’A  8 sen-  1 **»  se  s>  denoti  per  s lo  spazio  percorso  nel  senso 
AC , ed  F sia  una  costante  arbitraria. 

Essendo  A il  punto  di  partenza  del  mobile,  relativamente  al 
quale  y xx  K,  se  si  suppone,  ^ie  dal  medesimo  si  contino  gli 

spazj,  bisognerà,  che  sian  contemporaneamente  t ~o;  o j. 


cos.  t 
sen.  t 


dy  ds 

~jt  — °5  — o j y xx  K , e perciò  x xx  K 

Facendo  dunque  queste  sostituzioni  ne’ valori  trovati  di 
dx  dy 

x *y  > e s si  ricaverà  A xx  o } B xx  o; 
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COS.  ( 

C = K : D — K,E 

son.  ( 

F — o ; e perciò  avremo 
dx 

-yr  — — : g cos.  t sen.  t t ; 
dt 


dr 

dt 


g sen* . 1 1; 


a 5!» 


sen . i 

y —K  — «/»  g sen ».  i t 
ds  • 

~dt  S Sen'  1 1 ’ 
s = — */»  g sen.  t I*. 

Se  le  ascisse  si  confano  dal  punto  B verso  C , allora  lo  spa- 
zio percorso  nel  senso  di  queste  sarà  1 f%  g cos.  t sen.  tf’j  la 
velocità  g.  cos.  « sen.  « f,  quella  nel  senso  di  AC  è g sen.  t f; 
e lo  spazio  realmente  percorso  in  questo  seuso  '/»  g sen.  i f1  j lo 
che  già  si  sapeva  (371). 

Decomponendo  la  forza  di  gravità  in  una  normale  alla  linea 
AC  , ed  in  una  parallela  alla  medesima,  potrebbe  dedursi  dalla 
considerazione  precedente  tutto  quello  , che  interessa  il  moto 
dei  gravi  pei  piani  inclinati.  Ma  siccome  1*  abbiamo  esposto  al* 
trove,  non  ci  tratterremo  ulteriormente  su  quest’articolo. 


'A 


» cos.  t sen.  1 t*; 


CAPITOLO  XVII. 

Della  comunicazione  del  moto , e delV  urto  dei  corpi. 

387.  Le  particelle,  di  cui  son  composti  i corpi  so- 
lidi sogliono  per  ordinario , mentre  essi  si  van  for- 
mando, collocarsi  in  certe  posizioni  regolari , che  co- 
stituiscono ciò , che  si  dice  Cristallizazione . Ma  que- 
ste regolari  posizioni  delle  parti  non  sono , general- 
mente parlando , necessarie  perchè  i corpi  prendano 
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e mantengano  la  loro  solidità  . Si  consolidano  i corpi 
anche  senza  cristallizzarsi  ; e in  molti  consolidati  che 
siano  o per  cristallizzazione,  o altrimenti  può  senza, 
che  se  ne  distrugga  lo  stato  di  solidità,  cangiarsi  la  di- 
sposizione delle  loro  parti , in  guisa  , che  essi  prenda- 
no e proprietà  , e configurazioni  diverse.  Così  spes- 
so vediamo,  che  dei  pezzi  di  metalli,  o d’altri  corpi  fa- 
cilmente ri  assottigliano  in  lamine , si  stirano  in  fili,  si 
rotondano  in  vasi , o si  conformano  altrimenti  . Ma  m 
tutti  questi  casi  phr  obbligare  le  parti  dei  corpi  a va- 
riar sito  è necessaria  l’ applicazione  d’una  forza  estrin- 
seca ; e 1’  esperienza  dimostra,  che  Y azione  di  questa 
forza  onde  produrre  un  effetto  stabile,  e permanente 
dee  per  ogni  sostanza , e per  ogni  stato  d’ una  sostan- 
za oltrepassare  un  limite  determinato  . Se  la  forza  non 
oltrepassa  questo  limite , la  particella  , su  cui  ella  agi- 
sce non  cangia  permanentemente  la  sua  posizione  : so- 
lo se  ne  allontana  un  poco  per  fin  che  dura  l’azione 
jSopra  di  essa;  ma  tosto,  che  questa  cessa  , ella  ritorna 
alla  sua  posizione  primitiva  dopo  una  più  o men  nu- 
merosa serie  di  oscillazioni. 

Questa  proprietà , che  hanno  le  particelle  dei  cor- 
pi di  ritornar  così  alla  loro  situazione,  tosto  che  cessa 
1’  azione  della  forza , che  ne  le  aveva  alquanto  allon- 
tanate, costituisce  ciò,  che  si  dice  Elasticità . L’ela- 
sticità è perfetta,  se  le  parti  allontanate  dalla  loro  na- 
turai posizione  vi  ritornano  precisamente,  e non  pren- 
dono nuove  adesioni . Ciò  si  osserva  per  es.  in  una  la- 
mina di  vetro  curvata  quanto  si  può  senza  romperla 
Hanno  imperfetta  elasticità  quei  corpi , le  cui  parti 
non  son  ricondotte  precisamente  dalle  loro  oscillazio- 
ni alle  posizioni  primitive.  Tale  sarebbe  una  lamina  di 
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ferro  , che  essendo  alquanto  piegata  non  si  addirizza 
perfettamente.  Finalmente  l’elasticità  è nulla,  o in- 
sensibile, se  le  parti  rimosse  dal  loro  sito  non  fanno 
alcuno  sforzo  per  ritornarvi . Così  nulla  è 1’  elasticità 
d’una  lamina  di  piombo,  che  comunque  incurvata  con- 
serva la  sua  curvatura.  I corpi  di  quest’ultimo  gene- 
re diconsi  molli',  direbbonsi  duri  i corpi,  che  non 
soffrissero,  che  le  parti  ne  fossero  smosse  dalla  loro 
situazione. 

Del  resto  l’ elasticità  è ben  diversa  , e vuoisi  perciò 
distinguere  dalla  coesione.  Questa  è la  forza  assoluta, 
con  cui  le  parti  dei  corpi  stanno  aderenti  l’ una  all’  al- 
tra (4^) ; mentre  l’ elasticità  non  è,  che  la  tendenza, 
che  esse  hanno  in  certi  casi  a ritornare  alla  posizione 
primitiva,  quando  un  impulso  estraneo,  e passeggierò 
le  ne  ha  rimosse  per  uno  spazio  piccolissimo , e mino- 
re di  quella  distanza  , a cui  la  loro  special  figura  le  a- 
vrebbe  condotte  a prendere  nuove  stabili  adesioni . 

Questa  elasticità  esiste  non  solo  nei  metalli,  ma  in 
tutti  i corpi  della  natura,  quando  sono  ridotti  a fibre 
tenuissime . I sottilissimi  fili , che  escono  dal  corpo 
dei  bachi  da  seta , e anche  dei  ragni  sono  elastici  ; e la 
loro  elasticità  si  rende  ben  sensibile  riunendone  in- 
sieme un  gran  numero . 

388.  Ora  in  tre  maniere  specialmente  può  una  forza 
disturbare  dalla  loro  posizione  le  particelle  d’un  corpo, 
cioè  torcendole,  stirandole,  urtandole.  Se  dopo  di  aver 
fermata  a un  punto  fisso  l’estremità  di  un  filo  o di 
metallo,  o di  seta , o di  lino,  o d’ altro  bastantemente 
disteso  dal  peso  d’ un  corpo  per  es.  di  un  cilindretto 
appeso  all’altra  estremità  , si  torca  alcun  poco  questo 
filo  facendo  rotare  orizzontalmente  il  cilindretto  , e 
T.  I.  18 
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quindi  si  lasci  ; le  parti  rimosse  per  mezzo  della  tor- 
sione dal  loro  sito,  per  la  loro  elasticità  vi  si  restitui- 
scono precisamente  dopo  un  certo  numero  di  oscilla- 
zioni , che  si  rendono  molto  sensibili  nel  cilindretto. 
L’ angolo,  che  torcendosi  il  filo,  le  varie  sue  parti,  e il 
cilindretto  vengono  a fare  colla  loro*  primitiva  posizio- 
ne dicesi  angolo  di  torsione  . La  reazione  della  tor- 
sione, o sia  la  forza  dell’elasticità,  con  cui  le  parti  ri- 
mosse per  mezzo  della  torsione  dal  loro  sito  tendono 
a ritornarvi  è proporzionale  all’angolo  di  torsione.  Lo 
han  dimostrato  decisivamente  le  sperienze  e di  ’s  Gra- 
vesande ,e  del  Coulomb,  di  cui  può  vedersi  un  esatto 
ragguaglio  anche  nel  Trattato  di  Fisica  del  Biot  (T.u 

L.  i . chav  *3  ).  .... 

Degli  effetti  della  elasticità  dei  corpi  stirati  parle- 
remo in  altro  luogo  ; e in  questo  capitolo , che  desti- 
niamo alla  considerazione  della  comunicazion  del  mo- 
to, prenderemo  in  esame  l’elasticità,  che  si  manifesta 

nell’urto. 

38q.  La  comunicazione  del  moto  si  fa  con  leggi  di- 
verse, secondo  che  diversa  è la  qualità  dei  corpi , che 
si  urtano , e diversa  la  direzione,  o la  linea  del  loro 

moto  nell’  atto  dell’  urto  . 

I corpi  molli  nell’  urto  cangiano  facilissimamen- 
te, e stabilmente  figura;  i duri  non  la  cangiano  in  mo- 
do alcuno . Gli  elastici  poi  cangiano  sì  la  lor  figura, 
ma  la  riprendono  immediatamente  in  virtù  della  loro 
elasticità  . Ora  questi  corpi  nel  riprendere  la  loro  fi- 
gura sviluppano  una  forza  , che  non  si  sviluppa  dai 
molli,  e da’ duri.  Ciò  costituisce  la  differenza  nelle  qua- 
lità de’ corpi , che  si  urtano  , che  deesiquì  considerare 
particolarmente. 
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La  linea , o direzione  del  moto  di  un  corpo , che 
ne  urta  ug  altro  può  esser  diretta  , e obliqua  ; cen- 
trale , ed  eccentrica . Se  i centri  di  gravità  dei  due  cor- 
pi si  muovono  sulla  medesima  retta  normale  al  piano 
tangente  dei  due  corpi  nel  punto  di  contatto , 1’  urto 
è diretto , e centrale.  Se  la  direzione  del  moto  di  un 
corpo  è normale  al  detto  piano  tangente,  ma  non  pas- 
sa pel  centro  di  gravità  dell’ altro  corpo,  l’urto  è di- 
retto , ma  eccentrico  . Se  la  direzione  è obliqua  al  pia- 
no tangente  , V urto  è oblùfuo  . 

Noi  considereremo  primieramente  1’  urto  diretto  , 
e centrale.  Supponglviamo  in  questa  considerazione, 
eh  e i corpi,  elle  s’incontrano  siano  sferici,  ed  omo- 
genei . 

390.  Vengano  ad  urtarsi  due  corpi  molli  A , a, 
che  si  muovono  nello  stesso  senso,  A con  maggiore, 
a con  minore  celerità . Il  primo  effetto , che  si  produ- 
ce dall’  urto  è una  scambievole  compressione  de*  due 
corpi,  compressione,  che  è maggiore,  o minore,  se- 
condo che  sono  più , o meno  molli , e secondo  che 
maggiore,  o minore  è la  differenza  delle  celerità.  Que- 
sta compressione  continua  , finché  le  due  celerità 
si  siano  rese  eguali  ; lo  che  si  fa  in  un  tempo  mag- 
giore , o minore  , secondo  che  i corpi  sono  più  o 
meno  compressibili  , o secondo  che  meno  , o più  si 
accostano  a una  perfetta  durezza . Per  quanto  duri  sia- 
no i corpi,  che  esistono  ih  natura,  essihan  sempre  un 
qualche  grado  di  compressibilità , e convien  sempre 
supporre,  che  urtandosi  si  comprìmano  per  un  tempo 
più,  o meno  lungo , che  può  ridursi  sommamente  pic- 
colo pei  corpi  men  compressibili.  Così  nell’urto  la  ce- 
lerità di  A si  diminuisce,  si  accresce  quella  di<z,fìn- 
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chè  entrambe  divengano  eguali.  Allora  i due  mobili 
cessano  di  agire  l’uno  sull’altro,  conservai»*  la  figura, 
cbe  ban  presa  per  la  compressione , e continuano  a 
muoversi  con  una  velocità  comune , come  se  non  for- 
massero , cbe  un  corpo  solo . 

‘ Ciò  cbe  abbiamo  detto  dei  corpi , che  si  muovono 
avanti  l’urto  nel  senso  stesso,  ha  luogo  ancora  quan- 
do si  muovono  in  senso  opposto  . In  tal  caso  resta  di- 
strutta nell’  urto  la  celerità  dell’uno  de’corpi , e dimi- 
nuita quella  dell’  altro  ; e T due  corpi  si  muovono  do- 
po l’ urto  con  una  celerità  comune  eguale  al  residuo 
della  celerità  del  secondo  . 

Noi  supponghiamo  per  ora  , cbe  qualunque  sia  la 
natura  dei  corpi , che  si  urtano  la  comunicazione  del 
moto  si  faccia  in  un  istante,  cioè  in  tempo  sì  breve  da 
non  potersi  calcolare  . 

Abbiamo  trovato  in  altro  luogo  (193),  che  la  ve- 
locità comune,  che  prendono  due  corpi  molli , o duri 
urtandosi  mentre  si  muovono  nello  stesso  senso,  o in 
senso  opposto  è espressa  per  la  formula 

x = mC  , denotando  M , m le  masse,  C , c le 

M -f  m 

celerità  dei  corpi  A , a avanti  1’  urto. 

Deducesi  da  questa  formula  , che 

3qi.  i°.  Se  M = m ; .r  = ’/,  ( C + c ) . 

eCyr,  C ( M ^ m ) 

2°.  bc  6 = — c;  x = — — jl ' -,  e il  moto 

M m 

si  farà  nel  senso,  in  cui  si  movea  il  corpo  maggiore 
avanti  l’urto. 


3°.  Se  dalla  celerità  C si  tolga  la  celerità  comune 


dopo  V urto,  e il  resto  si  moltiplichi  per  M,  avremo, 

M.  “ti71?  quantità  di  moto  perduto  dal  corpo  A 
M+m  l 
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nell’urto  . Parimente  se  dalla  celerità  comune  do- 
po l’urto  si  tolga  la  celerità  -p  c,  che  il  corpo  a ave- 
va •prima  dell’  urto,  e il  resto  si  moltiplichi  per 

. . A/  (mC  + mc)  . . ,. 

m , si  avrà - - quantità  di  moto  a- 

M -{-  rn 

cquistata  nell’  urto  dal  corpo  a . Dunque  tanto  moto 
perde  1’  urtante  , quanto  ne  acquista  1’  urtato , e per 
conseguenza  la  somma , o la  differenza  dei  moti  avan- 
ti , e dopo  l’urto  è la  mQdesima  . 

3g2.  Noi  abbiamo  supposto  l’urto  istantaneo,  e 
quindi  1’  espressioni  finite,  che  in  tale  ipotesi  abbiamo 
ottenute  dimostrano,  che  la  forza  motrice  istantanea, 
qual  è T urto , o la  percossa,  può  in  un  istante,  pro- 
durre una  celerità  finita.  Or  siccome  la  forza  continua 
in  un  istante,  o tempo  infinitesimo  non  produce,  che 
una  celerità  infinitesima  ( giacché  altrimenti  in  un 


tempo  finito  la  produrrebbe  infinita  ) ; così  l’effetto  i- 
stantaneo  di  essasi  riguarda  come  infinitamente  • mi- 


nore dell!effetto  della  forza  istantanea.  La  pressione  è 
del  genere  delle  forze  continue , e perciò  ella  produce 
un  effetto  sommamente  minore  della  percossa.  Io  non 
deciderò  se  la  pressione  sia  realmente  infinitamente 


meno  energica  , che  la  percossa , trovandosi  accenna- 
ti dal  Prony  ( Arch.  tìidr.  T.i.  pag.  209  ),  e dal  Pe- 
ronnet  ( Memoire  sur  le s pieu.ret  les  pilolis')  dei  fatti 
da  quali  par,  che  possa  dedursi,  che  la  pressione  tal- 
volta fa  equilibrio,  talvolta  produce  anche  un  effetto 
maggiore  della  percossa  -,  niuno  può  negare  per  altro, 
che  generalmente  parlando  la  percossa  sia  capace  di 
produrre  effetti  di  gran  lunga  maggiori  di  quelli  pro- 
dotti dalla  pressione  . 

3y3.  Ma  comunque  ciò  sia,  se  l’urto  fosse  continuato,  e 
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conseguentemente  il  corpo  urtante  non  potesse  in  un  istante  co- 
municare, che  una  velocità  infinitesima,  la  quale  divenisse  poi 
finita  dopo  una  serie  infinita  d’istanti  , cioè  in  un  tempo  finito  , 
si  applicherebbe  alle  istantanee  variazioni  di  celerità  dC  , de  ciò, 
che  abbiamo  detto  delle  celerità  finite  C , cj  ed  avremmo  sosti- 
tuendo ydt  ; 9'  dt  in  luogo  di  dC , e ile 
(jfl  + fflB1)  , , - 

dx= — ,/-$rL'*t9,-93' > 

Per  lo  , che  quando  due  corpi  duri , o molli  si  saranno  ur- 
tati colle  celerità  C,  c,  la  loro  velocità  comune  in  qualunque  dei 
tempi  consecutivi  si  troverà  integrando  questa  formula  . 

394.  Ciò  che  abbiamo  detto  fin  qui  relativamente 
ai  corpi  molli , o duri , che  si  urtano  , e si  comunica- 
no il  moto  immediatamente  può  applicarsi  a quei  cor- 
pi , i quali  per  mezzo  dì  fili , o verghe  inflessibili  agi- 
scono gli  uni  sugli  altri  per  strascinarsi  vicendevol- 
mente, se  la  tensione  del  filo,  o la  inflesibilità  della 
verga  fa,  che  un  corpo  segua  l’altro  con  una  velocità 
comune  . Le  formule  dunque , che  abbiamo  trovate 
per  i corpi  liberi  si  adattano  ancora  ai  corpi  uniti  con 
verghe,  o fili  ; colla  differenza , che  in  tal  caso  vuoisi 
far  uso  solamente  del  segno  positivo  nèi  termini , che 
contengono  la  celerità  c. 

395.  Ciò  basti  per  l’urto  diretto,  e centrale  dei 
corpi  duri,  e molli,  e passiamo  a parlare  degli  elasti- 
ci . Pertanto  convien  rammentarsi,  che  i corpi  elasti- 
ci nell’urto  si  comprimono  reciprocamente,  finché 
siano  ridotti  ad  una  velocità  eguale,  e quindi  si  resti- 
tuiscono alla  loro  primiera  figura.  Si  suole  addurre 
in  conferma  di  ciò  un’  esperienza  del  Mariotte , il  qua- 
le facendo  cadere  sopra  un  piano  di  acciaio  smaltato 
leggermente  di  sego  una  sfera  di  avorio,  osservò,  che 
formava  sul  sego  una  tale  impronta , che  non  avreb- 
be potuto  formare,  se  non  si  fosse  compressa , giacché 
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una  sfera  non  tocca  un  piano,  che  in  un  punto.  Ta- 
luno ha  preteso , che  questa  impronta  venga  in  gran 
parte  dall’ azione  dell’ aria,  che  è rispinta  dalla  sfera 
(Beudant  Essai  d’uri  cours  de s Sciences  pliysiques 
pag.  6i4  );ma  quand’anche  si  accordi,  che  l’aria  con- 
corra a produrre  detta  impronta  ( lo  che  non  è forse 
da  accordarsi  ) non  si  può  negare,  che  per  la  massi- 
ma parte  ella  venga  dalla  compressione  della  sfera  . 

Due  stati  pertanto  si  debbono  considerare  nei  cor- 
pi elastici,  che  si  urtano  , lo  stato  di  compressione,  e 
lo  stato  di  restituzione  alla  primiera  figura.  Nello  sta- 
to di  compressione  i corpi  elastici  possono  riguardar- 
si come  molli . La  differenza  tra  questi , e quelli  si 
mostra  solo  nello  stato  di  restituzione  o di  risalto , 
giacché  vien  questo  prodotto  da  una  nuova  forza,  che 
si  sviluppa  nell’urto.  Perciò  mentre  nell’urto  dei  cor- 
pi molli  si  dee  considerare  una  sola  forza,  due  deb- 
bono considerarsene  nell’urto  degli  elastici , vale  a di- 
re, la  forza  primitiva,  o comprimente , e la  forza  di  ri- 
salto. Questa  seconda  forza  è precisamente  eguale  alla 
prima  , perchè  distrugge  precisamente  l’effetto  da  essa 
prodotto,  cioè  riconduce  i corpi  alla  primiera  figura,  e 
nel  ricondurveli  restituisce  loro  in  senso  contrario,  e 
pe’  medesimi  gradi  la  celerità,  che  han  perduta  nella 
compressione.  Ciò  per  altro*  vuoisi  intendere  dei  cor- 
pi perfettamente  elastici,  di  quelli  cioè,  in  cui  la  for- 
za di  risalto  eguaglia  precisamente  la  forza  compri- 
mente . Ma  siccome  non  in  tutti  i corpi  elastici  esiste 
questa  perfetta  eguaglianza  di  forze,  cosi  volendo  con- 
siderar generalmente  ciò,  che  appartiene  all’urto  di 
tal  classe  di  corpi , supporremo,  che  la  forza  compri- 
mente sia  alla  forza  di  risalto,  cioè  all’elasticità,  come 
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i:n;  talché  sia  un  corpo  perfettamente  elastico  quan- 
do n = t . 

396.  Pertanto  i corpi  elastici  A ,a,  le  cui  masse 
sono  M , m ; C , c le  celerità , vengano  ad  urtarsi . Egli 
è chiaro , che  la  forza  , per  cui  i due  corpi  si  compri- 
mono nell’  urto  è eguale  all’  azione  del  corpo  A contro 
a , o sia  alla  forza , o quantità  di  moto,  che  perde  A 
urtando  a . Perciò  la  forza  comprimente  di  questi  cor- 
pi sarà  C ~^~-,nC. _).  (391).  Ma  questa  forza  sta 

M -f  m 

alla  forza  elastica  come  1 : n . Avremo  dunque  1 : n II 
M ( mC+mc  ) . C 

M \ m 


forza  elastica. 


M -j-  m 

o quantità  di  moto  generata  dall’  elasticità . Ora  que- 
sta quantità  di  moto  opponendosi  al  moto  primitivo 
di  A , che  ha  già  perduta  la  porzion  di  moto  espressa 

per  M ^rrl^i  ~y.  mc  ) f produce  nel  medesimo  una 
M -f  m 

nuova  corrispondente  perdita . Dunque  il  moto  totale 

, ,,  V v ( 1+n)  M(mC -\-rnc')  . 

perduto  dal  corpo  A sarà ~M~\m ’ 

e dividendo  per  M questa  espressione  , si  avrà  la  tota- 
le velocità  perduta  dal  medesimo.  Per  lo  contrario  il 
corpo  a acquista  nella  compressione  la  quantità  di 

moto  m ^ e per  la  elasticità  la  quantità 

M -f  m * 

nm  . Dunque  la  total  quantità  di  mo- 

M -j-  m 1 

lo  da  esso  acquistata  sarà 

m SJLC.  ±M<0- , e la  velocità 

.m  M+m  T M + m ' 

sarà  data  da  questa  formula  divida  per  m . Quindi 
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3g^.  ie.  Dalla  celerità  primitiva  di  A togliendo 
la  ceìerità  perduta  nell’  urto , avremo 
r -,  si  t 1 t n][mC  + m c ] __ 

l'iC  ~ M -f  m_ 

AIC  ±mc  — n_[  m <L±™}_yeloc[ùif  che  rimane 
M -f  m 

al  corpo  A dopo  l’urto. 

3g8.  s°.  Se  poi  alla  velocità  primitiva  di  a si  ag- 
giunga la  velocità  da  esso  acquistata  nell’urto,  avremo 
r -|  L 1 + w ] [ MC  Me  ] • 

- K<L±. ™_+_"  L^f-±-EcA  velocità  del  cor- 
“ M \m 

po  a dopo  1’  urto . 

3°.  Se  la  elasticità  sia  perfetta  si  sostituirà  i ad  n 
nelle  trovate  formule  ; e in  questa  ipotesi 

399.  4°.  Se  M — m,  avremo 

MC  — rnC  -+•  irne  . • v 

= 4-  c;  e panmente  si  avra 

M'- j-  ni  — ’ F 

= C . Dunque  due  corpi  per- 
ii/ -f  m 

fettamente  elastici,  ed  eguali  urtandosi  barattano  vi- 
cendevolmente le  proprie  velocità  ; onde  se  vengano 
ad  incontrarsi  per  parti  opposte,  rimbalzeranno  colle 
'velocità  permutate,  acquistandosi  in  tal  caso  dal  corpo 
A la  velocità  — c , e dal  corpo  a la  velocità  -f-  C . 

400.  5°.  Se  sia  c — oM—  m,  sarà  la  celerità  di 

-,  ,,  MC  ' TTlC  ,1 

A dopo  l urto  — — = o ; e quella  di  a 
1 M -f-  m 

2 ~ = C\  cioè,  se  essendo  A — a , sia  a in 

M m 

quiete,  A perderà  nell’urto  tutta  la  sua  velocità,  e a 
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si  muoverà  colla  velocità  di  A . E se  molti  corpi  egua- 
li , per  es.  molte  sfere  d’avorio  fossero  in  quiete  l’ una 
presso  l’ altra , ed  una  sfera  eguale  venisse  ad  urtare 
questa  serie,  dovrebbero  tutte  restare  in  quiete  ad  ec- 
cezione dell’ultima,  che  si  moverebbe  colla  velocità 
della  sfera , che  ha  urtata  la  serie , poiché  ogni  sfera  , 
fuori , die  T ultima , comunica  alla  seguente  , e cosi 
viene  a perdere  la  qelerità  ricevuta  dall’  antecedente  . 
E per  la  stessa  ragione  se  due  sfere  eguali  urtassero 
consecutivamente  la»  serie , le  sole  due  ultime  si  inno- 
verebbero colle  velocità  delle  urtanti . 


4oi.  6°.  La  quantità  del  molo  di  due  corpi  perfet- 
tamente elastici  Ay  a , che  si  urtano  è eguale  avanti, 
e dopo  l’urto.  In  fatti  avanti  l’urto  è MC  + toc.  Ora 
se  le  formule  dei  nn.  397 , 398  si  moltiplichino  la  pri- 
ma per  M , la  seconda  per  m dopo  averci  fatto  n ~ 1, 
avremo  le  quantità  di  moto  del  corpo  urtante,  e del- 
l’urtato  dopo  l’urto.  Sommando  queste  formule,  e ri- 
ducendo , troveremo  la  somma  dei  moti  dopo  l’urto 
espressa  per  MC  + toc  , come  avanti  l’ urto  . 

4oa.  70.  La  somma  dei  prodotti  delle  masse  di  due 
corpi  elastici  nei  quadrati  delle  loro  respettive  cele- 
• rità  avanti  1’  urto  è eguale  alla  somma  dei  prodotti  dei 
quadrati  delle  celerità  nelle  stesse  masse  dopo  l’ ur- 
to. In  fatti  la  somma  dei  prodotti  delle  masse  nei  qua- 
drati delle  celerità  avanti  V urto  è MC * -f  me* , e la 
somma  dei  prodotti  delle  stesse  masse  nei  quadrati 


delle  celerità  dopo  l’ urto  [398]  si  trova 

+ = MC  + me-,  come 

[ M-fm  J* 


avanti  l’urto.  Ora  il  prodotto  del  quadrato  della  ce- 
lerità nella  massa  rappresenta  ciò  , che  dicesi  forza 
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vìva.  Dunque  la  quantità  delle  forze  vive  nell’  urto 
dei  corpi  perfettamente  elastici  si  conserva  qual’ era  a- 
vanti  l’urto.  In  ciò  principalmente  consiste  il  principio 
della  conservazione  delle  forze  vive,  clie  immaginato 
dall’  IJgenio  divenne  poi  tra  le  mani  dei  Bernoulli  fe- 
condissimo d’applicazioni  alla  Dinamica,  ed  alla  Idro- 
dinamica . 

4o3.  I risultati,  clie  sì  sono  ottenuti  nell’ipotesi, 
ciré  i corpi , che  si  urtano  si  muovano  in  linea  retta , 
si  avrebbero  precisamente  eguali  anche  nel  caso  , che 
si  muovessero  per  la  circonferenza  di  un  medesimo 
cerchio.  Ciò  somministra  il  mezzo  di  verificare  coll’  e- 
sperienza  le  indicazioni  della  teorica,  e del  calcolo.  Si 
sospendano  per  mezzo  di  fili  bastantemente  lunghi  due 
o più  sfere  molli,  o elastiche  d’eguale,  oinegual  diame- 
tro a un  punto  fisso  come  tanti  pendoli;  e quindi  al- 
lontanandole più  o meno  dalla  verticale  in  un  mede- 
simo piano  si  lasciu  cadere  contemporaneamente  in 
guisa,  che  debbano  incontrarsi  nel  punto  più  basso 
del  loro  corso;  e si  misuri  l’altezza  , cui  dopo  l’urto 
salgono  dall’ altra  parte  della  verticale.  Conosciute 
queste  altezze , la  dottrina  del  moto  dei  pendoli  darà 
la  celerità  di  proiezione,  che  esse  esigono;  come  pure 
dalla  distanza  angolare,  a cui  sono  le  sfere  nel  momen- 
to, che  si  lasciano,  si  dedurrà  la  celerit^ particolare  di 
ognuna  nel  punto. più  basso  del  loro  corso,  onell’i- 
stanle  dell’  urto.  Queste  altezze  si  misurano  per  mez- 
zo di  una  divisione  circolare  parallela  al  piano,  in  cui 
le  sfere  si  muovono.  Potranno  vedersi  nei  Corsi  di  Fi- 
sica sperimentale  i resultati  delle  sperienze  così  ese- 
guite, e si  troveranno  corrispondenti  a quelli,  che  ab- 
biamo ottenuti  dal  calcolo . 
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4o4.  Prima  che  lasciamo  di  parlare  dell’urto,  o 
percossa  centrale  dobbiamo  notare,  che  come  nel  cen- 
tro di  gravità  di  un  corpo  vengono  ad  agire  colla  lo- 
ro risultante  le  forze  parallele  di  gravità  di  tutte  le 
sue  particelle  5 così  generalmente  le  forze  parallele  im- 
presse a tutte  le  particelle  d’ un  corpo  proporzional- 
mente alla  loro  massa  verranno  ad  agire  colla  loro 
risultante  nel  centro  di  gravità.  Si  avrà  dunque  l’istes- 
so  effetto,  sia  che  queste  forze  vengano  impresse  alle 
singole  parti , sia  che  s’imprima  al  centro  di  gravità 
una  forza  eguale  alla  somma  di  tutte , e con  direzione 
parallela  alle  loro  direzioni.  Quindi 

i°.  Un  corpo  urtato  acquisterà  la  medesima  quan- 
tità di  moto,  o forza,  sia  che  a tutte  le  sue  particelle 
venga  impressa  una  celerità  eguale,  e conseguente- 
mente una  forza  proporzionale  alle  masse  loro  respet- 
tive  ; sia  che  la  velocità  stessa  venga  impressa  al  cen- 
tro di  gravità.  E viceversa  un  corpo  urtante  trasfon- 
derà egualmente  nell’ urtato,  e perderà  per  conseguen- 
za la  stessa  forza,  o quantità  di  moto,  o sia  che  le  par- 
li del  primo  urtino  egualmente  le  corrispondenti  par- 
ti del  secondo,  o sia  che  il  centro  di  gravità  del  pri- 
mo urti  con  qualche  strumento  il  centro  di  gravità 
del  secondo. 

Se  si  applichi  al  centro  di  gravità  di  un  corpo 
una  forza  qualunque,  tutte  le  parti  eguali  del  corpo 
saranno  egualmente  affette  da  questa  forza,  e si  move- 
ranno con  cgual  celerità,  che  sarà  espressa  per  il  quo- 
ziente della  forza  divisa  per  la  massa  totale  del  cor- 
po (74)- 

E siccome  qualunque  numero  di  forze  comunque 
applicate  a un  punto  può  sempre  ridursi  a una , così 
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può  stabilirsi , che  qualunque  numero  di  forze  in  qua- 
lunque maniera  sia  applicato  al  centro  di  gravila  di 
un  corpo , tutte  le  parti  di  questo  corpo  concepiranno 
una  celerità  eguale  nel  medesimo  senso,  e con  direzio- 
ni parallele  alla  direzione  della  risultante;  celerità 
che  si  esprimerà  pel  quoziente  di  questa  risultante 
divisa  per  la  massa  totale  del  corpo. 

Dalle  qua^P^se  si  deduce  , che  fintanto  che,  la  ri- 
sultante di  #n  numero  qualunque  di  forze  agenti  so- 
pra d’un  corpo  passerà  pel  centro  di  gravità,  cioè  fin 
tantoché  l’azione  di  questa  risultante  sara  centrale, 
esso  corpo  non  potrà  concepire,  che  un  molo'  progres- 
sivo, essendone  tutte  le  particelle  nflette  da  celerità 
eguali  in  direzioni  parallele.  * 

4o5.  Ma  se  le  forze,  che  agiscono  sopra  di  un  cor- 
po non  possan  ridursi  ad  una  risultante  , che  passi  pel 
centro  di  gravità;  o se  comunque  s’imprima  al  corpo 
una  forza,  la  sua  direzione  non  passi  pel  centro  di 
gravità:  vale  a dire,  se  l’urto  sia  eccentrico;  le  diver- 
se parti  del  corpo  non  si  muoveranno  tutte  con  egual 
celerità,  e quindi  seguirà  i°.  Che  il  centro  di  gravità  si 
muoverà  come  se  si  trovasse  nella  direzione  della  ri 
sultante,  o forza  semplice  impressa,  a".  Ma  il  corpo 
girerà  per  lo  meno  nel  primo  istante  ( come  se  il  cen- 
tro di  gravità  fosse  immobile  ')  intorno  ad  un  asse  con- 
dotto per  questo  centro  normalmente  al  piano,  che 
passa  per  detto  centro , e per  la  direzione  della  fot  za. 
in  fatti  un  corpo  MTSK  ( Fig.  45  ),  di  qualunque  fi- 
gura , sia  urtato  da  una  forza  istantanea  © = FA , la 
cui  direzione  FK  normale  alla  sezione  MS  del  corpo 
passi  fuori  del  centro  G di  gravità.  Si  alzi  perpendico- 
lare al  piano  FAGS  P asse  GV.  Divisa  la  linea  FA  per 
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mezza  nel  punto  B,  decompongasi  la  FB  nelle  due 
FN  , FO,  di  cui  la  prima  passi  prolungandosi  pel  cen- 
tro G,  1’  altra  sia  normale  a FB,  e compiasi  il  paralle- 
logrammo ON.  Prolungata  FN  fino  in  T in  modo, 
elle  sia  FG  = GT,  si  prenda  TQ  = FN,  e s’intenda 
la  forza  FN  applicata  al  punto  T della  sua  direzione 
rappresentata  da  FQ.  Decomponendo  TQ  nelle  due 
TP,  TZ  l’una  normale,  l’altra  paralW|  a KGS,  com- 
pito il  parallelogrammo  PZ , avremo  triangoli  TPQ , 
BFN  eguali,  e simili,  onde  PT  = BF  = BA. 

Ciò  posto , è chiaro , che  il  corpo  è mosso  nella 
maniera. stessa,  che  se  fosse  urtato  dalle  quattro  forze- 
BA  , FO  , TP  , TZ,  Ora  le  forze  BA  , TP  parallele , 
eguali,  egualmente  distanti  dal  punto  G,ed  agenti  nel- 
lo stesso  senso  hanno  una  risultante  = BA  -{-  TP, 
che  dovrà  passare  pel  punto  G,  e noi  la  supporremo- 
eguale  a GE.  Sarà  dunque  GE  = BA  -f-  TP  = FA  } 
e quindi  è chiaro,  che  il  centro  di  gravità  si  muove  in- 
tal caso  precisamente  come  se  fosse  nella  direzione 
della  forza.  Ma  le  due  forze  FO  , TQ  parallele , egua- 
li, ed  egualmente  distanti  dal  punto  G agendo  in  sen- 
so contrario  , e non  essendo  direttamente  opposte, 
nè  faranno  progredire  il  punto  G,nè  si  distruggeran- 
no scambievolmente  ; solo  faranno,  che  il  corpo  ruo- 
ti almeno  nel  primo  momento  intorno  l’asse  VG  agen- 
do normalmente  sulle  estremità  H , I della  sezione,  o 
linea  HI  normale  ad  MS.  Dunque , se  col  centro  G , 
e col  raggio  GH  , o Gl  si  descriva  un  cerchio,  si  potrà, 
immaginare  relativamente  al  moto  di  rotazione , che 
la  forza  TZ  invece  di  agire  secondo  ITZ  all’estremità 
del  raggio  Gl , agisca  secondo  HFO  all’  estremità  del 
raggio  GH.  In  questo  caso  il  momento  della  forza,  che 
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fa  girare  il  corpo  MIH  sarà  [FO  -f-  TZ]  X OH  = 
2FO  X FK  = 2 BN  X PK.  Ora  per  la  somiglianza 
dei  triangoli  FKG  , FBN  abbiamo  BN  X FK=  FB  X 
GK.  Sarà  dunque  2 BN  X FK  = 2 FB  X GK  = 
FA  X GK  espressione  del  momento  della  forza  pro- 
posta FA  riferito  all’  asse  GV.  Il  corpo  dunque  tende- 
rà a girare  intorno  a quest’asse,  come  se  il  centro  di 
gravità  fosse  fisso. 

4o6.  E siccome  le  forze,  che  fanno  rotare  il  corpo 
non  passano  pel  centro  di  gravità , così  esse  non  pos- 
sono farlo  progredire , e perciò  il  moto  progressivo  è 
indipendente  affatto  e in  niuna  guisa  modificato  da 
quello  di  rotazione , che  pur  non  soffre  modificazione 
alcuna  dal  progressivo. 

t*  4°7-  Egli  è poi  evidente,  che  il  corpo  continuerà  a girare 
intorno  al  detto  asse  GY,  se  le  forze  centrifughe,  che  per  la 
rotazione  acquistano  le  diverse  particelle  del  corpo , o l’ azione 
di  qualche  altra  forza  non  obbligheranno  l’asse  III  ad  inclinarsi 
faori  del  piano , nel  quale  era  al  principio  del  moto.  In  questo 
caso  l’asse  di  rotazione  progredendo  col  centro  di  gravità  si 
avanza  parallelo  a se  stesso  , e il  suo  parallelismo  non  si  altera , 
anche  dall’  applicazione  di  nuove  forze , la  cui  risultante  passi 
pel  centro  di  gravità. 

* 4°8.  Vedremo  in  seguito  ciò,  che  si  richiede  perchè  le  for- 

ze centrifughe  non  smuovano  l’ asse  di  rotazione  , onde  resti  in- 
variabile, e intanto  osserveremo,  che  la  velocità  del  moto  pro- 
gressivo è eguale  per  tutte  le  particelle  del  corpo  , ma  la  veloci- 
tà di  rotazione  è maggiore  per  le  particele  più  distanti  dall’  as- 
se, e tanto  maggiore,  quanto  ne  è maggiore  la  distanza.  Suppo- 
nendo il  corpo,  che  ruota  composto  di  un  sistema  di  punti,  o 
particelle  materiali  unite  tra  loro  in  upa  maniera  invariabile  per 
mezzo  di  rette  inflessibili  alzate  normalmente  dall’  asse,  ognuna 
di  queste  particelle  descriverà  in  un  dato  tempo  una  circonferen- 
za perpendicolare  all’asse,  che  sarà  tanto  maggiore,  quanto  ò 
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maggiore  la  distanza  di  detto  punto  dall’  asse  ; e questa  stessa 
ragione  seguirà  la  celerità  di  rotazione.  F,  poiché  gli  archi  di  cer- 
chio descritti  in  un  medesimo  tempo  da  tutti  questi  punti  avranno 
un  numero  eguale  di  gradi  ; cosi  se  la  celerità  di  ogni  punto  sia 
divisa  pella  respettiva  distanza  dall’  asse , si  avrà  costantemente 
il  quoziente  medesimo.  Questo  quoziente  è propriamente  la  cele- 
rità angolare,  che  suole  anche  definirsi  la  velocità  di  quei  punti, 
la  distanza  dei  quali  dall’asse  = 1.  Detta  pertanto  co  la  celerità 
angolare , c la  celerità  di  un  dato  punto , r la  distanza  di  questo 


punto  dall’  asse  , avremo 


c 

r 


= w;  c 2 r ( ù,  e per  altri  pun- 


ti e*  = r’  &)  ; cH  =:  r"  w ,ec. 

4og.  Ora  egli  é ben  facile  di  calcolare  tanto  la  celerità  prò» 
gressiva,  quanto  la  celerità  angolare  di  rotazione  di  un  corpo  ur- 
tato eccentricamente  da  una  forza  momentanea  F,  solchò  si  ri- 
fletta, che  questa  forza  produce  lo  stesso  moto  progressivo,  che 
produrrebbe,  se  1’  urto  fosse  centrale,  e la  stessa  rotazione  , che 
produrrebbe,  se  ella  non  potesse,  che  far  rotare  il  corjio  intomrf 
all’asse  GV. 

Di  qui  è , che 

F 

i°.La  celerità  progressiva  è espressa  per  la  formula  C rz  — - 

a®.  Se  si  consideri  una  particella  elementare  dm  del  dato  cor- 
po posta  alla  distanza  r dall’  asse  di  rotazione  GV  , per  l’ azione 
della  forza  F , che  si  suppone  applicata  alla  distanza  a dal  detto 
asse  , quella  particella  concepisce  la  ccleritS  rea.  Se  dunque  si 
supponga  (tgl)  che  nello  stesso  tempo  sia  impressa  a detta  par- 
ticella una  celerità  — r 6)  ; cioè  se  detta  particella  sia  contempo- 
raneamente affetta  dalla  forza  F,  e da  una  forza  contraria  rtùdm. 
(74),  essa  dovrà  restare  in  equilibrio  . E se  ciò,  che  si  di- 
ce d’  una  particella  elementare  si  estenda  a tutto  il  complesso 
delle  particelle  elementari , da  cui  risulta  il  corpo  , onde  que- 
sta ultima  forza  si  riduca  (ùfrdm  , il  corpo  affetto  dalle  for- 
ze opposte  F , e (ùfrdm  sarà  in  equilibrio . Ma  perchè  le  due 
forze  F , e w frdm  , che  tendono  a far  rotare  il  corpo  intorno 
all’asse  GV  in  senso  opposto,  si  facciano  equilibrio  , bisogna  , 
che  siano  eguali  (171)  i loro  momenti  riferiti  al  medesimo  asse 
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Dunque  per  l’ equilibrio  dee  aversi  in  questo  caso  a X F — 
(jìfr'dm.  Perciò  sarà  la  velocità  di  rotazione 

“=  Jr'JHi'  QuinJÌ 

4 io.  t°.  La  celerità  progressiva  C sta  alla  celerità  angolare  di  * 
JF  ajP 

rotazione  W - : ^--r  "•  fcdm  : a . M j laonde  se 

M fr'dm 

vogliasi  con  una  data  forza  eccitare  in  un  dato  corpo  una  ce- 
lerità progressiva , ed  una  celerità  di  rotazione  , che  Stian  fra 
loro  l * m:  n i converri»  applicar  questa  forza  ad  una  distanza  dal 

nfr'dm  , , . 

centro  di  gravità  espressa  per  a — — ~mM — ’ dovendosi  avere 

per  ipotesi  m : n *t  fr'dm’.  a.  M. 

4, 1.  20.  Sulla  retta,  che  condotta  normalmente  dalla  dire- 
zione della  forza  va  traversando  il  centro  di  gravità  all’  estremi- 
tà del  corpo  , si  trova  al  di  là  di  detto  centro  un  punto , che  per 
un  dato  istante  dee  star  fermo;  poiché  di  quanto  si  avanzerebbe 
per  il  molo  progressivo  , d’  altrettanto  retrocede^per  il  moto  di  ro- 
tazione ; e diersi  Centro  spontaneo  di  rotazione  . 

Per  determinare  la  posizione  di  questo  centro  si  rifletta  , che 
tutti  i punti  della  detta  linea  hanno  una  celerità  risultante  dalla 
celerità  progressiva  C , c dalla  celerità  di  rotazione . Perciò  in 
un  punto  qualunque  alla  distanza  r dall’  asse  di  rotazione  la  ce- 
lerità ne  sarà  espressa  per  C+ru,  prendendo  il  segno  -J-  pei 
punti  compresi  tra  la  direzione  della  forza,  e il  centro  di  gravità, 
il  segno  — pe* punti  al  di  là  del  centro  di  gravità  . Per  questi  ul- 
timi punti  adunque  la  celerità  sarà  nulla  , quando  C — 1 ' <0  ~ 0$ 

C . C fr"1  dm 


cioè  in  quel  punto , in  cui  r ~ , o sia 


aF 


Ffr  dm^  fr^  dm  ^ Conseguentemente  la  distanza  del  centro 
MaF  aM  8 

, fr%dm 

spontaneo  di  rotazione  dall  asse  sarà  t~^^~  • 

4i2-  3°.  A vendo  un  corpo  contemporaneamente  un  moto 
progressivo  ed  uno  di  rotazione  per  1’  urto  eccentrico  d'  una  forza 
F ‘,  il  primo  può  estinguersi  coll’opposizione  di  una  forza  egua- 
le, la  cui  direzione  passi  pel  centro  di  gravità,  ma  per  distrug- 

1.  I.  19 
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gere  il  secondo  bisognano  due  forze  eguali,  e contrarie  l' una  all’ 
altra,  e conviene  applicarle  al  corpo  in  tali  punti , che  la  somma 
dei  loro  momenti  sia  eguale  al  momento  a.  F. 

4°.  Se  la  forza  F è continua  , ambi  i moti  sono  accelerati , la 

F 

forza  acceleratrice  , che  produce  il  moto  progressivo  è , la 


aF 


forza  acceleratrice  angolare  è ^rQ'm  5 on<^e  quest*  due  moti  si 


, ..  . . dC  F do)  a.F 

determinano  per  1 equazioni  — rf—  = w ; • 

4i3.  Ma  per  poter  far  uso  delle  formule  trovate,  conviene 
conoscere  come  può  calcolarsi  l’ integrale  fr'dm . Rappresenta 
questo  integrale  la  somma  degli  elementi  materiali  del  mo- 
bile , che  si  considera  moltiplicati  respetti vamente  pel  quadrato 
della  loro  distanza  dall’  asse  di  rotazione  . Questa  somma  si  chia- 
ma momento  d?  inerzia  del  corpo  preso  relativamente  a que- 
st’asse . 

Pertanto  per  determinare  questo  momento  , o I’  integrale 
predetto  non  aitivi  occorre,  che  di  esprimere  per  mezzo  delle 
coordinate  x ,y  , z di  un  punto  qualunque  del  corpo  il  prodotto 
r'dm , ed  integrar  questa  espressione  per  tutta  l’ estensione  del 
corpo . Si  suppone  costante  ed  ni  la  densità  nei  corpi , che 
considereremo  , e intendiamo  qui  ripetuto  relativamente  al  mo- 
mento d’  inerzia  ciò,  che  relativamente  al  centro  di  gravità 
notammo  sopra  al  n°.  2o5. 

41 4-  S*  voglia 

1°.  Il  momento  d’ inerzia  d’una  retta  della  lunghezza  l re- 
lativamente ad  un  asse  normale  alla  medesima  nella  sua  estre- 
mità  . Considerando  una  porzione  x della  sua  lunghezza , sarà 
r*  — x%  ; Am  — dx  ; e perciò  f r*dm  — f x*dx  ~ 'fs  x5  ; e 
facendo  x = / per  aver  l’integrale  definito , il  cercato  momen- 
to sarà  '/j  /’  . ' 

E chiamando  per  tutti  i casi  m la  massa  del  mobile , nel 
caso  presente  avremo  m ~ /,  e il  momento  d’inerzia  sarà  e- 
spresso  per  */j  m l1. 

4*5.  2°.  Il  momento  della  periferia  d’ un  cerchio  del  rag- 
gio r relativamente  ad  un  asse  condotto  pel  centro  normalmen- 
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te  al  piano  del  cerchio  , sarà  fr*ds  — r*s  considerando  una 
porzione  s della  periferìa , o siwero  mr1  ( ponendo  » m 
27 rr  rw)  quello  di  tutta  la  periferìa . 

4i6-  3°.  Il  momento  d’ inerzia  della  superficie  di  questo 
cerchio  riferito  al  medesimo  asse  sarà  f 27TX5  dx  — zx  **  , 

prendendo  per  elemento  di  questa  sujterficie  la  zona  circolare 
determinata  da  due  cerchi , che  abbiano  per  raggi  le  porzioni 
x , e x -j-  dx  del  raggio  r del  dato  cerchio  . E se  per  aver  l’in- 
tegrale definito  si  faccia  x = r ; il  momento  cercato  sarà 
*/,  zr 4—  */,  mr*  , ponendo  m =:  itr»  superficie  del  cerchio. 

4 > 7-  4°-  Vogliasi  il  momento  d’inerzia  d’ un  parallelepi- 
pedo rettangolo , i cui  lati  a , b , c siano  porzioni  dei  tré  as- 
si x , y , z delle  coordinate  , e il  momento  si  riferisca  al  lato  c , 
o all’asse  z . 

L’  elemento  di  questo  solido  è evidentemente  un  paralle- 
lepipedo , che  ha  per  lati  delle  lineette  parallele , ed  eguali  alle 
differenziali  delle  coordinate  x , y , s;  onde  sarà  espresso  per 
dxdydz  ■ E poiché  la  distanza  di  questo  solido  elementare 
dall’asse  delle  x è y,  e dall’asse  delle  y è x;  quella  dall’as- 
se s , ossia  da  c sarà  l’ ipotenusa  dell’angolo  retto  costituito 
da  x , e da  y , cioè  x*  +.r*  • 

Dunque  il  momento  d’inerzia  sarà  espresso  per 
r(  x1  ) dx  dy  dz  ; formula  , che  successivamente  integrata 
per  rapporto  alle  tre  variabili  x , y , z,  cioè  prendendone  suc- 
cessivamente due  per  costanti  si  riduce,  '/s  ( x’jk  -{- xy3  ) z, 
ovvero  » A ( a^b-^-ab3  ) c “ Vj  ( a*  -f-  b%  ) m , ponendo  in  luo- 
go delle  coordinate  x , y , z le  coordinate  a , b , c , onde  aver 
definito  l’integrale;  ed  m in  luogo  di  abc  , cui  è eguale . Col 
metodo  stesso  può  trovarsi  il  momento  d’ inerzia  de!  dato  so- 
lido relativamente  agli  assi  a , c , b espresso  per  le  formule 
l/i  ( c*  -f  bl  ) m ; */3  (n*  c*  ) m. 

4 18.  5°.  Vogliasi  il  momento  d’inerzia  d’un  solido  nato  dal- 
la rotazion  di  una  curva  relativamente  all’  asse  di  rotazione . 
Esprimansi  per  x le  ascisse  prese  sull’asse  di  rotazione,  per y 
le  ordinate  normali  a quest’  asse . Siccome  il  momento  d’ iner- 
zia dell’  area  circolare  del  raggio  y riferito  ad  un  asse , che 
ne  traversa  il  centro  normalmente  alla  medesima  è '/%zy^  ; co- 


27(> 

si  il  momento  dell’  elemento  del  solido  riferito  al  medesimo 
asse  sarà  */,  Tlfdx , e »/,  itfy^dx  quello  del  solido  intero. 
Quindi 

6°.  Nella  sfera  avendosi  y1  — arx  — x1  , abbiamo 
«/„  tt/  ( arar  — x*  )*  </x  — 7TX5  ( */s  r1  — '/*  rx  + '/ io  x‘) 
momento  d’ inerzia  del  segmento  sferico  determinato  dall  ascis- 
sa, o seno  verso  x . Fatto  x — r,  avremo  4/j&  7Trs  momento  del- 
F emisfero,  e quindi  quello  dell’intera  sfera  V,;  Ttr’rr  3/s  r*m, 
essendo  nella  sfera  m rl/sltr5. 

419-  Conosciuto  in  un  corpo  il  momento  d inerzia  riten- 
to ad  un  asse , che  passi  pel  centro  di  gravità,  facilmente  se  ne 
deduce  il  momento  d’ inerzia  riferito  a qualunque  altro  asse 
parallelo  al  primo . 

Posta  l’origine  delle  coordinate  ortogonali  x,  y , snel  cen- 
tro di  gravità,  suppongbiaino  , che  l’asse  delle  z sia  il  primo 
asse , cui  si  è riferito  il  momento  d’inerzia , e le  coordinate  del 
punto  , nel  quale  il  secondo  asse  ( parallelo  al  primo  ) cui  vuoi- 
si riferir  il  momento  d’ inerzia,  taglia  il  piano  xy,  siano  a , b . 
Sia  A la  distanza  tra  il  secondo  asse,  e il  centro  di  grarilàj 
r la  distanza  di  un  elemento  qualunque  dm  dal  primo  asse  ; »•’ 
la  distanza  del  medesimo  elemento  dal  secondo  asse  . Il  mo- 
mento d’inerzia  conosciuto  sarà  fr*dm  ; e quello, che  si  cerca 
f '■'‘‘dm , prendendo  questi  integrali  per  tutta  1’  estensione  del 
corpo . 

Ora  è chiaro , che  r'*  = ( x — a )*  -f-  ( y — b )*  = 
x*  "f  — 2ax  — ^y  -4-  a1  -f  b1  } x1  y*  = r1  ; a*  -f- 
b%=  A*. 

Perciò  sostituendo , moltiplicando  per  dm  , e integrando 
f r'*dm  ~ f r'dm  — laf xdm  — 'ì.b  fydm  A\f dm. 

Ma  il  centro  di  gravità  essendo  sull’asse  z si  ha  fxdm  ~o; 
fydm  — o , perché  questi  integrali  divisi  per  la  massa  del 
corpo  rappresenterebbero  le  distanze  di  questo  centro  del  pinuo 
xz , e dal  piano  yz  . Di  più  f dm  è P intera  massa  M del  cor- 
po . Dunque  l’equazione  precedente  si  riduce  a fr'*dm  — 
fr'dm  4-  A*M  ; cioè  si  avrà  il  momento  cercato,  unendo  al 
dato  il  prodotto  della  massa  del  corpo  nel  quadrato  della  di- 
stanza tra  il  centro  di  gravità , e il  nuovo  asse  . 
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420.  Se  si  faccia  • — - — À , avremo  Crediti  — 

M 

M C k*  -f-  A*  ) formula  , che  dimostra,  che  il  momento  d’ iner- 
zia riferito  a un  asse  qualunque,  che  passi  pel  centro  di  gra- 
vità, è più  piccolo  di  quello,  che  si  riferisce  a qualunque  altro 
asse  parallelo  al  primo  . 

421.  Ma  è molto  importante  di  considerare  la  direzione 
dell’asse,  cui  si  riferisce  il  momento  d’ inerzia . 

Pertanto,  il  momento  d’ inerzia  della  massa  M si  riferisca 
ad  un  asse,  che  passando  per  P origine  delle  coordinate  x,y  , z 
faccia  gli  angoli  oc , fi,  y cogli  assi  delle  medesime. 

Sia  p la  normale  abbassata  dalla  particella  elementare  dm. 
sopra  P asse  ; D la  distanza  di  detta  particella  dall’  origine  delle 
coordinate,  d l’angolo  compreso  tra  la  linea  D , e l’asse  . I 
coseni  degli  angoli , che  la  linea  D fa  cogli  assi  delle  coor- 
dinate sono  — 


D 


w z . , ^ x 

j)  ' P61-00  cos • à -p  cos.  oc 


-f-  • cos.  fi  -f-  — . cos.  y . D’ altronde  p — D sen.  S ; 

p * ==  D * sen *.  d ==  Dl  ( 1 — cos.*$  ) — D*  — D*  cos.* 

D*  = x*  -f-  y*  z*. 

Dunque  sostituendo  nel  valore  di  p * il  valore  precedente  di 
cos.  $,  e quello  di  D*,  e riducendo  avremo 
p%  — x *.  sen .*  at  -\-y*  sen*.  fi-\-  z*  sen*.  y — 2xy.  cos.  oc.  cos.  fi 

— 2xz.  cos.  et  cos.  y — 2yz  cos.  fi  cos.  y. 

Moltiplicando  per  dm,  e integrando  si  ha 
fp*  dm  — sen*.  oc  fx*  dm  -j-  sen1.  fi  fy*  dm  -|-  sen*.  yfz * dm 

— 2 cos.  oc.  cos.  fifxydm  — 2 cos.  a cos.  yfxzdm 

— 2 cos.  fi.  cos.  y fyzdm  . 

Per  mezzo  di  questa  formula  si  avrà  il  momento  d’iner- 
zia fp*dm  relativo  a un  asse  di  data  direzione,  che  passi  per 
l’origine  delle  coordinate,  quando  si  conoscano  i sei  integrali 
fx*dm  ; fy*dm  ; / s *dm  j fxydm  ; fxzdm  ; fyzdm  , che  si 
estendano  alla  massa  intera  del  corpo  ,e  si  riferiscano  agli  assi 
delle  coordinate . 

422.  Se  questi  assi  siano  scelti  in  maniera , che  gli  ulti- 
mi tre  integrali  siano  nulli , la  formula  si  riduce 
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f ricini  r=  seti1 . oc  f x'dm  -|-  seti'1 . $fy*dm  + seti1 . yf zldm  ; 
e in  tal  caso  basta  conoscere  i momenti  d’inerzia  relativi  ai  tre 
assi  delle  coordinate  per  trovare  il  valore  di  fp'dm  . 

Ora  si  dimostra  agevolmente  , che  in  tutti  i corpi  si  pos- 
son  condurre  per  un  punto  preso  ad  arbitrio  tre  assi  rettango- 
lari tali , che  prendendoli  per  gli  assi  delle  coordinate  si  abbia 
fxydm  — o ; fxzdm  ~ o ; fyzdm  — o.  Diconsi  questi  assi 
principali  ; e momenti  d*  inerzia  principali  i momenti , che 
si  riferiscono  ai  medesimi . 

Rimettendo  al  n®.  36o,  e seg.  della  Meccanica  del  Poisson 
coloro  , che  amano  di  veder  questa  dimostrazione  , che  trala- 
sciamo , perchè  ci  menerebbe  troppo  in  lungo  , ci  limiteremo 
ad  esporre  un’  importante  proprietà  , di  cui  godono  in  mecca- 
nica questi  assi  , che  diconsi  anche  assi  principali  di  rota- 
zione . 

4-z3.  Ruoti  un  solido  intorno  a un  asse  fisso  Oz  (Fig.  1 5) 
per  il  semplice  ih)  pulso  di  una  forza  istantanea.  Siano  x ,y  , a 
le  coordinate  di  una  particella  dm  respettivamente  parallele  agli 
assi  Ox , Oy  , Oz  $ r la  distanza  della  particella  dall’  asse , o 
il  raggio  del  cerchio,  che  ella  descrive  rotando,  co  la  celerità 
angolare  comune  a tutti  i punti  del  corpo.  La  forza  centrifu- 
ga acceleratrice  della  particella  dm  sarà  espressa  per  reo*' 
( 33g.  4<>8 );  e la  forza  centrifuga  motrice  sarà  r <ù*dm  (g3). 
E siccome  la  direzione  ne  è secondo  la  prolungazione  del  raggio 
r , l’  asse  sarà  tirato  normalmente  alla  sua  lunghezza  con  una 
forza  ro)‘dm  dal  punto  dm , e con  simil  forza  da  tutti  gli  altri 
punti  , talché  la  pressione  totale  da  esso  sofferta  eguaglierà  o 
1’  unica,  o le  due  risultanti  di  tutte  queste  forze,  e si  potrà  ben 
facilmente  determinare. 

Per  questo  oggetto  supponghiamo  la  forza  rto'dm  appli- 
cata al  punto  , in  cui  la  sua  direzione  taglia  1’  asse  Oz  . Per 
decomporla  in  due  parallele  agli  assi  delle  x,  e. delle y nei  pia- 
ni xz,yz  si  osservi,  che  la  sua  direzione  facendo  coll’asse 

delle  x , e delle  y angoli , che  hanno  per  coseni  — , , la 

componente  secondo  x sarà  xtù'dm  , c ytxPdm  la  componen- 
te secondo  y ; e perciò  la  risultante  delle  componenti  secon- 
do x sarà  vpfxdm)  e tìpfydm  la  risultante  delle  componenti 
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secondo  y ; o sivvero  integrando  w*3/xt  ; vpMy^  indicando  per 
AI  la  massa  del  corpo  , per  x,  ; yx  le  coordinate  parallele  agli 
assi  delle  x , e delle  y,  che  convengono  al  centro  di  gravità. 
E se  le  distanze  di  queste  due  risidtanti  dal  piano  delle  x y 
s’esprimano  per  z\  z",  avremo  (i56)  ATxf  zzf xzdm 
Myxzn  — fyzdm  , formule  , da  cui  può  aversi  il  valore  di 
s’,  e z" . Cosi  si  conoscerà  e l’intensità  delle  forze  dirette  nei 
piani  xzjyz,  che  stirano  l’asse  fisso  normalmente  alla  sua  lun- 
ghezza , e il  loro  punto  d’ applicazione  . Se  z'  = zM,  le  due  ri- 
sultanti sono  applicate  al  medesimo  punto , e perciò  si  ridur- 
ranno ad  una  sola,  la  cui  intensità  sarà  uAM J/  ( x*-J-j"*  ) , e 
che  esprimerà  la  pressione  sofferta  dall’  asse  mentre  il  corpo 
ruota  . 

Supponghiaino  ora,  cheOz  sia  uno  dei  tre  assi  prin- 
cipali di  M,  clic  s’ intersecano  nel  centro  di  gravità  G.  Sia  a. 
L distanza  OG . Essendo  il  centro  di  gravità  sull’  asse  Oz  ab- 
biamo x,  = o;  _y,  — o . D’altronde  se  si  trasporti  nel  pun- 
to G l’origine  delle  coordinate  senza  cangiare  la  direzione  de- 
gli assi , le  coordinate  di  dm  diventano  x •,  y ; z — a.  ; e per- 
ciò essendo  Gz  uno  degli  assi  principali  avremo 
fx  ( z — a ) dm  fxzdm — a fxdm—o\ 
fy  ( z — a ) dm  —fyzdm  — a fydm  — o . 

E poiché  fxdm  — ATx^  — o j fydm  zz.  Myx  ~ o,  sarà 
f 'xzdm—  o;  fyzdm  — o. 

Pertanto  le  risultanti  ft)*Afx,;  uAMy^  delle  forze  dirette  nei 
piani  xz,  e yz,  e le  somme  co*,  fxzdm,  vA fyzdm  dei  loro  mo- 
menti respettivi  essendo  nulle , queste  forze  si  fanno  respetti- 
vamente  equilibrio  indipendentemente  dall’ esser  fisso  l’asse. 
Dunque  nel  caso,  che  consideriamo,  le  forze  centrifughe  non 
esercitano  pressione  alcuna  sull’asse  di  rotazione,  talché  se  que- 
sto asse  cessasse  tutto  ad  un  tratto  di  esser  fisso  , non  si  can- 
gcrehhe  il  moto  del  corpo  , ma  continuerebbe  come  per  1*  avanti . 

4*5.  Se  la  linea  Oz  non  passi  pel  centro  di  gravità , ma 
sia  uno  degli  assi  principali,  che  s’intersecano  in  O,  non  sa- 
rà x,  = o $ <y,=:  o ; ma  essendo  fxzdm  — o;  fyzdm  — o , 
saranno  eguali  a zero  anche  le  distanze  z'  ; z11  ( 4^3  ) , e per- 
ciò 1’  asse  di  rotazione  soffrirà  una  pressione  espressa  per 
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Cri1  M.  Y r1,  -j-  ),  e applicata  in  O.  Dunque  finché  il 

punto  O resterà  fisso  la  pressione  prodotta  dalle  forze  centri- 
fughe sarà  distrutta  , e perciò  se  la  linea  Oz  cessi  d’ esser  fis- 
sa , e possa  rotare  intorno  al  punto  fisso  O,  il  moto  non  sarà 
cangiato, e il  corpo  continuerà  a rotare  intorno  a quest’asse,  co- 
me se  fosse  rimasto  fisso . 

Dunque  dato  in  un  corpo  solido  di  qualunque  figura  un 
punto  fisso  O,  passano  sempre  per  questo  punto  tre  assi,  intor- 
no ai  quali  le  forze,  centrifughe  facendosi  equilibrio  il  corpo 
potrà  rotare  uniformemente , senza  che  quest’  assi  cambin  luo- 
go , e come  se  fossero  intieramente  immobili . 

I soli  assi  principali  , che  s’intersecano  in  O godono  di 
questa  p roprietà  . Se  si  obbligasse  un  corpo  a rotare  intorno 
di  un  altro  asse  fisso  condotto  pel  punto  O , quest’  asse  soffri- 
rebbe una  pressione , che  non  passerebbe  pel  punto  O,  perchè 
allora  le  distanze  z' , z"  non  sarebber  nulle , non  essendo  nulli  i 
momenti  f xzdm,  f jrzdm  . Quando  dunque  l’asse  divenisse  li- 
bero di  rotare  intorno  al  punto  O , che  solo  fosse  rimasto  fis- 
so , la  pressione  non  sarebbe  distrùtta  , e perciò  questa  forza 
smoverebbe  l’asse  di  rotazione,  e il  moto  si  cangerebbe . 

Quando  un  solido  ritenuto  da  un  solo  punto  fisso  sia  messo 
in  moto  dall’  urto  di  un  altro  corpo  , o in  qualunque  altra  ma- 
niera , basterà  , che  cominci  a rotare  intorno  uno  degli  assi  prin- 
cipali , che  si  intersecano  in  questo  punto , perchè  il  suo  mo- 
to continui  indefinitamente  intorno  di  quest’asse,  come  se  fos- 
se fisso  . Sarà  dunque  necessario , e sufficiente , che  la  percos- 
sa , o 1’  urto  sofferto  dall’  asse  di  rotazione  al  principio  del  mo- 
to si  riduca  ad  una  sola  forza  normale  a quest’  asse , e che  pas- 
si pel  punto  fisso  , poiché  allora  la  resistenza  di  questo  punto 
basterà  , perchè  l’asse  possa  soffrire  questa  percossa  senza  smuo- 
versi, c come  se  fosse  fisso. 

4 26.  Passiamo  ora  a parlare  dell’ urto  obliquo.  I 
due  corpi  molli,  o duri  ^4, a,  le  cui  masse  siano  M, ni 
movendosi  per  le  direzioni  A'U,  a'  u colle  celerità  a , b 
s’ incontrino  in  T ( Fig . 46). 

Immaginati  nel  punto  d}  incontro  due  assi  ortogo- 
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nali  X,  Y,  uno  dei  quali  X coincida  colla  linea,  che 
unisce  i centri  di  gra\ità  de’  due  mobili  normalmente 
al  loro  piano  tangente  nel  punto  di  contatto,  siano  h , 
e k gli  angoli , che  le  direzioni  delle  celerità  a,b  fan- 
no coll’  asse  X.  Le  celerità  dei  due  mobili  risolute  se- 
condo l'asse  X saranno  a.  cos.  h,  h eoa.  k , e secondo 
1’  asse  Y saranno  a sen.  A;  b sen.  k,  come  chiaramente 
comprendesi  costruendo  i parallelogrammi  DB  , db 
sulle  diagonali  A’ IJ  = a } a1  u = A rappresentanti  le 
celerità  dei  corpi  A , a.  Ora  le  ultime  celerità  non  in- 
fluiscono nell’ urto,  nel  quale  sono  interessate  le  pri- 
me soltanto.  Le  direzioni  di  queste  celerità  essendo 
normali  al  piano  tangente  dei  due  corpi  nel  punto  di 
contatto,  e passando  pei  respettivi  centri  di  gravità, 
l’urto  è diretto,  e centrale.  Vale  dunque  per  questo 
caso  ciò,  che  per  l’urto  diretto  dicemmo  sopra  $ e a 
questo  caso  si  adattano  le  formule  sopra  trovate  sol 
che  in  luogo  di  C,  e di  c si  sostituiscano  le  espressio- 
ni a cos.  hi  b cos.  k.  Avremo  dunque  pei  corpi  molli, 
o duri  la  celerità  comune  dopo  l’urto  obliquo  espres- 

M a cos.  h m b cos.  k , , s 0 
sa  per  (i) — --^= “ — •(  090  ) . i>e  poi 

i corpi  siano  elastici,  la  celerità  C'  del  corpo  A dopo 
P urto  sarà  espressa  per  la  formula  (397) 

( 2 ) O — a cos.  h 

( 1 -f-  ) m ( a cos.  h b cos.  k ) 

M+m  * 

e la  velocità  c'#del  corpo  a espressa  per  la  formula 

»y-S‘  -j-’QMCo cos.h  )+Alv,. , 

M -j-  m 

nelle  quali  formule  si  sostituirà  1 in  luogo  di  n,  se  sia- 
no i corpi  perfettamente  elastici. 


Digitized  by  Google 


a8n 

437.  Supponiamo  ora,  che  il  corpo  A urti  contro 
un  corpo,  o un  ostacolo  stabilmente  immobile  a.  Sia 
primieramente  diretto  1’  urto . Qualora  A , ed  a sian 
molli,  o duri,  essendo  c = o,  e potendosi  considerare 
m — a 0 , avremo  la  celerità  di  A dopo  1’  urto 

C ' = - =:  0 5 onde  il  corpo  A perde  nell’  ur- 

to tutta  la  sua  celerità  . Qualora  poi  A , eà  a siano 
perfettamente  elastici  sostituendo  nelle  formule  del 
n*.  398  00  in  luogo  di  m,  riflettendo,  che  Af  svani- 
sce in  confronto  di  00  , e riducendo  troveremo , che 
il  corpo  urtante  ha  la  celerità  , che  avéva  avanti  1’  ur- 
to, ma  in  senso  opposto,  cioè  — C,  e 1’  urtato  rimane 
in  quiete  riducendosi  c'  = o . 

4s8.  Sia  secondariamente  l’urto  obliquo  movendosi 
A secondo  A’  U . Se  A , a son  duri,  la  formula  ( i ), 
che  da  la  celerità  comune  dopo  l’urto  (426)  pèrla 
sostituzione  di  oc  in  luogo  di  m si  riduce  = o ; cioè 
A perde  la  velocità  a cos.  h inserviente  all’urto,  e ri- 
mane affetto  dalla  sola  celerità  a sen.  h secondo  l’asse 
Y . Che  se  i corpi  A , a siano  elastici , la  formula  (3) 
si  riduce  Cl  = — a cos.  h-,  cioè  la  celerità  secondo 
1’  asse  X,  con  cui  il  corpo  A ha  urtato  il  corpo  a re- 
sta eguale,  ma  si  dirige  in  parte  opposta  ; mentre  resta 
invariata  la  quantità,  e la  direzione  della  celerità  se- 
condo l’asse  Y. 

429.  Quindi  nasce  la  dottrina  del  moto  riflesso.  Se 
un  corpo  duro  urli  direttamente  in  uut>sta  colo  insor- 
montabile perde  ogni  velocità  ; ma  se  urti  obliqua- 
mente, perde  solo  la  celerità  secondo  l’asse  X inser- 
viente all’  urto,  c conserva  la  celerità  secondo  Y , con 
cui  scorre  lungo  quest’  asse  dopo  l’ urto.  Se  poi  A,  a 
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siano  elastici , A nell’  urto  diretto  si  riflette  verso  il 
luogo,  da  cui  partì.  Nell’urto  obliquo  siccome  resta  af- 
fetto dalla  stessa  celerità  a cos.  h,  ebe  solo  ha  variata 
direzione,  e dalla  celerità  inalterata  a sen.  h , vale  a 
dire  dalla  stessa  quantità  di  celerità  dee  muoversi  con 
celerità  eguale.  Ma  agendo  a cos.  h in  senso  opposto 
dee  il  corpo  A progredire  per  una  diversa  direzione. 
Preso  dunque  sull’  asse  X prolungato  quanto  occorre 
da  T verso  B,  un  segmento  BU  = a cos.  k,  e paral- 
lelamente all’  asse  Y alzando  su  questo  segmento  uha 
linea  BN  = UF  rr  a sen.  h,  compito  il  parallelo- 
grammo  BF  , il  corpo  A descriverà  la  diagonale  UN  : 
e poiché  UB  è normale  ad  A'N  , ed  A'B  = BN,  sa- 
rà UN  = A'  U,  e l’angolo  A’UB  = ang.  BUN.  L’  ang. 
A'UB  dicesi  angolo  dJ  incidenza , e l’ang.BUN  angolo 
di  riflessione.  Quindi  il  noto  teorema  , che  un  corpo 
perfettamente  elastico  urtando  un  ostacolo  parimente 
elastico,  e insormontabile  sì  riflette  facendo  l’angolo 
di  riflessione  eguale  a quello  d’ incidenza. 

43o.  Abbiamo  fin  qui  supposti  i corpi  o privi  af- 
fatto di  elasticità  , o perfettamente  elastici.  Ma  sicco- 
me ciò  non  ha  forse  mai  luogo  in  natura , cosi  le  dot- 
trine, e formule  stabilite  fin  qui , non  sono  rigorosa- 
mente, e generalmente  applicabili  alla  Meccanica  pra- 
tica senza  qualche  correzione. 

Ora  per  introdurre  nelle  dette  formule  questa  corre- 
zione, è d’uopo  avvertire,  che  la  diversità  dell’elasticità 
dei  corpi  corrisponde  all  a diversa  ragione  della  forza 
comprimente  alla  forza  di  risalto , che  noi  abbiamo 
espressa  per  t : nj  cioè  la  diversa  elasticità  corrispon- 
de al  diverso  valore  di  n.  Convien  dunque  in  ogni  ca- 
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so  determinare  il  valore,  che  dee  darsi  ad  n;  e questo 
facilmente  si  determina  , se  coll’esperienza  si  trovino 
i valori  di  C , e c\  o le  celerità  di  A,  a dopo  l’urto. 
Suppongliiamo  per  maggior  semplicità  M = m , e 
c — o . Sia  noto  per  l’esperienza,  clie  la  velocità  di 
A dopo  1’  urto  è = a ; la  velocità  di  a è = (3.  Facil- 
mente dalle  formule  delle  celerità  dopo  l’ urto  si  rile- 
verà il  valore  di  n.  Infatti  la  formula  (ì)  del  n°.  397 
diviene  C — '/,  ( 1 -f  n ) C = a jela  formula  (a) 
del  nr.  358  diviene  */,  ( 1 -f-  n ) C = j3.  La  prima  di 


queste  equazioni  da  n = ^ -f-  1 ; la  seconda  n == 
— ì.  Trovato  in  tal  guisa  il  valore  di  »,  convien 

o 


sostituirlo  nelle  formule  della  celerità , e si  farà  cosi 
la  correzione , che  si  ricerca. 

43 1.  Abbiamo  avvertito  nel  principio  di  questo 
capitolo , che  il  moto  si  comunica  peli’  urto  in  un 
tempo  più , o men  lungo , secondo  che  i corpi , che 
si  urtano  sono  più,  o men  compressibili  $ ma  per  in- 
trodurre maggior  semplicità  nelle  nostre  considera- 
zioni , abbiamo  supposto  , che  si  comunichi  istan- 
taneamente . Conviene  ora , che  prendiamo  brevemen- 
te in  esame  gli  effetti  fisici  della  maggior,  o minor 
durata  del  tempo  impiegato  nella  comunicazione  del 
moto  . 

Se  nell’apparato  descritto  sopra  [4o3]  si  appendano 
ai  fili,  e si  facciano  scambievolmente  urtare  delle  pal- 
le d’ avorio  ricoperte  di  gomma  elastica,  o d’altra  so- 
stanza elastica  sì  non  meno  dell’  avorio , ma  moltis- 
simo più  compressibile , si  troverà , che  per  quanto 
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cadendo  da  eguali  altezze  si  urtino  con  egual  forza, 
pure  si  comunicano  una  velocità  molto  minore  di 
quella  , che  si  comunicavano  essendo  nude. 

Rilevasi  dalle  più  comuni  sperienze , che  per 
l’urto  contro  un  corpo,  che  cede  e si  ritira,  come 
non  si  comunica  il  moto , che  poco  a poco , o succes- 
sivamente ; cosi  l’ urtante  perde  meno  forza,  che  ur- 
tando contro  un  ostacolo  immobile , e pochissimo 
compressibile. 

432.  Dimostra  dunque  l’esperienza,  che  l’effet- 
to dell’  urto  è maggiore  o minore  , essendo  minore 
o maggiore  il  tempo , in  cui  si  comunica  il  moto  . 
E siccome  quest’effetto  è anche  maggior  o minore  , 
se  maggior  o minore  sia  la  forza  dei  corpi , che  si 
urtano;  cosi  può  stabilirsi,  che  l’effetto  dell’urto 
cresce  crescendo  la  forza , e scemando  il  tempo , che 
si  spende  in  comunicarla , e viceversa . 

Posto  ciò  facilmente  s’ intende , perchè 

433.  I.  L’urto  non  produce  sensibile  effetto  semi 
za  il  contrasto  d’  una  resistenza  , per  cui  la  comu- 
nicazione del  moto  possa  farsi , e farsi  rapidamente . 

Da  ciò  nasce  , che 

i°.  L’opposizione  di  materie  soffici  impedisce  in 
gran  parte  gli  effetti  dell’  urto  dei  corpi  anche  i più 
impetuosi . 

20.  La  minore,  o maggior  compressibilità  de’ cor- 
pi, che  si  urtano  fa,  che  più  o men  facilmente  si 
rompano.  Un  corpo  si  rompe  per  l’urto,  quando  la 
forza , che  concepisce  la  parte  interessata  nell’urto  è 
tale  da  vincere  la  coesione  , che  la  tiene  unita  alle 
parti  contigue  . È inutile  avvertire , che  dee  aversi 
lo  stesso  effetto , sia  che  la  parte  urti  , sia  che  ven- 
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ga  urtata  , essendo  all’  azione  eguale  e contraria  la 
reazione  . Ora  più  forte  è l’urto,  e meno  son  compres- 
sibili i corpi , più  notabile  , e più  rapida  è la  comu- 
nicazione della  forza  ; e perciò  più  facilmente  i cor- 
pi , che  si  urtano  si  posson  rompere  . Quindi  una  taz- 
za per  es.  di  porcellana  si  rompe  cadendo  sopra  una 
pietra  , non  si  rompe  cadendo  anche  da  molto  mag- 
giore altezza  sopra  la  paglia  . 

3°.  Una  nave  non  si  rompe  urtando  impetuosa- 
mente un’altra  nave,  che  cede,  e si  ritira;  si  rom- 
pe urtando  anche  con  minor  impeto  contro  uno  sco- 
glio . Tra  le  due  navi  la  comunicazione  del  moto  si  fa 
successivamente;  si  fa  quasi  istantaneamente  tra  la 
nave  e lo  scoglio  . 

4°.  Un  piano  di  legno  , peres.  una  porta  posta  in 
bilico  sì  fattamente,  che  ogni  leggiero  urto  possa  farla 
rotare,  resta  immobile  venendo  traversata  dalla  palla 
d’una  pistola,  che  si  scarichi  da  vicino  contro  di  essa. 
Eccone  la  ragione  . La  porta  non  può  rotare,  che  per 
1*  effetto  d’  un  urto  , che  ella  riceva . L’ urto  non  pro- 
duce effetto,  se  non  incontra  sensibile  resistenza . La 
resistenza , che  la  porta  presenta  a un  corpo,  che  l’ ur- 
ta in  una  qualche  parte  nasce  dall’  adesioni  della  par- 
te urtata  colle  contigue  ; e questa  resistenza  è tanto 
più  sensibile , quanto  più  notabile  è la  proporzione  di 
queste  adesioni  alla  forza  urtante . Nel  caso  contem- 
plato la  proporzione  dell’ adesioni  della  parte  urtata 
alla  forza  urtante  è piccolissima  e insensibile,  giacché 
la  palla  colla  più  gran  facilità  trasporta  seco  la  parte 
urtata . Piccolissimo  dunque  ed  insensibile  dev’  essere 
l’effetto  dell’  urto  della  palla  contro  la  porta,  e quiu- 
di  non  è bastante  a comunicarle  quel  piccolo  momen- 
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to,  .che  le  bisogna  per  poter  rotare  intorno  al  bilico  ; e 
che  le  è facilmente  comunicato  da  una  forza  , che  es- 
sendo o minore,  o poco  maggiore  delle  adesioni  della 
parte  urtata  incontrerebbe  sensibile  resistenza  . 

434.  II.  Per  arrestare  un  corpo  , che  si  muove  con 
grandissima  forza  conviene  opporli  la  resistenza  per 
gradi,  secondandone  il  moto  in  principio.  La  resisten- 
za opposta  al  mobile  dee  considerarsi  come  un  corpo 
urtato  dal  mobile  . Se  questo  corpo  cede , l’effetto 
dell’urto  è molto  minore  di  quel,  che  sarebbe  se  re- 
sistesse ; il  mobile  va  perdendo  a poco  a poco  il  suo 
empito  , e quindi  può  in  progresso  più  facilmente  ar- 
restarsi . Una  specie  d’istinto  ci  fa  impiegar  questo  me- 
todo per  trattener  colla  mano  un  corpo  di  notabil  pe- 
so, che  cada  da  una  certa  altezza  . I barcaioli  sanno, 
che  per  arrestare  con  una  fune  una  barca  trasportata 
dall’impeto  della  corrente,  bisogna  andarle. dietro  e 
ritirarla  poco  a poco  . Volendo  arrestarla  troppo  rapi- 
damente , la  fune  si  strapperebbe  . 

Molti  altri  fenomeni  potrebbero  spiegarsi  con  tali 
principi  ; ma  basta  pel  nostro  oggetto  l’avere  spiegati 
questi . 

CAPITOLO  XVIII. 

Del  moto  di  un  Sistema  di  Corpi . 

435.  Ciò  che  abbiamo  detto  del  moto  di  un  corpo 
solo,  può  con  piccole  variazioni  applicarsi  al  moto 
di  un  sistema  di  corpi. 

Parlando  di  un  corpo  solo  ne  abbiamo  indicati  gli  elementi 
colle  espressioni  differenziali  dm,dm'  delle  sue  particelle  infinite- 
sime, e la  somma  di  questi  elementi  col  loro  integrale  •,  parlan- 
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do  di  un  sistema  di  corpi  convien  considerare  in  luogo  degii 
elementi  i corpi  di  masse  finite  M , e la  loro  somma 

s’ indicherà  coll’  espressione  M -j-  M'  -J-  -J-  ec.  o siwero 

2 M , secondo  ciò , che  notammo  sopra  ( 1 65  ) . 

43q.  Il  sistema  può  esser  composto  di  corpi  libe- 
ri, o di  corpi  tutti  uniti  insieme  ; e l’azione  della  for- 
za, che  mette  in  moto  un  sistema  di  corpi  uniti  può 
esser  centrale , ed  eccentrica.  Siccome  i moti  dei  cor- 
pi liberi  non  si  modificano  scambievolmente  , così  si 
applica  ad  ogni  corpo  del  sistema  ciò,  cbe  del  moto 
di  un  sol  corpo  libero  abbiamo  stabilito  altrove. 

437.  Ma  se  i corpi  siano  uniti  tra  loro,  conviene 
ai  centri  di  gravità  di  questi  corpi  ciò,  cbe  in  un 
corpo  solo  conviene  alle  particelle,  onde  risulta.  Dun- 
que 

i°.  Se  il  sistema  sarà  messo  in  moto  o dall’  ap- 
plicazione ai  singoli  corpi  di  forze  parallele  proporzio- 
nali alle  loro  masse,  o dall’applicazione  al  eomun  cen- 
tro di  gravità  d’una  forza  eguale  alla  loro  somma,  e 
in  direzione  parallela  alle  loro  direzioni,  tutti  i corpi  si 
muoveranno  solo  progressivamente  con  egual  celerità 
in  linee  parallele , e con  egual  celerità  , ed  in  linea  pa- 
rallela alle  linee,  secondo  cui  si  muovono  i corpi,  si 
muoverà  pure  il  comun  centro  di  gravità.  Nella  stessa 
maniera  si  muoverebbe  il  comun  centro  di  gravità,  se 
i corpi  componenti  il  sistema  fossero  liberi , e si  muo- 
vessero come  si  muovono  essendo  uniti  $ lo  cbe  è per 
se  stesso  evidente. 

438.  20.  Agisca  su  di  un  sistema  di  corpi  uuiti 
una  forza,  sia  semplice,  sia  risultante,  la  cui  direzio- 
ne non  passi  pel  comun  centro  di  gravità.  Due  moti  si 
ecciterx-anno  nel  sistema,  uno  progressivo  comune  al 
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centro  di  gravità,  ed  ai  corpi , ed  uno  di  rotazione  in- 
torno al  centro  di  gravità  (4o5) . Questi  due  moti  sa- 
ranno indipendenti  l’uno  dall’altro,  e l’uno  nulla  in- 
fluirà sull’altro  (4o6).  Alla  rotazione  del  sistema  si 
applicherà  ciò,  die  dicemmo  della  rotazione  di  un 
corpo  solo  ; e qui  non  parleremo  che  alcun  poco  del 
moto  progressivo. 

439.  E primieramente  osserveremo,  che  pel  moto 
progressivo  del  comun  centro  di  gravità  è indifferen- 
te, che  i corpi  sieno  liberi,  o uniti  insieme.  Realmen- 
te se  i corpi  siano  uniti,  in  conseguenza  di  questa 
unione  una  porzione  del  moto  loro  impresso  si  di- 
strugge per  la  mu  tua  azione , e questa  porzione  non 
produce  moto  alcuno  nel  centro  di  gravità.  Il  suo  mo- 
to risulta  dalle  sole  quantità  del  moto  impresso,  che 
non  si  distruggono  , o sia  da  quelle  quantità  di  moto, 
che  hau  luogo,  quando  i componenti  il  sistema  si  con- 
siderano come  corpi  liberi , cui  siano  impressi  i moti , 
che  hanno  effettivamente.  E perciò  la  connessione  dei 
corpi  non  potendo  influire  sul  moto  del  centro  di  gra- 
vità , esso  si  muoverà  , come  se  i corpi  componenti  il 
sistema  essendo  liberi  avessero  ricevuti  i moti , da  cui 
son  trasportati. 

44°*  ^ra  un  sistema  di  corpi  uniti  insieme  mes- 
so in  moto  dall’  azione  di  una  forza  il  comun  centro 
di  gravità,  ed  i corpi  si  muovono  con  una  celerità  co- 
mune, che  si  determina  dividendo  per  la  massa  tota- 
le del  sistema  la  forza,  o quantità  di  moto  impressa  al 
centro  di  gravità.  Infatti  dette  C , c le  celerità,  con 
cui  si  muoverebbero  i due  corpi  M , m ( che  da  que- 
sti soli  suppoughiamo  composto  il  sistema  ) se  per  la 
modificazione  reciproca  prodotta  dalla  connessione 

T.  I.  20 
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non  fossero  obbligati  a prendere  una  velocità  comu- 

MC  4-  me 

ne,  la  velocità  comune  sarà  (3q4)  x — ; 

M -f  m 

ed  MC  -{-  essendo  la  somma  delle  forze  dei  corpi 
esprime  la  forza  impressa  al  comun  centro  di  gravità, 
come  M -f-  m la  massa  totale  del  sistema.  E per  ciò, 
che  sopra  abbiam  notato , questa  formula  indica  la  ve- 
locità del  comun  centro  di  gravità  anche  di  un  siste- 
ma di  corpi  liberi. 

44 1*  Il  comun  centro  di  gravità  di  quanti  corpi  si 
vogliano , che  si  muovano  uniformemente  per  linee 
parallele,  anche  con  velocità  diversa,  si  muove  costan- 
temenie  per  una  linea  parallela  alle  medesime.  In  fat- 
ti si  considerino  primieramente  due  corpi  AI , m>  È 
noto,  che  il  comun  centro  di  gravità  è nella  linea,  che 
unisce  i respettivi  loro  centri  in  un  punto,  le  cui  di- 
stanze dai  centri  sono  reciproche  alle  masse  dei  corpi 
stessi  (a34)-  Movendosi  i corpi,  e con  essi  il  comun 
centro' di  gravità,  questo  descriverà  una  linea,  i cui 
singoli  punti  saranno  sempre  distanti  dalle  linee  de- 
scritte da’ centri  dei  corpi  nella  ragione  reciproca  del- 
le loro  masse.  E poiché  le  direzioni  di  questi  due  cor- 
pi sono  parallele , la  direzione  del  comun  centro  di 
gravità  come  quella,  che  conserva  in  tutti  i suoi  punti 
l’ equidistanza  tra  le  due  direzioni , sarà  loro  parallela. 
Ma  qualunque  sia  il  numero  dei  corpi,  ha  sempre  co- 
stantemente luogo  V accennata  relazione  tra  le  masse 
respettive,  e la  posizione  del  loro  comun  centro  di 
gravità.  Dunque  qualunque  sia  il  numero  de’  corpi 
costituenti  il  sistema,  la  direzione  del  comun  centro  di 
gravità  è parallela  alle  direzioni  de  centri  di  gravità 
de’ singoli  corpi. 
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44a.  Egli  è poi  chiaro , che  il  moto  del  comun 
centro  di  graviti»  è simile  al  moto  de’corpi  componen- 
ti il  sistema.  Poiché  nella  formula  x = che 

M -\-m 

esprime  la  celerità  del  centro  di  gravità  anche  di  un 
sistema  di  corpi  sciolti,  se  la  somma  MC  -}-  me  è co- 
stante, anche  x sarà  costante,  e perciò  il  moto  del  co- 
mun centro  di  gravità  sarà  uniforme.  Ma  se  le  veloci- 
tà C , c sono  variabili,  varierà  colla  stessa  legge,  e nel- 
la stessa  maniera  la  velocità  x , e il  moto  del  comun 
centro  di  gravità. 

443.  E qui  vuoisi  notare , che  d ovendosi  prendere 
negativamente  quei  moti , che  si  fanno  in  senso  con- 
trario agli  altri , che  prendonsi  per  positivi,  può  tal- 
volta accadere  , che  la  formula  esprimente  il  moto 
del  comun  centro  di  gravità  si  riduca  eguale  a zero, 
e conseguentemente,  che  il  comun  centro  di  gravità 
sia  fisso,  per  quanto  si  muovano  i corpi,  che  compon- 
gono il  sistema. 

444*  Ma  p»à  importanti  dottrine  relative  al  moto  di  un 
sistema  di  corpi  si  possono  meglio  dedurre  dalla  considerazione 
dell’ equazioni  d’equilibrio  tra  le  forze  perdute,  o guadagnate 
per  la  modificazione  reciproca  prodotta  dalla  connessione  dei 
corpi  . 

Siano  pertanto  m,  ni',  m",  ec.  le  masse  dei  corpi  componen- 
ti il  sistema  dato,  e siano  P,  P\  P",  ec.  le  loro  respetfive  velo- 
cità guadagnate  , o perdute  per  le  loro  reciproche  modificazioni 
ad  un’  epoca  qualunque  del  loro  moto.  Le  quantità  di  moto  da 
dette  masse  guadagnate,  o perdute  saranno  rappresentate  da 
m Pi  /n‘P*  ; m"  P"  ec . Considerando  queste  quantità  di  moto 
come  altrettante  forze  applicate  al  sistema  nelle  direzioni  delle 
velocità  P,  P',  P",  ec.  se  il  sistema  non  fosse  animato,  che  da 
queste  resterebbe  in  equilibrio . Conservate  pertanto  le  denomi- 
nazioni del  n°.  1 80 , avremo  per  un  sistema  di  corpi  le  medesi- 
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me  sei  equazioni,  che  in  detto  numero  stabilimmo  j?ei  un  siste- 
ma di  punti , sol  che  si  scriva  mPjm'P1  ",  i»u  P",  ee.  in  ve- 
ce di  P,  P\  P"  e c.  avremo  cioè 
2 m P cos.  oc  ~ o; 

2 m P cos.  j3  — oj 
2 tn  P cos.  y ~ o 

relativamente  al  moto  progressivo  ; e le  seguenti  relative  al  moto 
di  rotazione 


2 m P ( x cos . |3  — y cos.  a ) = o ; 

2 m P ( z cos.  a — x cos.  y ) = o ; 

2mP(;  cos.  y — x cos.  j3  ) = o . 

Queste  sei  equazioni  hanno  generalmente  luogo , quando  il 
sistema  è libero  in  ogni  senso  . Nel  caso  che  sia  nel  sistema  un 
punto  fisso  , le  prime  tre  non  hanno  luogo  , se  si  ponga  1’  origi- 
ne delle  coordinate  in  detto  punto.  Se  poi  siano  due  i punti  fis- 
si ne!  sistema,  prendendo  la  retta,  che  passa  per  questi  due 
ponti  per  un  asse  delle  coordinate,  per  es.  per  quello  delle  x , 
avrà  luogo  solamente  un’equazione , e sarà  la  sesta  . 

445.  Per  quanto  siano  note  le  direzioni  delle  forze,  che’ani- 
mano  le  diverse  parti  del  sistema,  non  ostante  le  direzioni  delle 
velocità  P,  P',  Pu,  ec.  perdute,  o guadagnate  sono  incognite, 
e in  conseguenza  non  posson  farsi  utili  applicazioni  delle  formu- 
le precedenti.  Questo  inconveniente  per  altro  cessa  tutte  le  volte, 
che  le  forze  date  si  decompongano  preventivamente  nel  senso  dei 
tre  assi  ortogonali . Adorala  perdita,  o guadagno  di  forza  è cer- 
tamente nel  senso  di  questi  medesimi  assi  , e così  resta  inutile 
la  determinazione  degli  angoli  a , |3 , y , cc. 

446'.  Siano  dunque  X , F,  Z le  somme  delle  componenti 
respettivamente  parallele  agli  assi  delle  x,y,  z,  nelle  quali  s’in- 
tendano risolute  le  forze,  che  agiscono  sul  punto  m in  un  tempo 
qualunque  t . Se  questo  punto  materiale  fosse  libero  li  sarebbe- 
ro comunicate  ne!  senso  dei  tre  assi  durante  il  tempuscolo  dt , 
che  succede  a <le  velocità  X dt,  Ydt,  Zdt . Siccome  al  tempo  t 
corrispondono  gli  spazj  x ,y,  z nel  senso  dei  tre  assi  pel  mo- 


bile m ; così  le  sue  velocità  sarebbero 


dx 

dt 


& 

dt 


dz 

~dt 


$ onde 


questo  mobile  supposto  libero  avrebbe  al  fine  del  tempo  t -f-  dt 
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le  volocità  -f.  Xdt  nel  senso  delle  x;  — -J-  Ydt  nel 
dz 

senso  delle  y\  ^ — }-  Zdt  nel  senso  delle  a . 

Ma  attese  le  modificazioni  introdotte  dall’unione  di  quel 

• • • • • • dx  dy 

mobile  cogli  altri  corpi  del  sistema,  le  velocità-^  $ ; 


dz 

dt 


- , che  esso  ha  nel  senso  dei  tre  assi  al  fine  del  tempo  t , nel 


....  dx  . , dx  dy  . . dy  dz 

tempo  t-f'dt  diventano  — d.  — ; j£"T‘  jT  5 


dt  7 dt 


+ d.  , essendo  la  velocità  funzione  del  tempo  . 

Dunque  nel  senso  dell’  asse  delle  x il  mobile  ha  perduta  la 

• dx  • « 

velocità  Xdt  — d . — ; nel  senso  delle  y la  velocità  Ydt 

É'  « t 

m •% 

dx  d~ 

— d — : e nel  senso  delle  s la  velocità  Zdt  — d • 
dt  dt 

Queste  tre  quantità  si  potranno  sostituire  nelle  equazio- 
ni generali  , che  trovammo  sopra  ( 180  ) per  1’  equilibrio  di 
un  sistema  qualunque  di  corpi  , le  cui  masse  si  consideravano 
— 1 , alle  tre  respettive  forze  P cos.  a,  P cos.  j3,  P cos.  y re- 
lativamente al  corpo  m , perchè  tutte  queste  velocità  scambievol- 
mente si  distruggono , e in  conseguenza  si  fanno  scambievol- 
mente equilibrio , come  quelle . Se  pertanto  per  farle  appartene- 
re agli  altri  corpi  to',  to"  applichiamo  alle  lettere  x,  y,  s; 
X,  Yy  Z uno,  due  ec.  accenti , le  sei  equazioni  di  sopra  si  can- 
geranno  nelle  seguenti , in  cui  dt  è costante , 
d*x 


m 2 m X \ 

dt*  ì 

m = 2 m Y 


dt * 

2 . m =z : 2 m Z 

dt 1 


5 
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Z.mL&g££l  = lm(jr_rXÌ\ 

2 • “ = ^ C,z  - »r)  ) 

447-  Siano  x,  ; z,  le  coordinate  del  centro  di  gravità. del 
sistema  , di  cui  si  tratta  . La  posizione  di  questo  centro  si  deter- 
mina colle  equazioni  (198) 

imi  2mr  2 m z 

x,  =s  — j yK  = — - ; «.  = — — — : ovvero 


2 m 2m  > S‘“  2m 

1 x,  2 m = 2 m x ; 

(«)<  2 >«  = 2 m r; 

f z,  2 m ~ 2 m zi 


; ovvero 


Differenziando  due  volte  fatto  dt  costante , e dividendo  per  dt*  . 
avremo 

d*x.  _ v . d’x 

-J-  Z » = 2 » -fri 

dgì.  2 m = 2 -»  ; 

dt*  dt* 

d*z.  v v d*z 

Sostituendo  dunque , le  equazioni  ( 1 ) diventano 

2m  — 2 mX  5 

dt1 

— 2m  — 2mF  $ 
dt* 

— 2mZ  } 
di * 

e quindi  si  ricava 

, d*at  2mX 
C ~dt~  2m  5 

v y \ dt*  2/n 

V d*z,  2 Z 

V.  dV * 2 m 
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Queste  tre  equazioni  appartengono  al  moto  di  un  punto  « di  cui 
le  coordinate  sono  x,  » yx  , z,  » e di  cui  le  forze  acceleratrici  de- 
composte nel  senso  dei  tre  ^ssi  sono  rappresentate  dai  loro  se- 

2ntJf  ... 

coadi  membri.  Ora  il  secondo  membro  v della  pnma 

2,  m 

equazione  non  rappresenta  , che  la  somma  delle  masse  di  cia- 
scun corpo  del  sistema  moltiplicate  ciascuna  respettivamente  per 
la  forza  acceleratrice,  da  cui  è animata  decomposta  nel  senso 
dell’  asse  delle  x , e questa  somma  divisa  per  la  somma  totale 
delle  masse  dei  corpi;  o vogliam  dire  questo  secondo  membro 
rappresenta  la  somma  delle  quantità  di  moto  di  tutti  i corpi  de- 
composta secondo  l’ asse  delle  x , e divisa  per  la  somma  delle 
masse.  Immaginando  dunque,  che  le  forze  acceleratrici  siano  ap- 
plicate tutte  al  punto  di  cui  le  coordinate  sono  x,,^,,  s,,  e che 
in  questo  punto  siano  concentrale  tutte  le  masse  m,  rn\  ni",  ec. 

del  sistema , il  secondo  membro  della  prima  equa- 

2i  TYl 

zione  rappresenta  la  forza  acceleratrice  di  quel  ponto  decomposta 
nel  senso  dell’  asse  delle  x.  Nella  stessa  guisa  i secondi  membri 

2—,  — ——  ? della  seconda , e della  terza  di  queste 
Z m 2.  m 

equazioni  rappresentano  le  forze  acceleratrici  di  quel  medesimo 
punto  decomposte  respettivamente  nel  senso  dell’asse  delle y , e 
delle  z.  Quindi  si  conclude,  che  il  centro  di  gravità  d* un  siste- 
ma di  corpi,  che  non  comprende  alcun  punto  Jìsso  si  muove 
nello  spazio , come  se  le  masse  di  tutti  questi  corpi  vi  fos- 
sero riunite , e le  forze  motrici  date , che  agiscono  su  questi 
corpi  fossero  applicate  a questo  centro  parallelamente  alle 
loro  direzioni,  e senza  cangiare  lavoro  intensità. 

448-  Se  nel  sistema  non  sono  forze  acceleratrici , ed  esso  si 
muove  solamente  per  velocità  preconcepite  , o per  impulsi  istan- 
tanei comanicati  alle  masse  m , m‘ , ec.  i secondi  membri  delle 
equazioni  ( G ) saranno  eguali  a zero  ; onde  avremo 


d*r,  , d*z}  

— °J  — °» 


Queste  equazioni  integrate  due  volte  danno 

x,  = a t 4-  b = a'  t •+•  b'  J s,  = «"  t + &"» 
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essendo  a,  b ; a',  b'  ; a",  6'*  costanti  arbitrarie.  E siccome  que- 
ste equazioni  appartengono  a un  moto  uniforme  rettilineo,  è 
chiaro  , che  in  questa  ipotesi  il  centro  di  gravità  si  muove  uni- 
formemente in  linea  retta. 

44,9-  Lo  stesso  succede,  se  le  masse  nt,m\  ec.  sono  affette 
da  forze  acceleratrici , che  sieno  attrazioni,  o repulsioni  scambie- 
voli tra  una  massa, e l’altra;  poiché  siccome  l’attrazione  o repul- 
sione della  massa  m verso  to’  è eguale  , e contraria  a quella  dì 
m'  verso  m,  e lo  stesso  è di  tutte  le  altre  masse  ; così  è chiaro 
che  trasportate  tutte  queste  masse  nel  centro  di  gravità  secondo 
le  loro  direzioni  la  risultante  sarà  nulla.  Per  esse  adunque  il  cen- 
tro di  gravità  non  concepirà  moto  alcuno,  nè  potrà  muoversi , 
che  per  velocità  preconcepite , o per  impulsi  istantanei;  e così 
siamo  nel  caso  precedente. 

Questo  importante  risultato  costituisce  il  principio  generale 
della  conservazione  del  moto  del  centro  di  gravità. 

45o.  In  oltre  quand’  anche  un  numero  qualunque  di  corpi 
componenti  il  sistema  venissero  ad  incontrarsi,  ed  urtarsi  scam- 
bievolmente , questa  percossa  non  cangerebbe  per  niente  la  velo- 
cità del  centro  di  gravità.  In  fatti  abbiamo  trovato  sopra 


m x 


2 m ’ 2 m ’ ’ 2 m 

volta  fatto  dt  costante,  e dividendo  per  dt  si  ricava 

<!£L  Jl‘3  ; & _ *•&.  ih  - ■ 

dt  2m  dt  2rn  dt  Sm 

Le  quantità  , ~~  rappresentano  le  velocità  del 

centro  di  gravità  nel  senno  dei  tre  assi  a un  istante  qualunque, 
le  quantità  J —■  rappresentano  le  velocità  del* 


_ Z ni  y ' 


2 


m z 


Differenziando  una 


come 


dt 


la  massa  m al  medesimo  istante.  Ora  urtandosi  fra  loro  due  , o 

più  corpi  siano  a,  b , c i valori  delle  quantità  ^ 

pel  corjio  m avanti  l’iirto;  J,B,C  quelli  dopo  l’urto.  Avremo 

dyt  , Smt  _ dzt  Smc 


. „ dx\  Sma 

avanti  1 urto  ‘ =:  — ; 

di  im 


dt 


Sm  ’ dt 


Uni 
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c dopo  i urto  — 


s97 

dyx  SmJ9  _ tis,  SmC 

Ut  Sm  ’ t/< 


Sm 

Ora  è chiaro,  che  Sma~SmA ; Emù  = EmB ’,Emc  ~EmC . 

In  fatti  pel  principio  del  D’  Alembert  le  quantità  di  moto, 
o forze  perdute  dal  sistema  nel  momento  dell’  urto  debbono  far- 
si equilibrio  scambievolmente.  Ora  le  componenti  di  queste  for- 
ze. nel  senso  dei  tre  assi  pel  corpo  m sono  ma  — mA  ",  mb 
— mB  ; me  — mC , e in  generale  per  tutti  i corpi  la  somma 
delle  componenti  nel  senso  dei  tre  assi  delle  x , y , z sono 
E nta  — E mA  ; 2 mb  — 2 mB  ; 2 me  — 2 mC  ; e queste 
quantità  dovendo  per  l’equilibrio  esser  ciascuna  ~ o,  si  avra 
2 ma  ~ 2 mA  ; 2 mb  — 2 mB  ; 2 me  zzi  EmC.  Dunque  ee. 

45i.  Prendendo  ora  in  esame  le  tre  equazioni  (2)  trovate 
sopra  (446)  noteremo,  che  dopo  quanto  abbiam  detto  al  n°.  345 
si  comprende  facilmente,  che  i primi  membri  di  qneste  equazio- 
ni sono  la  differenziale  seconda  per  rapporto  a t divisa  per  di'1 
del  doppio  della  somma  dell’arce  descritte  dai  corpi  del  sistema 
proiettate  su  i tre  piani  coordinati , ciascuna  ^Helle  quali  differen- 
ziali è moltiplicata  per  la  massa  corrispondente.  Denotiamo  per- 
tanto per  '/*  A la  somma  delle  proiezioni  dell’  aree  realmente 
descritte  dai  corpi  delle  masse  m' , m'  ec.  nel  tempo  t sul  piano 
x y,  e moltiplicate  per  queste  masse  respettivamente;  e denotia- 
mo per  lf*  B , */,  C quella  delle  proiezioni  di  queste  medesime 
aree  su  i piani  xz  , yz.  Le  dette  equazioni  (a)  diventeranno 

=2  m (x  r — y xy, 

d*  B v . . 

zz  E m ( z X — x Z ); 


di' 
d'C 
dt * 


= 2 m ( y Z — z Y), 


Se  le  forze  acceleratrici  del  sistema  son  tali , che  si  annulli- 
no in  queste  equazioni  i secondi  membri,  i quali  rappresentano 
la  somma  dei  momenti  delle  forze  applicate  ai  varj  corpi  del  siste- 
ma moltiplicati  per  le  respettive  masse  riferiti  ai  tre  assi  ortogo- 

, , d-A  d'B  d‘C  , . 

«ab  , resulterà  - = 0;  zzo;  *^7—  =0,  onde  in- 

tegrando due  volte  si  avrà  Azz  al , B zzbt  j C zzi  et . Le  quan- 
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tità  a,  b , c sono  tre  costanti  arbitrarie , e non  si  aggiuntoti  co- 
stanti dopo  la  seconda  integrazione,  perchè  dee  aversi  A — o j 
B — o ; C ~ o , quando  t ~ a . 

Queste  tre  ultime  equazioni  racchiudono  il  seguente  teore- 
ma = Nel  moto  di  ui j,  sistema  libero  di  punti  materiali  le- 
gati fra  loro  in  una  maniera  qualunque  , e affetti  da  forze 
tali , che  la  somma  dei  loro  momenti  moltiplicati  respetti  vo- 
mente per  le  masse  sia  nulla  rispetto  agli  assi  delle  coordi- 
nate , la  somma  delle  aree  descritte  intorno  alV  origine  del- 
le coordinate  proiettate  su  i piani  coordinati  , e moltiplicate 
ciascuna  per  la  massa , che  le  appartiene  sono  proporzio- 
nali al  tempo  impiegato  a descriverle  — . In  questo  teorema 
consiste  il  principio  generale  conosciuto  in  Meccanica  sotto  il 
nome  di  conservazione  dell ’ aree . 

45a.  Questo  teorema  si  verifica  , cioè  si  annullano  le  quan- 
tità 2 m (z  f — / X);  2 m ( z X — x Z );  2 m ( y Z 
-*  O 

1°.  Quando  .T  = oj  Z =z  o;  K—  o ; cioè  quando  man- 
cando le  forze  accelcratrici , che  sollecitano  il  sistema , questo 
si  muove  solamente  per  impulsi  istantanei , o per  velocità  pre- 
concepite . E siccome  ciò  ha  luogo  ovunque  si  ponga  1’  origine 
delie  coordinate,  e qualunque  ne  siano  gli  assi;  così  se  conside- 
riamo in  questo  caso  le  aree  descritte  intorno  ad  un  punto  qua- 
lunque, e le  loro  proiezioni  sopra  uu  piano  qualunque,  che  passi 
per  quel  punto  , la  somma  di  queste  proiezioni  moltiplicata 
ciascuna  per  la  massa  corrispondente  debbe  esser  proporzionale 
al  tempo  impiegato  a descriverle  . 

453.  3°.  Quando  le  forze  sono  attrazioni  scambievoli  tra  un 
corpo,  ed  un  altro:  poiché  queste  forze  due  a due  sono  eguali,  e 
contrarie  , onde  i momenti  di  rotazione  riescono  nulli  relativa- 
mente ad  un  asse  qualunque;  e quindi  ha  luogo  generalmente  il 
teorema , come  nel  caso  antecedente. 

In  questi  due  casi  il  teorema  superiore  ha  dunque  luogo 
per  tutti  i punti  dello  spazio , c per  tutti  i piani , che  si  posson 
condurre  per  ciascun  punto . Ma  se  nel  sistema  esistesse  un  pun- 
to fisso,  l’ equazioni  (3)  non  avrebber  luogo  , che  prendendo 
questo  punto  per  origine  delle  coordinate , e conseguentemente 
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1’  enunciato  teorema  della  conservazione  dell’  aree  è vero  solo 
relativamente  a questo  punto  fisso  riguardato  come  centro  delle 
aree  medesime  ; restano  per  altro  sempre  arbitrarie  le  direziont 
de’  piani  di  proiezione . 

454.  3°.  Se  le  forze  acceleratrici  son  tutte  dirette  ad  un  sol 
centro  , o punto  fisso , prendendo  questo  punto  per  origine  del- 
le coordinate  si  ha  per  quello , che  abhiam  veduto  sopra  (346) 
X:  Y:  Z x:  y:  z ( l’istessa  proporzione  ha  luogo  tra  le  al- 
tre quantità  analoghe  con  uno,  due,  ec.  accenti  ) e quindi  risul- 
tando xY  — yX  = o ; zX  — xZ  — o : yZ  — zY  = o,  ec. 
le  tre  quantità  Z m (rf  — y X ,‘  jL  m ( Zr  — sX  ) , 

2 m (yZ  — sF)  si  annullano  , e il  teorema  precedente  ha 
luogo  relativamente  al  centro  delle  forze  come  nel  caso , che  sia 
nel  sistema  un  punto  fisso , essendo  le  arce  proiettate  sopra  un 
piano  qualunque  , che  passi  per  detto  centro  . 

455.  Non  men  famosi  , chei  principj  della  conservazione 
del  moto  del  centro  di  gravità,  e della  conservazione  dell’  aree 
sono  quei  della  conservazione  delle  forze  vive  , e della  mi - 
nima  azione  . Crediamo  perciò  opportuno  il  darne  qui  una  di- 
mostrazione generale  dedotta  dal  principio  altrove  esposto  delle 
celerità  virtuali  (r85)  , che  applicheremo  alle  onantilji  di  moto 


perdute  mP  , m P\m"  P'\  ec.  che  dehhon  farsi  equilibrio. 

Osserveremo  pertanto,  che  le  formule m ( Xdi  — d~~  ); 

dt  ' 


d&)im(Zdt. 


d — — esprimono  le  quantità 


di  moto  perdute  dal  rorpo  m nel  senso  de’  tre  assi  x ,y,  z re- 
spettivamente  , e le  altre  fcimule  analoghe  afle  precedenti , in 
cui  si  ponga  uno,  o più  accenti  alle  lettere  m,  x,y,  z,  X,  Y,Z 
esprimeranno  le  quantità  del  moto  perdute  dagli  altri  corpi 
m\  m",  ec.  nel  senso  medesimo  dei  tre  assi.  Moltiplicando  cia- 
scuna di  queste  quantità  di  moto  ,0  forze  per  la  variazione  del- 
la coordinata  , che  le  compete  [ la  qual  variazione  paò  prendersi 
per  la  celerità  virtuale  secondo  la  direzione  della  forfa  ] e poi 
sommando  tutti  i prodotti  , questa  somma  dovrà  essere  ss  o . 
Denotandosi  dunque  col  segno  d la  variazione  delle  x , y,  z , e 
servendosi  sempre  del  segno  2 per  indicar  la  somma  di  quan- 


* 
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tità  simili , avremo  per  il  principio  delle  celerità  virtuali 

2 m ( Xdt 


)*  x+2m  ( rdt  — d AjL  >ay 

dz 


dt 


m 


+ lm(Zdt  — d~t)di=zo. 

Dividendo  questa  equazione  per  dt  supposta  costante  , 
si  avrà 

( <J  xd*x-\-dy  d'y  -{-(J  zd*  z ) 

dF~’  ’ ” ' 

2 m ( X<Jx+  Z'Jz)  ( a ). 

Ori  i due  segni  d,  e $ come  sono  relativi  ad  operazioni 
diverse  affatto , così  sono  tra  loro  indipendenti . Il  segno  d ap- 
partiene alla  variazione  delle  coordinate  dipendentemente  dal 
moto  prodotto  nel  tempo  dt  dalle  forze  acceleratrici , che  agisco- 
no sul  sistema , ed  il  segno  $ appartiene  alla  variazione  delle  me- 
desime coordinale  in  conseguenza  di  un  moto  arbitrario  impresso 
al  sistema  medesimo  . Se  si  supponga  , che  questo  secondo  mo- 
to si  confonda  col  primo;  o sia  se  imprimasi  al  sistema  un  moto, 
che  sia  quel  medesimo,  che  esso  realmente  prende  nell’istante  dt 
per  le  forze  acceleratrici,  allora  dx  confondendosi  con  ox  , po- 
tiamo nell’  equazione  precedente  cangiare  il  $ in  d , ed  essa  di- 
venterà 

v (dxdd  r 4-  d y d*  y -\~d  z d*  a ) 

dt * 

2m  ( Xdx  -f-  Ydy  Zdz')-  Essendo  dxd*x-\-dyd*y-\-dzd'ts~ 

'/*  d ( dx*  dy*  -f-  dz*  ) “ ’/,  d . ds 5 , 

se  ds  sia  l’elemento  dell’arco  descritto  da  m ; il  primo  membro 

* . . ds"1 

della  precedente  equazione  diventa  2 m.d.  ^ — , oppure 

‘/*  2 m.d . V*  perchè  — V velocità  di  m ; o anche  ( per 

essere  il  segno  2 indipendente  da  d')1^  d 2 m V1  ; e perciò 
moltiplicando  per  2 , ed  integrando 

2 m V*~  2 f 2 m ( Xdx  -f.  Ydy  + Zdz  ) -f  C , 
dove  C è una  costante  arbitraria  . 

456.  Quando  la  quantità  2 m ( Xdx  -j-  Ydy  -j-  Zdz  ) è 
una  differenziale  completa  di  una  funzione  <p  delle  coordinate  dei 
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mobili  considerate  come  variabili  fra  loro  indipendenti  , sarà  <p 
l’ integrale  di  quella  quantità  medesima  , e perciò  1’  equazione 
diventerà  2 m V*  "C^2y,eC  si  determinerà  per  mezzo 
del  valore  di  i m Y*  in  una  data  posizione  del  sistema  . 

457-  Quest’  ultima  equazione  ha  luogo  , qualor  si  verilichi- 
no  due  supposizioni  . 

i°.  Che  si  {tossa  cangiare  $ in  d. 

1°.  Che  la  quantità  Xdx-\.  Ydy  4~  Zdz  sia  integrabile  e- 
sattamente  . 

Sarà  pertanto  opportuno  di  esaminare  , se  queste  condizio- 
ni siano  sempre  , e quando  ammissibili  . 

Vi  è un  caso  , in  cui  la  prima  non  può  aver  luogo,  e que- 
sto è quando  alcuni  corpi  del  sistema  sono  obbligati  a trovarsi 
costantemente  sopra  curve  , o superficie  date  , che  sono  esse  stes- 
se in  moto  nello  spazio  secondo  una  data  legge;  poiché  allora 
avendosi  delle  relazioni  tra  le  coordinate  x,y , z,x',y\  z\ec. 
appartcnenli  ad  uno,  o piii  corpi  , e in  oltre  entrando  in  quelle 
relazioni  il  tempo  t esplicitamente  , le  equazioni  differenziali 
rapporto  a t quindi  dedotte  per  determinare  le  relazioni,  che  bau 
tra  loro  le  dx,  dy,  dz,  ec.  avranno  la  forma  della  seguente  equa- 
zione 

Adx  -f  Bdy  4-  Cdz  + Ax  di* \-Tdt  — o, 

in  cui  T è il  coefficiente  del  differenziale  di  t;  c A , B , C , Ax  ec. 
sono  i coefficienti  delle  variazioni  , che  in  ciascun  caso  parti- 
colare restan  determinati . 

Ma  le  equazioni  differenziali  dedotte  dalle  medesime  rela- 
zioni col  segno  S non  essendo  relative , che  alle  variazioni  delle 
x,  y , z , x1 , y\  ec.  solamente  , supposto  costante  t , saranno 
della  forma 

A $x  4-  B$y  4-  C$z  4-  A'àx'  4-  et-  = o . 

Se  si  cangia  in  d , come  si  esige  nella  prima  ipotesi , questa 
seconda  equazione  divenendo 

Adx  4~  Bdy  4-  Cdz  4-  A'dxx  4"  ec.  rr  o,  non  può  essere  iden- 
tica colla  prima  , che  contiene  il  termine  Tdt  di  piò;  e perciò 
col  cangiare  $ in  4 si  viene  in  questo  caso  ad  alterare  le  rela- 
zioni , che  debbono  aver  luogo  fra  le  dx , dy  , dz  , ec.  ; e per- 
ciò la  prima  ipotesi  non  è ammissibile  . 
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458-  La  seconda  ipotesi  è ammissibile 

1°.  Quando  nel  sistema  non  sono  forze  accelcratrici , perchè 
allora  essendo  X ~ o Yz=  o ; Z ~o  , sarà  pure  f zzz  o . 

2°.  Quando  i corpi  componenti  il  sistema  souo  sollecitali 
da  forze  dirette  verso  centri  fissi , e le  intensità  delle  quali  sono 
funzioni  delle  distanze  dei  mobili  da  questi  centri;  poiché  ab- 
biam  veduto  sopra  (344)  * c^e  ’n  questo  caso  il  trinomio 
Xdx  -f-  Fi ly  Zdi  è per  ciascun  corpo  un  differenziale  inte- 

grabile esattamente  . 

3°.  Quando  i mobili  esercitano  fra  loro  delle  attrazioni  re- 
ciproche, purché  le  forze  acceleratrici  dovute  a queste  attrazioni 
siano  proporzionali  alle  masse  dei  corpi  attraenti,  ed  espresse 
per  una  funzione  qualunque  della  loro  distanza  , essendo  in  tal 
raso  la  quantità 

2 m ( Xdx  4-  Ydr  -\-Zdz  ) esattamente  integrabile  . Infatti 
sia  f la  distanza  fra  m , ed  zn1  ; Funa  funzione  di  f;m[  F la 
forza  acreleratrice , che  agisce  sopra  m per  l’attrazione  di  ni  ; 
m F la  forza  acceleratrice,  che  agisce  sopra  in  per  1’  attrazione 
di  m . 


La  prima  forza  to'  F essendo  diretta  da  m verso  to’ , avrà 
per  componenti  nel  senso  dei  tre  assi  delle  x , y , s , rrù  F'  X 

(r' »■  F (Xrzll;  m.  F ÌX=XL. 

Non  considerando  dunque , che  questa  forza  sarà 

X — m'F  ; Y — m*  F LZ-TJL)-  Z = m'  F X 

J e perciò  Xdx  + Ydy  -f  Zdz  — 

dx  4*  W—y]  dy  4-  [«'—*]  dz  ) . 

Parimente  essendo  X\  Y,ZX  le  componenti  della  forza  ac- 
celeratrice , che  da  m agisce  sopra  m' , siccome  in  tal  caso 

questa  forza  acceleratrice  è mF , sarà  IrmF  - — — — l • 
Y'  — mF  *'  = mF  5 e perciò  X'dx'  + 

Y'dy'  + ZW=^[[x-x'\djd+(y-y')dy'+(z~-z')  dz ']* 


Dìgitized  by  Google 


3o3 

Moltiplicando  ora  la  prima  di  queste  equazioni  per  m,  la 
seconda  per  m' , e sommandole , si  avrà 

(i)  m ( Xdx  f Ydy  + Zdz)  + »'(  AVx»+  Y'dy'+ Z'dz')  =3 
x>  ( dx—dx')  -{-  (y'—y)(dy—dy")  4-  (z'-_ z)  X 

(<iz—  dz')]-  Ora/*  = (x  — x')*  4*  ( J — / )*  4" 

( z — z'  potendosi  f considerare  come  diagonale  di  un  pa- 
rallelepipedo , che  abbia  per  lati  x — xl$  y — y[  ; z — s‘. 
Differenziando  |>er  tanto  , e dividendo  per  1 , avremo  fdf  ss 
( x — x'  ) ( dx  — rix1  ) 4-  ( y — / ) ( dy  — dy'  ) 4* 
( z — z'  ) ( dz  — dz'')  ; o — fdf  — ( x1  — x)  (rfx  — rfx'  )4" 
(/  — y ) ( dy  — dy'  ) 4”(  *’ * — * ) (dz  — dz ' ) . Sostituendo 
dunque  il  primo  membro  di  questa  equazione  in  luogo  del  secon- 
do nelli equazione  (b),  avremo  m ( Xdx  4“  Ydy  4"  Zdz  ) 4- 
to'  ( Xdx'  -f-  Y'dy'  4* Z'dz ' ) ~ — mm1  Fdf . Dunque  se 
nella  formula  2 m ( Xdx  -j-  Ydy  4”  Zdx  ) in  luogo  dei  pri- 
mi duetennini  , che  formano  il  primo  membro  dell’ultima  equa- 
zione, si  scriva  la  quantità  — mm'  Fdf,  siccome  questa  è una 
funzione  differenziale  esatta  rapporto  a f nell’ipotesi  di  F fun- 
zione di/;  così  la  detta  formula  sarà  integrabile  rapporto  a quei 
due  termini . -Nelle  medesime  circostanze  essa  lo  sari»  pure  rap- 
porto a tutti  gli  altri  termini  , e in  conseguenza  ella  sarà  integra- 
bile generalmente,  e l’equazione  superiore  2 m V*  ~C  4~2® 
avrà  luogo  anche  in  questo  terzo  caso  . 

45g.  Nell’equazione  2 m Y*  — C vt  © essendo  jn  V * 
la  forza  viva  del  primo  corpo,  2 mY*  rappresenterà  la  forza 
viva  di  tutti  i corpi  del  sistema  nel  loro  moto.  Nell’  ipotesi  dun- 
que , che  ora  abbiam  veduto  potersi  ammettere  , 1’  equazione 
2 m Y*  — C + a <p  ci  daià  la  somma  delle  forze  vive  del  si- 
stema a un  istante  qualunque  , quando  si  conosca  il  valore  di 
questa  somma  ad  un  istante  determinato  , e si  assegnino  le  coor- 
dinate dei  mobili  in  queste  due  posizioni  del  sistema.  L’aumen- 
to , o la  diminuzione  della  somma  delle  forze  vive  da  una  posi- 
zione del  sistema  all’  altra  non  dipenderà  in  modo  alcuno  dalla 
natura  delle  forze  . Questo  aumento  sarà  nuHo  , e la  somma  del- 
le forze  vive  ritornerà  ad  esser  la  stessa  , quando  il  sistema  dei 
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moltili  tornerà  alla  stessa  posizione  ; e finalmente  questa  somma 
sarà  invariabile , quando  i mobili  non  saranno  animati  da  alcun» 
forza  acceleratrice  ; il  tutto  come  nel  caso  contemplato  sopra 
(3  fa')  per  un  sol  corpo . In  ciò  consiste  il  principio  conosciuto 
in  Meccanica  sotto  il  nome  di  principio  generale  della  conser- 
vazione delle  forze  vive  . 

46o.  Dopo  tutto  ciò  è ben  facile  dimostrare  il  principio 
della  minima  azione,  che  é compreso  nel  seguente  teorema 
Nel  moto  di  un  sistema  di  corpi , in  cui  ha  luogo  il  princi- 
pio delle  forze  vive , se  si  fa  il  prodotto  della  velocità  di 
ciascun  mobile  per  la  sua  massa  , e per  V elemento  della  sua 
traiettoria  5 e poi  la  somma  di  tutti  questi  prodotti  s*  integri 
da  una  posizione  aW  altra  del  sistema , il  valore  di  questo 
integrale  sarà  un  minimo  . , 

In  fatti  sia  m la  massa  di  un  corpo,  V la  sua  velocità  , ds 
l’elemento  dell’arco,  o della  sua  traiettoria;  sarà  Imvds  la 
somma  dei  prodotti,  di  cui  si  parla  ; f Imvds  ne  sarà  l’ integra- 
le ; e il  teorema  esige , che  la  variazione  ne  sia  eguale  a zero  . 
Prendendo  pertanto  la  variazione  si  ha  8 flmvds . Ma  i segni 
<?,/',  2 essendo  fra  loro  indipendenti  si  possono  permutare  fra 
loro  ; perciò  sarà 


$.  r.Zmvds^f.. 


. m 


. 8 . vds  — 


fi  . m f v8ds  -1-  ds8v  ) ; C poiché  ds  = vdt  ; sarà 
8 f I-  m vds  — r.  I.  m f v 8 d s -f-  v d v . dt)  — : 
f f Imv8  r/s-|*  2w»  • ’/«  d • o*  . dt  ) ; o sia 
(c)  8 . f Imvds  = flmvàds  -f-  ’/ » dt  Im  d.  e*  ) . 
Ma  l’ equazione  Jwc’r:!®  ci  da  2.  m $ ■ v*  — 2 0 9 , e 
poiché  dall’equazione  fa)  si  deduce  (4^6)  — “m  (Xdx-|- 

rdy  + Z8z)  = I.m  (d£t  . d*  + ^ ^ ) 

sostituendo  avremo  dall’  equazione  (r  ) 

8rZmvds=r[Imvdds+I.m  dx+  3y  + **  ) 1 • 

Parimente  poiché  ds*  — dx*  dy% dz* , effettuando  la  va- 
riazione , e divideudo  per  dt  si  ha 


«.  . 
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permutando  i segni  3 , e d , e scrivendo  v in  luogo  di  , 

risulta  vdds  — -—r-  • d.  3x  4-  “■  • d.  ~jr  d.  3z.  So- 
dt  1 dt  dt 

stituendo  dunque  nell’  equazione  precedente  si  trova  3 f2..mvdsz=z 

/&»&■***+%*:**+%■*■»'+%** 

+ *'•  **  + $•  Jll- 

Ora  è chiaro , che  la  quantità  compresa  tra  le  parentesi  è 
il  differenziale  relativo  a d della  quantità  trinomi» 

$»*+$  * + £*• 

Sarà  dunque  3 f . 2mv  d s ~ 

fl.m.d^—  3*  + $y  + » e P°ichè  51  *** 

gno  y*  si  può  portare  accanto  al  d , cui  è relativo  , e Io  di- 
strugge sarà  3 f 2 mvds  = * 

+ f •*+£■**)• 

Il  secondo  membro  di  questa  equazione  e nullo  ai  due  limi- 
ti dell’ integrale  f2.rn.vds  , poiché  a questi  limiti  le  posizioni  di 
lutti  i corpi  del  sistema  sono  date,  onde  le  variazioni  delle  coor- 
dinate debbon  esser  nulle , di  modo  che  le  variazioni  0 x,  Oy  » 0 z * 
che  vi  si  riferiscono  sono  nulle  per  lutti  questi  corpi . Essendo 
dunque  3x  xjz  o , Sy  — o , 32  — o , sarà  3./*  2 • mvds — o , e 
perciò  rLnivds  un  minimo  come  si  propose . Si  conosce  essere 
un  minimo  senza  la  solita  riprova»  perchè  la  natura  della  que- 
stione  esclude  il  massimo  , essendo  evidentemente  senza  limiti 
il  moto . o viaggio  dì  un  corpo  tra  un  punto  ed  un  altro  . 


t.  r. 


ai 
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CAPITOLO  XIX. 

Del  Moto  rifratlo. 

46 1.  In  tutto  quello  , che  è stato  fin  qui  detto 
del  moto , abbiamo  sempre  fatta  astrazione  dagli  osta- 
coli , che  al  medesimo  possono  opporsi , abbiamo  cioè 
implicitamente  considerato  il  moto  come  fatto  nel 
vuoto.  Conviene,  che  alcun  poco  si  parli  ora  delle 
modificazioni , che  induce  in  esso  la  resistenza  dei 
mezzi . Molte  cose  potrebbero  dirsi  su  tal  proposito; 
ma  noi  le  riserberemo  airidrodinamica,  dove  saranno 
esposte  più  opportunamente , e ci  limiteremo  qui  a 
considerar  quella  specie  di  moto , che  dicesi  refratlOi 
per  cui  i mobili  mentre  da  un  fluido,  o mezzo  passa- 
no in  un  altro  di  diversa  natura  soffrono  una  altera- 
zione o nella  sola  celerità , o nella  celerità  insieme , e 
nella  direzione  . ( 

46a.  È chiaro,  che  un  mobile  traversando  un  flui- 
do è ad  ogni  momento  nel  caso  di  un  corpo , che  ne 
urta  un  altro.  Dee  dunque  ad  ogni  m omento  perder 
porzione  della  sua  velocità.  In  fatti  passi  normalmente 
il  corpo  A dal  mezzo  AD  ( Fig.  47.  ) nel  mezzo  DR  . 
Sia  C la  celerità,  con  cui  A si  muove  nel  mezzo  AD, 
e suppongansi  i mezzi  in  quiete:  si  dica  M la  massa  di 
A',  mìa  massa  urtata  del  fluido  DBR.  La  celerità  di  A 

thjC 

dopo  il  primo  ingresso  in  BRsarà  C — — — , o siv- 

M\  m 

vero  generalmente  C — ~ *■  .“t*  n~  (307)  : che  è 

M - J-  m 

quanto  dire  la  celerità , con  cui  il  corpo  si  muovea  nel 
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primo  mezzo  è diminuita  dalla  porzione  

M-fm 

Avvertasi , che  si  dee  far  n = o , se  manchi  l’ ela- 
sticità . 

463.  Ma  la  ragione , per  cui  un  solido  traversando 
un  fluido  perde  a ogni  momento  una  porzione  della 
sua  velocità , è la  necessità , in  cui  si  trova  ad  ogni 
momento  di  vincere  la  coesione,  o viscosità, e l’inerzia 
delle  parti  del  medesimo  , cioè  d’ imprimer  loro  una 
celerità.  Quindi  più  sarà  grande  il  numero  delle  parti, 
di  cui  è composto  il  volume  urtato  del  fluido;  cioè 
più  sarà  denso  il  fluido  , maggiore  sarà  , a circostanze 
pari,  la  diminuzione  della  celerità  d’un  corpo , che  si 
muò'verà  a traverso  il  medesimo,  e viceversa  ; vale  a 
dire  la  diminuzione  della  celerità  di  un^mohile,  che 
s’insinua  in  un  fluido  è maggiore,  e conseguente- 
mente minore  la  celerità  rimanente , quando  è mag- 
giore la  densità  del  fluido.  Se  perciò  sia  d la  densità 
del  fluido  AD  ; d 1 quella  di  DR , e C la  celerità  in 
AD;  C”  la  celerità  in  DR,  posta  d'  ^ d sarà  C'  > C*. 

464.  Nell’  ipotesi , che  il  mobile  A s’ insinui  nor- 
malmente nel  fluido  BR,  o DA,  la  formula,  che  indica 
l’alterazione  del  moto  di  esso  mostra  , che  non  dee  va- 
riarsi la  sua  direzione,  come  non  si  varia  generalmente 
quella  del  moto  dopo  l’urto  diretto , e quindi  possia- 

' jxio  concludere,  che  esso  continuerà  a muoversi  per  la 
direzione  medesima.  Ma  non  così,  se  esso  vi  s’ insinui 
obliquamente . In  tal  caso  ne  sia  la  celerità  espressa 
dalla  linea  CB . Se  questa  velocità  si  risolva  nelle  due 
C A,  CD,  è chiaro , che  CA  parallela  al  mezzo  resisten- 
te DR  non  soffre  cangiamento  alcuno,  mentre  si  can- 
gia la  velocità  CD  normale  al  mezzo  medesimo  ; onde 
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dee  cangiarsi  la  ragione  di  queste  velocità , e per  con- 
seguenza non  può  il  corpo  A continuare  a muoversi 
per  la  stessa  direzione  . Dunque  passando  un  mobile 
obliquamente  da  un  mezzo  in  un  altro  di  varia  densi- 
tà , se  ne  cangia  e la  celerità , e la  direzione  ; ed  il 
moto  dicesi  in  tal  caso  propriamente  rifratto  . 

465.  Ora  all’oggetto  di  determinare  la  nuova  dire- 
zione del  mobile  supponghiamo,  che  la  celerità  CD 
per  il  ritardo  diveng’a  =r  BE.  Sia  BG  = CA  ,e  alzata 
la  noimale  GL  = BE,; si  compia  il  parallelogrammo 
GE.  11  corpo  A giunto  obliquamente  in  B invece  di 
continuare  il  suo  moto  per  la  direzione  CBH,  dovrà 
andare  per  BL  risultante  delle  due  BE,  BG.  Ora  , sic- 
come posta  d > d\  si  ha  C'  > C ” [463],  cioè  la  per- 
dita di  celerilà  è maggiore , quando  un  corpo  da  un 
mezzo  passa  in  un  più  denso,  e viceversa;  cosi  se  si 
conduca  per  il  punto  B del  passaggio  la  AE  normale 
alla  superficie  dei  fluidi  contigui , è chiaro  per  la  dot- 
trina della  composizione  del  moto , che  il  corpo  en- 
trando in  un  mezzo  più  denso , dee  la  direzione  del 
suo  moto  allontanarsi  da  questa  normale,  e avvicinar- 
visi  per  lo  contrario,  passando  esso  in  un  mezzo  men 
denso  ; e tanto  più , o meno  allontanarsene  , o avvici- 
narvisi,  quanto  è maggiore,  o minore  la  ragione  di 
quella  porzione  di  celerità , che  resta  invariata  a quel- 
la, che  si  varia. 

466.  Possono  queste  verità  confermarsi  general- 
mente coll’  esperienza  scagliando  normalmente,  a 
obliquamente  un  corpo  in  un  recipiente  d’  acqua , 
che  abbia  fondo,  e pareti  molli.  La  sola  luce  si  disco- 
sta da  queste  leggi  per  le  ragioni , che  addurremo  a 
suo  luogo. 
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CAPITOLO  XX. 

Della  Gravitazione  universale. 

467.  Le  dottrine  stabilite  fin  qui  ci  mettono  in  gra- 
do di  esporre  la  teorica  della  Gravitazione  universale. 

Le  osservazioni  astronomiche  condussero  il  Ke- 
plero a stabilire  le  tre  seguenti  leggi  per  il  moto  dei 
Pianeti  attorno  al  Sole. 

i°.  I pianeti  si  muovono  in  curve  piane,  e i loro 
raggi  vettori  descrivono  intorno  al  centro  del  sole  aree 
proporzionali  ai  tempi,  in  cui  son  descritte. 

20.  Le  orbite  dei  piaueti  sono  ellissi , cbe  hanno  in 
uno  dei  fuochi  il  centro  del  sole. 

3*.  I quadrati  dei  tempi  delle  rivoluzioni  dei  pia- 
neti intorno  al  sole  stan  tra  loro  come  i cubi  dei  gran- 
fi’assi  delle  loro  orbite,  o delle  medie  distanze  dal 
sole. 

Queste  stesse  leggi  si  applicano  ancora  al  moto 
dei  Satelliti  intorno  ai  loro  primarj. 

468.  La  prima  di  queste  leggi  dimostra,  che  i pia- 
neti primari  son  costantemente  attratti  verso  il  centro 
del  sole  (35 1 ). 

La  seconda  dimostra,  che  la  forza  centripeta  dei 
pianeti , cioè  la  loro  attrazione  verso  il  sole  varia  in 
ragione  duplicata  inversa  delle  distanze  dal  centro-cui 
è diretta  (356). 

469.  La  terza  poi  dimostra,  che  l’attrazione  del 
sole  pei  pianeti  agisce  con  eguale  energia  su  tutti  al- 
l’unità di  distanza  (36o).  Questa  forza  non  è varia 
ne’varj  pianeti,  se  non  perchè  ne  son  varie  le  distan- 
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ze  dal  sole.  Talché  se  tutti  i pi  aneli  si  trovassero  in 
quiete  alla  medesima  distanza  dal  sole , e abbandona- 
ti alla  loro  attrazione  verso  il  centro  di  esso , scende- 
rebbero tutti  in  egual  tempo  da  un’eguale  altezza. 
Dunque  l’ attrazione , che  spinge  i pianeti  verso  del 
sole  ò respettivamente  proporzionale  alla  loro  massa. 

470.  Ciò  che  si  dice  dei  pianeti  conviene  anche  al- 
le Comete.  Non  è dimostrato  dalle  osservazioni , che 
tutte  le  leggi  del  Keplero  convengano  alle  comete  ; ma 
si  sa , che  lor  conviene  la  prima,  e quindi  può  dedursi, 
che  dee  pur  convenir  loro  la  terza.  E per  quanto  non 
sia  certo,  che  la  traiettoria  delle  comete  sia  sempre 
ellittica  , non  può  quindi  rivocarsi  in  dubbio,  che  la 
lor  forza  centripeta  varj  in  ragion  duplicata  inversa 
delle  distanze  dal  centro,  perchè  un  proietto  con  una 
forza  centripeta  soggetta  a tal  legge  può  descriver  non 
solo  un’  ellisse,  ma  qualunque  sezion  conica  (355). 

471.  Quanto  abbia  in  detto  dei  pianeti  primarj  ri- 
spetto al  sole  si  applica  ai  secondar)  rispetto  ai  lor  pri- 
marj . La  proporzione  costante  tra  le  aree  descritte  dai 
loro  raggi  vettori , e i tempi , in  cui  son  descritte  fa 
vedere  , che  son  attratti  verso  i centri  dei  lor  prima- 
rj $ così  pure  la  figura  ellittica  più , o meno  sensibile 
delle  loro  orbite , e il  rapporto  costante  dei  quadrali 
dei  tempi  periodici  ai  cubi  delle  medie  distanze  mo- 
strano, che  l’ attrazione , cui  son  soggetti  è proporzio- 
najp  alla  massa  (469) , e reciproca  al  quadrato  delle 
distanze  dal  centro. 

472.  I satelliti  son  pure  attratti  dal  sole  nella  stes- 
sa guisa  , che  i primarj , giacché  si  muovono  intorno  di 
loro,  come  se  essi  fossero  immobili , per  quanto  girino 
attorno  al  sole.  5e  i satelliti  non  fossero  attratti  verso 
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del  sole  con  quelle  stesse  leggi,  con  cui  sono  attratti  i 
primari , si  manifesterebbero  nei  loro  moti  delle  irre- 
golarità, che  le  osservazioni  nonhan  scoperte. 

473.  Dunque  i pianeti,  le  comete,  i satelliti  sof- 
frono una  stessa  attrazione  verso  il  sole.  Mentre  i sa- 
telliti girano  intorno  al  primario, il  sistema  del  pianeta 
e de’  satelliti  è trasportato  da  un  moto  comune  nello 
spazio , ed  è ritenuto  dalla  medesima  forza  attorno  al 
sole.  •’  !i  ;; 

Or  siccome  è legge  costante  della  natura,  che  la  rea- 
zione è eguale,  e contraria  all’azione  (70);  così  è fuor 
di  dubbio,  che  tutti  questi  corpi  reagiscono  sul  sole, 
e lo  attraggono  in  ragione  delle  loro  masse,  e son  dota- 
ti per  conseguenza  di  una  forza  attraente  proporzio- 
nale alle  masse , e reciproca  al  quadrato  delle  distanze. 

474-  E tal  forza  non  si  manifesta  solo  tra  il  sole,  e i 
corpi  celesti . Questi  corpi  si  attraggono  anche  1*  un 
coll’  altro  ; e l’una  coll’  altra  si  attraggon  pure  le  loro 
stesse  parti.  Realmente  la  figura  sferica,  che  hanno 
tutti  i corpi  celesti  mostra , che  le  loro  particelle  son 
riunite  intorno  ai  loro  centri  di  gravità  da  una  forza, 
che  a eguali  distanze  li  sollecita  egualmente  verso  que- 
sti punti . Si  è osservato , che  quando  i corpi  celesti 
si  avvicinano  tra  loro  , si  turbano  più  , o meno  i 
loro  moti  ; e ciò  non  potrebbe  accadere , se  non  esi- 
stesse tra  loro  una  scambievole  attrazione . E siccome 
gli  Astronomi  calcolandone  gli  effetti  nell’  ipotesi,  che 
essa  sia  reciproca  tra  i detti  corpi,  e proporzionale  di- 
rettamente alle  masse,  inversamente  al  quadrato  delle 
distanze,  trovano  i resultati  de’  loro  calcoli  conformi 
alle  osservazioni , così  non  resta  dubbio  , che  essa  è 
realmente  soggetta  a queste  leggi . 
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475.  L’attrazione  , che  i corpi  celesti  esercitano 
gli  uni  sugli  altri , non  appartiene  loro  solamente  in 
massa , ma  è propria  di  ciascuna  delle  loro  particelle 
elementari . Se  il  sole  non  agisse , che  sul  centro  della 
terra  senza  attrarre  particolarmente  ognuna  delle  sue 
parti,  le  acque  dell’Oceano  dovrebbero  esser  soggette 
a delle  oscillazioni  sommamente  più  grandi , e ben  di- 
verse da  quelle , che  vi  si  osservano  . Dunque  l’ attra- 
zione tra  la  terra , e il  sole  è il  resultato  delle  attra- 
zioni di  tutte  le  sue  particelle , che  per  conseguenza 
attraggono  il  sole  in  ragione  delle  respettive  lor  masse: 
e ciò , che  si  dice  della  terra  si  applica  per  analogia  a 
tutti  gli  altri  pianeti . 

476.  Ora  questa  attrazione , che  i fenomeni  della 
natura  manifestano  tra  i corpi  celesti  è identica  alla 
gravità  dei  corpi  circumterrestri.  Realmente  ha  dimo- 
strato il  Newton , e dopo  di  lui  anche  con  maggior 
precisione  il  La  Place  ( Exposition  du  sy stèrne  du  Mon- 
de Li\>.  4.  c.  1 ) che  identica  alla  gravità  terrestre  è la 
forza  centripeta  della  luna  . Ecco  come  il  Newton 
giunse  a questa  interessante  scoperta  ( Prin.  Phil. 
Nat.  Lib.  i.prop.  4). 

La  forza  centripeta,  che  fa  descrivere  alla  luna  un 
arco  infinitesimo  della  sua  orbita  si  poco  eccentrica, 
che  può  prendersi  fisicamente  per  circolare , è espres- 
sa pel  seno  verso  di  quest’  arco , come  è per  se  stesso 
evidente^  e questo  seno  verso  può  considerarsi  come 
eguale  al  quadrato  dell’arco  diviso  pel  diametro.  Ora 
l’orbita  lunare  ha  per  raggio  60  semidiametri  terrestri 
ed  è percorsa  dalla  luna  in  giorni  27,  ore  7,  e 43’, 
cioè  in  39343’.  Conosciuta  in  piedi  parigini  ( prendia- 
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mo  tal  misura,  perchè  è quella  presa  dal  Newton  ) la 

lunghezza  del  raggio  terrestre,  si  conosce  ben  facil- 
mente a quanti  piedi  parigini  sia  eguale  l’orbita  della 
luna.  Che  se  questo  numero  di  piedi  parigini  si  divida 
per  3^43  , il  quoziente  indicherà  il  numero  dei  piedi, 
che  si  contiene  in  un  arco  descritto  dalla  luna  in  i’.  il 
quadrato -di  questo  quoziente  diviso  pel  diametro  del- 
l'orbita lunare  ridotto  in  piedi  parigini  sarà  il  seno  ver- 
so dell’arco  descritto  in  i’,  e indicherà  lo  spazio,  che 
in  detto  tempo  percorrerebbe  la  luna.se  lasciata  in  ba- 
lìa della  sola  forza  centripeta,  cominciasse  a cadere  ver- 
so la  terra . Il  Newton  trovò  questo  spazio  eguale  a 
circa  li  5 piedi  parigini,  e . Ora  la  forza  centripeta 
della  luna  varia  in  ragione  duplicata  inversa  delle  di- 
stanze (3  56).  Se  dunque  ella  fosse  presso  la  superficie 
della  terra,  come  ne  sarebbe  diminuita  la  distanza  dal 
centro  della  terra  nella  ragione  di  60:  1;  così  ne  sa- 
rebbe cresciuta  la  forza  centripeta  nella  ragione  di 
60*:  1 ; cioè  sarebbe  divenuta  36oo  volte  maggiore  ; e 
quindi  lo  spazio,  che  essa  descriverebbe  in  i’ sarebbe 
( i5  -J-  */,,  ) X 36oo  = 543oo  piedi  par.  Ma  que- 
sto è lo  spazio,  che  presso  la  superficie  della  terra 
descrivono  i corpi  per  il  solo  impulso  della  gravità 
in  i’  ; giacché  in  1”  descrivono  uno  spazio  = i5  '/,» 
pie.  par.  e debbon  perciò  in  1’  = 60”  descrivere  uno 
spazio,  che  stia  a quello  601:  ì (263).  Dunque  la 
luna  per  la  sua  forza  centripeta  descriverebbe  presso 
la  superficie  della  terra  in  un  dato  tempo  quel  medesi- 
mo spazio,  che  per  la  gravità  descrivono  tutti  i corpi 
circumterrestri  nel  medesimo  tempo. 

477.  Dunque  possiamo  concludere,  che  l’attrazio- 
ne, cui  va  soggetta  la  luna  , e per  analogìa  l’attrazio- 
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ne , che  si  manifesta  tra  tutti  gli  altri  corpi  celesti  è 
identica  alla  gravità  terrestre;  e quindi  siamo  condotti 
a stabilire  il  gran  principio  o legge  di  qptura , che 
Tutte  le  particelle  della  materia  si  attraggono  scam- 
bievolmente in  ragione  diretta  semplice  delle  masse 
e duplicata  inversa  delle  distanze . 

Diversi  interessantissimi  corollari  deduconsi  da 
questo  principio  . 

478.  I.  Data  una  superficie  sferica  BKG  ( Fig . 48.) 
composta  di  parti  attraenti  in  ragion  diretta  semplice 
della  messa,  duplicata  inversa  della  distanza,  un  pun- 
to materiale , o corpicciuolo  P situato  dentro  di  essa 
non  risentirà  alcun  effetto  dall’  attrazione  delle  parti , 
che  la  compongono.  In  fatti  sia  primieramente  situato 
nel  centro  . Siccome  è eguale  la  sua  distanza  da  tutte 
le  eguali  parti  della  superficie,  così  tutte  lo  attrarranno 
verso  di  se  con  eguale  energìa,  e l’attrazioue  d’ognu- 
na distruggendosi  dall’  attrazione  di  quella , che  le  è 
diametralmente  opposta,  il- corpo  non  ne  risentirà  al- 
cun effetto.  Sia  ora  il  corpicciuolo  P situato  fuori  del 
centro.  Crescerà  , è vero,  l’attrazione  di  quelle  parti, 
cui  il  corpicciuolo  si  avvicina,  e scemerà  quella  delle 
parti,  da  cui  si  allontana  :ma  siccome  corrispondente- 
mente scema  il  numero  delle  parti , che  attraggono  più 
fortemente,  e cresce  il  numero  di  quelle,  che  attrag- 
gon  men  fortemente , così  si  fa  una  compensazione , e 
riman  distrutto  l’ effetto  d’ ogni  attrazione.  Realmente 
se  si  tirino  per  il  punto  P in  cui  si  suppone  situato  il 
corpicciuolo  le  due  rette  AE,  FB.che  intersechino  gli 
archi  infinitesimi  AB  , EF  , saran  simili  i triangoli 
EPF , APB , che  hanno  eguali  gli  angoli  F , A appog- 
giati sopra  un  arco  eguale , e gli  angoli  al  vertice  . A? 
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vromo  dunque  EF  : AB::PE  : PB  . Supponessi  EF, 
e BA  diametri  di  due  piccolissimi  menischi  tagliati 
sulla  superficie  sferica  da  rette,  clic  passando  pel  pun- 
to P vengano  a costituire  due  coni,  che  abbiano  per 
basi  i detti  menischi,  che  possan  fisicamente  conside- 
rarsi come  piani , o superficie  circolari.  Avremo  FE*  : 
AB*  H EP*  : PB*.  Queste  superficie  attraggono  per  ipo- 
tesi il  corpicciuolo  Pin  ragione  diretta  semplice  delle 
loro  masse , e duplicata  inversa  delle  distanze  da  esso. 
Perciò  1’  azione  della  superficie  avente  per  diametro 
AB  sta  aH’azioBe  della  superficie,  che  ha  per  diametro 


EF*  ..  PB*  EP* 
ÈP*  *’  TF  : Ì5  PT 


i : ì . Ambe 


le  superficie  adunque  attraggono  il  corpicciuolo  P con 
egual  forza  in  direzioni  opposte , e perciò  niun  effetto 
esso  risentirà  dalle  loro  attrazioni.  Questo  discorso 
può  applicarsi  a tutte  le  parti,  che  compongono  l’in- 
tera superficie  sferica . Dunque  si  può  stabilire , che 
un  corpo  posto  dentro  la  medesima  non  risente  effetto 
alcuno  dall’  attrazione  delle  sue  parti . 

479.  II.  Passiamo  ora  a considerare  il  caso,  in  cui 
un  corpo  P è fuori  della  data  superficie  sferica  a qua- 
# lunque  distanza  PA  ( Fig.  49  ) • Tirata  la  linea  PB , 
che  passi  pel  centro  della  sfera , è chiaro , che  l’ attra- 
zione , che  esso  risentirà  sarà  secondo  questa  linea  so- 
lamente, perchè  tutto  è eguale  attorno  di  essa,  cioè  si 
distruggono  tutte  scambievolmente  le  attrazioni  obli- 
que . Ora  facilmente  si  dimostra  , che  1’  attrazione  sof- 
ferta dal  corpuscolo  verso  il  centro  della  sfera  segue 
la  ragione  duplicata  inversa  della  sua  distanza  dal 
detto  centro . In  fatti  le  due  eguali  superficie  sferiche 
AI1RB;  ahkb  attraggono  i corpicciuoli  P,p  posti 
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fuori  di  esse.  Condotte  le  rette  PHK , phk , ed  estre- 
mamente vicine  a queste  le  PIL,  pii,  che  taglino  gli 
archi  eguali  HK  , hk , IL , il  ; e per  i centri  S,  s le  PSB, 
psb , st  tirino  le  normali  SD  , sd  ; SE , se  sopra  PK  , 
pk  , e PL  , pi  ; e le  normali  IQ,  iq;  IR,  ir  sopra  le 
PB , pb , e le  PK.,  pk . Essendo  Ds  = ds  ; SE  = se , ed 
estremamente  piccoli , o evanescenti  gli  angoli  KPL  ; 
kpl,  potranno  considerarsi  come  eguali  le  PE,  PF,  e 
le  pe,  pf . Ora  pei  triangoli  simili  PIR  , PFD;  pir, 
pfd  abbiamo  PI  : PF  I!  RI  : DF  ; e pf:  pi  II  df 
( = DF  ) : ri;  e perciò  moltiplicando  ®na  per  l’altra 
le  precedenti  analogie  PI  X pf  ■ PF  X pi  II  RI  : ri  " 
are.  HI:  are.  hi , potendosi  sostituire  III  ad  IR , e hi 
ad  ir  per  essere  infinitesimi  gli  angoli  PRI , pri . Pari, 
mente  per  la  somiglianza  de’ triangoli  PQI,  PES;  pqi 
pes  abbiamo  PI  : PS  II  IQ  : SE  ; e ps  : pi  j;  se 
( =SE  ):  iq;  onde  ps  . PI  : PS.  pi  “ IQ  : iq;  e molti- 
plicando tra  loro  le  due  ultime  proporzioni  starà  PI*  X 
pf . ps  : pi*.  PF  X PS  1 1 are.  HI . IQ  : are.  hi . iq , cioè 
come  la  superficie  circolare  descritta  dalla  rivoluzio- 
ne dell’  arco  IH  intorno  a PS,  alla  superficie  descritta 
dalla  rivoluzione  dell’arco  i h intorno  a ps.  Ma  le  for- 
ze F,f,  con  cui  queste  superficie  attraggono  i corpic-  . 
ciuoli  P , p secondo  le  linee  PI , pi , che  tendono 
verso  di  esse  sono  per  ipotesi  tra  loro  come  queste 
superficie  medesime  divise  per  PI*  , e pi* . Dunque 


F MQ-  : 55^*1::  pf.  Ps,  pf.ps. 

Ora  risolvendo  la  forza  F,  che  agisce  secondo  PI 


in  due  , di  cui  una  G agente  secondo  PS  tenda  al  cen- 


tro S;  e parimente  risolvendo  la  forza  f in  due,  una 
delle  quali  g agente  secondo  ps  tenda  al  centro  s,  a- 
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vremo  F : G " PI:  PQ  M PS:  PF;/ : g II  pi:  pq  II 
ps:  pf  per  la  somiglianza  dei  triangoli  PIQ,  PSF  ; piq, 
psf.  E sostituendo  invece  di  F,  e di/i  valori. ad  esse 
proporzionali  pf  X ps  ; PF  X PS,  avremo  pf.  ps:  G II 
PS:  PF;  PF.  PS:  g IT  ps  : pf;  e quindi 

_ PF.  pf.  ps.  pf.  PF.  PS  ~ f w 

ro  ps 

ps*  : pf.  PF  X PS*  ! I ps*  : PS* . Clie  è quanto  dire , la 
forza,  con  cui  il  corpicciuolo  P è attratto  verso  il  cen- 
tro S dalla  superficie  circolare  generata  dall’  arco  HI 
per  la  rivoluzione  del  semicerchio  AKB  intorno  al  dia- 
metro AB  sta  alla  forza,  con  cui  è attratto  il  corpiccio- 
ìop  verso  il  centro  s dalla  superficie  generata  dall’  ar- 
co hi  per  la  rivoluzione  del  semicerchio  akb  intorno 
al  diametro  ab  in  ragion  duplicata  inversa  delle  distan- 
ze da  questi  centri . 

Nella  stessa  maniera  può  dimostrarsi,  che  le  for- 
ze, con  cui  le  superficie  generate  dalla  rivoluzione  de- 
gli archi  KL,k  1 attraggono  i corpicciouli  P,  p sono 
come  p s*:  PS*;  e che  nella  medesima  ragione  sono  le 
forze  attraenti  di  tutte  le  superficie  circolari , in  cui 
l’una , e l’altra  superficie  sferica  si  può  dividere  pren- 
dendo sempre  sd  = SD;  se  = SE.  Dunque  compo- 
nendo le  attrazioni  delle  intere  superficie  sferiche  per 
i detti  corpicciuoli  sono  nella  stessa  ragione. 

48o.  Quindi  è chiaro,  che  un  corpicciuolo  P situato 
fuor  di  una  sfera,  la  cui  massa  si  consideri  = 1 , è at- 
tratto dalla  sfera  con  una  forza  reciproca  al  quadrato 
della  sua  distanza  dal  centro  di  essa.  Poiché  intenden- 
do , che  la  sfera  sia  divisa  in  un  numero  infinito  di  su- 
perficie sferiche  concentriche , le  attrazioni  f che  P 
soffrirà  da  tutte  le  superficie  saranno  reciproche  al 
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(juadrato  della  distanza  del  corpo  dal  centro.  Onde 
componendo  l’ attrazion  totale  del  corpuscolo  verso  la 
sfera  sarà  nella  stessa  ragione. 

48 1.  Dunque  dicendo  d la  distanza  di  un  corpic- 
ciuolo  dal  centro  S di  una  sfera  composta  di  materia 
omogenea  attraente  come  sopra , che  abbia  la  massa 
M , Q 1’  attrazione  di  questa  sfera  pel  dato  corpic- 
ciuolo  ; g l’intensità  dell’attrazione  di  un’altra  sfera 
presa  per  unità  di  massa  all’unità  di  distanza,  avremo 


Ma  quésta  stessa  espressione  denota  la 


forza  attraente  di  un  punto  materiale,  che  abbia  la 
massa  A/,  e sia  collocata  in  S.  Può  dunque  stabilirsi. 


che 


,,  L’ attrazione  di  un  corpo  sferico,  ed  omogeneo 
sopra  un  punto  materiale  posto  fuori  di  esso  è la  me- 
desima , che  se  la  massa  intera  di  questo  corpo  fosse 
riunita  nel  suo  centro.  ,, 

E la  verità  del  teorema  sussiste  anche  quando  il 
corpo  non  sia  omogeneo , purché  per  altro  sia  compo- 
sto di  strati  sferici  concentrici , che  siano  omogenei , 
perchè  l’attrazione  di  ogni  strato  è la  stessa,  che  se 
tutta  la  materia  attraente , da  cui  resulta  fosse  riunita 
nel  respettivo  centro,  e l’attrazione  del  corpo  intiero 
è eguale  alla  somma  delle  attrazioni  di  tutte  le  sue 
parti. 

Qualora  si  rifletta,  che  condensandosi  nel  centro  di 
una  sfera  tutta  la  materia,  che  la  compone,  di  quanto  si 
accresce  la  distanza  dal  corpicciuolo  esterno  di  quelle 
parti , che  son  comprese  nell’  emisfero  anteriore  , si  di- 
minuisce d’ altrettanto  quella  delle  parti  comprese  nel- 
l’ eguale  emisfero  posteriore,  ben  s’ intende  , che  dee 
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aversi  una  compensazione  tra  le  attrazioni  parziali, 
che  crescono,  e quelle  che  scemano,  onde  l’ attrazion 
totale  dee  restare  invariata. 

48a.  Dal  precedente  teorema  si  deduce , 
i°.  Che  le  sfere  posson  considerarsi  come  punti 
materiali,  o pesanti. 

a0.  Che  nel  calcolare  F attrazione  reciproca  di  due 
sfere,  bisogna  prendere  la  distanza  tra  i loro  centri, 
e non  tra  le  loro  superficie. 

483.  III.  Un  corpicciuolo  P ( Fig . 48)  situato  nel- 
l’interno di  una  sfera  ABGK  è attratto  con  una  forza 
proporzionale  alla  sua  distanza  dal  centro  C della  sfe- 
ra. Poiché  supponendo  la  zona  KBGFPQZ  composta 
di  uif  numero  infinito  di  superficie  concentriche,  ed 
applicando  a tutte  le  parti  di  ognuna  di  queste  super- 
ficie il  discorso  fatto  sopra  (478)  per  la  superficie 
KBF  concluderemo , che  il  corpo  P non  risente  attra- 
* zione  alcuna  da  tutta  questa  zona,  onde  è attratto  so- 
lo dalla  sfera  interna  PQZ,  sulla  cui  superficie  esso  si 
trova,  con  una  forza  proporzionale  alla  massa  e reci- 
proca al  quadrato  della  distanza  dal  centro  C;  cioè 


con  una  forza  espressa  per  — ^ 


se  M indichi  la  mas- 


sa  di  questa  sfera.  Ma  in  una  sfera  omogenea  la  mas- 
sa è proporzionale  alla  solidità , e questa  al  cubo  del 
raggio.  Dunque  il  «orpo  è attratto  da  una  forza  espres- 


sa per 


PC* 

PC' 


PC , cioè  da  una  forza  proporziona- 


le al  raggio  della  sfera  attraente. 

484-  Siccome  supponendosi  tolta  la  zona  esterna 
in  nulla  si  altera  l’azione  della  sfera  interna,  e il  cor- 
picciuolo rimane  allora  collocato  sulla  superficie  del- 
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la  sfera  attraente,  così  può  stabilirsi,  che  un  corpo  si- 
tuato sulla  superficie  d’  una  sfera  è attratto  con 
una  forza  proporzionale  al  raggio  della  sfera  mede- 
sima. 

485.  IV.  Se  una  sfera  roti  intorno  al  proprio  as 
se,  e in  conseguenza  tutte  le  sue  parti , e i corpi , che 
situati  presso  la  sua  superficie  rotano  insieme  con  es- 
sa, concepiscano  una  forza  centrifuga,  l’ attrazione  „ 
che  questa  sfera  eserciterà  su  detti  corpi  sarà  eguale 
alla  differenza  tra  l’attrazione , che  eserciterebbe , se 
fosse  in  quiete,  e la  forza  centrifuga,  giacché  quella  ten- 
de ad  avvicinare  i corpi  al  centro  , questa  ad  allonta- 
nameli. 

E di  qui  è,  che 

i°.  La  forza  centrifuga  essendo  massima  sull’e- 
quatore di  una  sfera,  che  ruoti  intorno  all’asse,  e de- 
crescendo verso  poli , dove  si  riduce  minima  , l’ attra- 
zione sarà  massima  ai  poli , e decrescendo  successiva- 
mente si  ridurrà  minima  all’equatore. 

2°.  Se  la  materia,  onde  la  sfera  è composta  possa 
* obbedire  alla  forza  centrifuga,  ella  si  solleverà  all’equa- 
tore, e la  sfera  si  cangerà  in  una  sferoide  compressa 
ai  poli.  Onde  i corpi  situati  sull’equatore  saranno  più 
distanti  dal  centro,  che  quei  situati  ai  poli,  e perciò 
questi  risentiranno  più  di  quelli  1’  attrazione  della  sfe- 
roide. ' • 

486.  V.  La  gravità  terrestre  essendo  un  caso  par- 
ticolare della  gravitazione  universale  C 4 7 7 ^ sogget- 

ta  alle  medesime  leggi. 

Quindi  si  può  stabilire , 

i*.  Che  i gravi  sono  attratti  dalla  terra  sensibil- 
mente sferica  verso  il  suo  centro  con  una  forza  pro- 
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porzionale  alla  loro  massa,  e reciproca  al  quadrato 
delle  loro  distanze  da  detto  centro. 

2°.  Che  i gravi  si  attraggono  scambievolmente  con 
quelle  leggi  stesse,  con  cui  sono  attratti  verso  il  cen- 
tro della  terra  . 

487.  3°.  Che  rotando  la  terra  intorno  al  proprio  as- 
se la  gravità  g sarà  eguale  all’  eccesso  dell’  attrazione 
(t  , di  cui  è dotata  tutta  la  massa  terrestre  sulla  forza 


centrifuga.  Talché  la  forza  centrifuga  essendo 


se  r sia  il  raggio  dell’ equatore,  T il  tempo  della  rivo- 
luzione della  terra  intorno  al  suo  asse  (364)  5 avremo 


per  esprimer  la  gravità  la  formula  generale  g = 

G —Jt'S. 

r * 


Essendo  pertanto  7r  = 3,i4i5p26;  r — 6376466 
metri;  T = giorni  0,99729  = 86164”,  se  questi  nu- 
meri si  sostituiscano  in.  luogo  di  7r,  r , T,  avre- 
mo per  resultato  0,033988  numero,  che  esprimerà  la 
ragione  della  forza  centrifuga  sull’ equatore  della  ter- 
ra all’unità  di  forza,  cioè  ad  una  forza  acceleratrice  co- 
stante capace  di  produrre  in  1”  una  celerità  eguale  ad 
un  metro . Or  siccome  il  rapporto  della  gravità  sul- 
1 equatore  a questa  stessa  unità  di  forza  è espresso  per 
9 , 78  metri , giacché  questo  è lo  spazio , che  i gra- 
vi percorrono  sull’equatore  nel  primo  minuto  secon- 
do della  loro  caduta  nel  vuoto;  cosi  il  rapporto  del- 
la forza  centrifuga  alla  gravità  sull’equatore  sarà  e- 
spresso  per  o , 033988  : 9 , 780000  = 

0,00347^ s • i = 1 : 288  prossimamente;  onde  la  for- 
za centrifuga  = %83  g.  Perciò  g~  G — g , Q 
~ '"Abs  g ; e dividendo  per  289,  gc=i  '/t9g  G. 

T*  I*  oo 
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Dunque  la  forza  centrifuga  all’  equatore  non  è , che  cir- 
ca */a89  della  gravità  , che  avrebbe  luogo , se  la  terra 

fosse  in  quiete  ; abbiamo  cioè  3^  — = . 

4 T*  289 

Se  la  celerità  di  rotazione  della  terra  crescesse , il 


tempo  T diminuirebbe,  e la  forza  centrifuga  differireb- 
be meno  dalla  gravità  G . E poiché  1 7*  ==  289 , baste- 
rebbe, che  la  celerità  di  rotazione  della  terra  crescesse 
17  volte  , perchè  sull’equatore  la  forza  centrifuga  si 
rendesse  eguale  alla  gravità,  e i corpi  abbandonati  a se 
stessi  anzi,  che  cader  sulla  terra  restassero  iu  equili- 
brio. 

498.  La  forza  centrifuga  diminuisce  dall’  equato- 
re verso  il  polo  in  ragione  presso  a poco  dell’  aumen- 
to del  coseno  di  latitudine;  giacché  in  questa  ragione 
van  * decrescendo  i raggi  dei  paralleli  all’equatore. 
D’ altronde  1’  angolo  , che  la  direzione  della  forza  cen- 
trifuga, che  è la  prolungazione  dei  raggi  dei  paralleli, 
fa  colla  direzione  della  gravità,  o coi  raggi  terrestri, 
siccome  è alterno,  e perciò  eguale  all’  angolo  di  latitu- 
dine ; così  va  aumentandosi  dall’  equatore  ai  poli . Di 
qui  è , che  la  forza  centrifuga  decomposta  secondo  la 
direzione  della  gravità  va  corrispondentemente  dimi- 
nuendo. Dee  dunque  la  gravità  crescere  dall’equatore 
verso  i poli . Realmente  l’ esperienze  fatte  col  pendolo 
nelle  diverse  latitudini  hanno  mostrato,  che  la  gravità 
cresce,  e scema  colla  latitudine.  Ma  la  diminuzione  del- 
la gravità  dimostrata  da  queste  sperienze  si  trova  mag- 
giore di  quel,  che  dovrebbe  essere,  se  la  sola  forza 
centrifuga  ne  fosse  la  cagione  ; giacché  in  tal  caso  l’ec- 
cesso della  gravità  ai  poli,  dove  la  forza  centrifuga  è 
nulla,  sulla  gravità  all’equatore,  dove  ella  è massima. 
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sarebbe  secondo  il  calcolo  fatto  sopra  (486)  della 
gravità  media  terrestre  , e le  sperienze  la  dimostrano 
eguale  a ‘/17<i . Forse  questa  differenza  tra  i resultati 
dell’esperienza,  e del  calcolo  nasce  in  parte  dal  non 
esser  la  gravità  diretta  verso  un  sol  punto,  resultando 
dalle  forze  attraenti  di  tutte  le  particelle  della  terra . 

489.  Avendo  le  particelle  terrestri  situate  verso 
l’equatore,  minor  gravità  di  quelle,  che  sono  verso  i 
poli,  queste  debbon  tendere  verso  il  centro  della  terra 
con  maggior  forza  di  qualle;  e quindi  per  l’equilibrio 
la  terra  dovrà  comprimersi  ai  poli , sollevarsi  all’equa- 
tore, prender  cioè  la  figura  di  una  sferoide  compressa 
ai  poli,  elevata  all’equatore  (484)-  L’ osservazione  ha 
confermalo  ampiamente  questo  resultato  del  ragiona- 
mento. La  misura  dei  gradi  del  meridiano  ha  dimo- 
strato , che  tale  è precisamente  la  figura  della  terra . 

Ora  per  questa  configurazione  della  terra  i cor- 
pi situati  sull’  equatore  son  più  distanti  dal  centro 
della  terra  di  quei  situati  presso  ai  poli.  Debbon  dun- 
que questi  esser  più  attratti,  che  quelli  corrisponden- 
temente alla  minor  distanza  dal  centro,  ed  ecco  un’al- 
tra ragione,  che  contribuisce  all’aumento  della  gravi- 
tà verso  i poli . 

* 4.9a*  "VI-  Siano  nello  spàzio  tre  corpi  sferici  S,  T,  L do- 

tali di  una  forza  reciproca  d’  attrazione  agente  secondo  la  legge 
stabilita  sopra  (477)-  Sia  A’ moltissimo  maggiore  di  7’;  7’ molto 
maggiore  di  L . Questo  descriva  un*  orbita  OPCL  intorno  a 4T 
che  ne  descrive  una  simile  PTL  intorno  ad  S ; e il  sistema  delle 
due  sfere  T , L si  aggiri  intorno  ad  S ( Fig.  5o.  ) . 

E chiaro  , che  se  il  cor{>o  S eserciti  utr  attrazione  sensibil- 
mente eguale  sopra  7’,  ed  I e secondo  linee  parallele,  la  loro 
scambievole  attrazione,  e il  moto  relativo,  che  ne  risulta  non  sa- 
rà in  modo  alcuno  perturbato  ; perchè  le  relazioni  di  un  sistema 
non  si  alterano  per  un’  azione  comune  a tutto  il  sistema  . Ma  se 
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avvenga,  che  S agisca  sopra  imo  de’  due  corpi  più,  che  sull’  al- 
tro , la  differenza  delle  due  attrazioni  altererà  1’  attrazione  ,che 
ha  luogo  tra  T,  ed  L ; e quindi  sarà  perturbato  il  moto , che  da 
essa  proviene. 

Ora  a egual  distanza  da  S le  sfere  T,  ed  L ue  sono  attrat- 
te egualmente , qualunque  ne  sia  la  massa  , e non  si  ha  differen- 
za tra  l’ attrazione  sofferta  dalle  due  sfere  , se  non  si  abbia  una 
sensibil  differenza  nelle  loro  respettive  distanze  da  S. 

Se  dunque  la  distanza  tra  «9,  e il  sistema  delle  sfere  T , L 
possa  riguardarsi  come  infinita  , tale  cioè , che  le  differenze  delle 
respettive  distanze  di  T,  e di  L yano  impunemente  trascurabili 
rispetto  a quella,  S attrarrà  T , ed  L in  qualunque  posizione  es- 
se sì  trovino  con  forze  sensibilmente  eguali , e secondo  direzioni 
parallele  ; talché  il  loro  moto  relalivo'non  sarà  in  modo  alcuno 
alterato  da  questa  azione  , che  loro  sarà  comune  . 

Ma  se  la  distanza  tra  S,  ed  il  sistema  delle  due  sfere , per 
quanto  sia  grande , non  possa  riguardarsi  come  infinita  , essen- 
do notabili  le  differenze  tra  le  distanze , che  nelle  diverse  situa- 
zioni relative  di  T , e di  L passano  respetti  vomente  traesse  , ed 
S ; la  sfera  S agirà  inegualmente  , e secondo  differenti  direzioni 
sulla  sfera  T,  e sulla  sfera  L : e da  questa  diversità  d’ azioni  ri- 
sulterà una  forza  'perturbatrice  eguale  alla  loro  differenza  ,che 
produrrà  nell’  orbite , e nei  moti  delle  sensibili  ineguaglianze  di- 
pendenti dalle  posizioni  respettive  di  S,  di  T,  e di  L. 

* 4gi.  Una  forza  perturbatrice  di  tal  genere  si  manifesta  nel 
nostro  sistema  planetario  , e vi  produce  dei  fenomeni  molto  im- 
portanti . Tra  questi  debbono  principalmente  rammentarsi 

I.  Le  ineguaglianze  , o perturbazioni  del  moto  dei  satelliti , 
c segnatamente  della  luna  . 

, Per  dare  un  cenno  del  modo  , onde  si  generano  queste- ine- 
guaglianze , sia  L la  luna  , T la  terra , S il  sole  j e primieramente 
siano  nella  stessa  linea  SCO  i centri  di  S , T , L . Questa  liuea 
dicesi  linea  delle  sisigie , e dicesi  linea  delle  quadrature  la 
linea  PTL,  che  passando  pel  centro  di  T fa  angoli  retti  colla  li- 
nea delle  sizigie  . Se  L sia  in  C ( diGosi  in  congiunzione  col 
sole')  sarà  più  attratta  da  S di  quel,  che  lo  sia  T , quindi  per  la 
forza  perturbatrice  si  diminuirà  la  gravità  , o la  tendenza  di  L 
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verso  T.  Se  poi  L sia  in  C ( dicesi  in  opposizione  col  sole  ) T 
sarà  attratta  da  S più  , che  L , e perciò  si  diminuirà  la  gravità, 
o la  tendenza  di  T verso  I;  onde  tanto  nell’  uno,  che  nell’altro 
caso  la  scamhievol  tendenza  tra  L , e T resta  diminuita  , e pres- 
so a poco  della  medesima  quantità  . 

Che  se  L sia  in  P,  cioè  in  quadratura,  S l’attrarrà  obliqua- 
mente, ed  è chiaro,  che  decomponendo  questa  attrazione  in  due, 
di  cui  l’una  sia  parallela  ,ed  eguale  all’attrazione  di  S su  T,  e 
T altra  normale,  la  forza  perturbatrice  è questa  seconda  , c che 
essa  spingendo  L verso  T secondo  il  raggio  vettore  ne  accresce 
la  reciproca  tendenza  . Gli  Astronomi  calcolano,  che  questo  au- 
mento non  è,  che  la  metà  della  diminuzione  nelle  sizigfc.  Dun- 
que nel  corso  della  rivoluzione  di  L attorno  a T in  alcune  posi- 
zioni di  L scemando,  in  altre  crescendo  la  tendenza  , o l’attrazio- 
ne tra  L,  e T per  le  azioni  di  ^ sopra  L,  ne  risulta  una  forza  me- 
dia perturbatrice  diretta  secondo  il  raggio  vettore,  che  ne  dimi- 
nuisce la  gravità.  In  virtù  di  questa  forza  perturbatrice  la  sfera  L 
resta  sostenuta  a una  distanza  da  T maggiore  di  quella,  a cui  la 
sosterrebbe  l’ intera  sua  gravità . Il  settore , che  il  raggio  vettore 
ne  descrive  in  un  dato  tempo  intomo  a T non  vien  alterato, 
perchè  la  forza  perturbatrice  è diretta  secondo  il  raggio  medesi- 
mo , ma  è bensì  diminuita  la  celerità  effettiva  , ed  il  moto  an- 
golare di  L . 

* Secondariamente  sia  L in  B tra  P,  e C , cioè  in  un  pun- 

to intermedio  tra  la  linea  delle  quadrature  , e quella  delle  sizi- 
gie . Siccome  T è più  lontana  , che  L da  S , così  L sarà  più  at- 
tratta , e perciò , se  la  linea  ST  esprima  l’  attrazione  di  S per  T, 
dovrà  BS  prolungarsi  per  es.  in  D , onde  poter  indicare  con 
questa  linea  l’attrazione  di  S per  L.  Ora  se  si  formi  il  parallelo- 
grammo RF  , che  abbia  BD  per  diagonale , e il  lato  BF  eguale, 
e parallelo  a TS,  è chiaro,  che  la  forza  perturbatrice  sarà  espres- 
sa per  BR  . Questa  essendo  obliqua  al  raggio  vettore  BT , si  ri- 
solverà nelle  due  BM,  BN , di  cui  la  prima  sarà  nella  direzione 
del  raggio  vettore.  Essendo  ottuso  l’angolo  RBT,  la  forza  BM 
produrrà  una  diminuzione  nella  gravità  di  L,  e la  BN  accelererà 
o ritarderà  il  moto  di  L , secondo  che  essa  anderà  accostando- 
si, o scostandosi  dalla  linea  delle  sizigie,  ei  settori  non  saranno 
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esattamente  proporzionali  ai  tempi , in  cui  son  descrìtti  . Con- 
siderando successivamente  tutte  le  posizioni  di  L tra  C,  e P,  se  si 
faccia  in  ognuna  la  medesima  costruzione  per  risolver  la  forza 
perturbatrice,  si  troverà,  che  Inforza  BN  maggiore,  o minore 
ne’  diversi  punti  altera  sempre  il  moto  di  L,  ma  che  la  forza 
BN  talvolta  è nulla,  talvolta  diminuisce,  talvolta  accresce  la  gra- 
vità di  L,  secondo  che  la  forza  perturbatrice  fa  un  angolo  retto, 
o ottuso,  o acuto  col  raggio  vettore  . Gli  Astronomi  osservano 
di  fatto  nel  moto  della  luna  le  ineguaglianze , che  i precedenti 
ragionamanti  dimostrano  doversi  produrre,  oltre  alcune  altre,  che 
possono  dedursi  dai  medesimi  principj . 

* 49&.  II.  Il  moto  de’  nodi  della  luna. 

L’ orbita  della  luna  è inclinata  al  piano  dell'  orbita  della  ter- 
ra , che  dicesi  Ecclittica , piano,  in  cui  trovansi  T,  ed  S.  I pun* 
ti,  in  cui  l’orbita  lunare  taglia  i^ piano  dell* ecclittica  si  chiama- 
no i nodi  della  luna , e la  retta  tirata  da  un  nodo  all’  altro  di- 
cesi linea  dei  nodi.  Sia  l’orbita  «Iella  luna  rappresentata  dalla 
linea  LBN,  e il  piano  dell’ ecclittica  dalla  linea  ND  (_Eig.  5t). 
Il  sole  situato  nel  piano  ND  esercita  una  forza  perturbatrice  sul- 
la luna  in  tutti  i punti  della  sua  orbita.  Per  lo  che  mentre  essa 
dopo  di  aver  descritto  per  es.  l’ arco  LA  sta  per  descrivere  l’ ar- 
co AB  la  forza  perturbatrice  l’obbliga  a deflettere  alcun  poco,  ed 
a percorrere  l’arco  AC. 

Nasce  da  ciò  , che 

i°.  L’ orbita  di  L non  rimane  costantemente  nel  piano  rap- 
presentato da  LN , ma  passa  nel  piano  rappresentato  da  AM , 
onde  varia  la  sua  inclinazione  al  piano  DN.  Perciò 

2°.  Il  piano  dell’orbita  lunare  va  successivamente  tagliando 
il  piano  dell’  ecclittica  in  diversi  punti  da  N verso  M , cioè  i 
nodi  della  luna  van  successivamente  muovendosi  da  N verso  M. 

3°.  La  luna  muovendosi  per  AM  arriva  al  piano  ND  più 
presto  di  quel , che  vi  giungerebbe , se  continuasse  a muoversi 
per  AN. 

Il  cangiamento  dell’inclinazione  dell’orbita  lunare  all’ ecclit- 
tica è periodico  , e non  si  accumula  , giacché  allorquando  L c 
passata  al  disotto  del  piano  ND , l’ azione  di  S l’obbliga  a incli- 
narsi in  senso  opposto , è perciò  si  rimette  come  era.  Non  cosi  è 
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del  moto  dei  nodi.  La  lor  posizione  dee  per  la  forza  perturbatri- 
ce del  sole  contiuamente  cangiare  secondo  una  direzione  contra- 
ria alla  direzione  del  moto  della  luna , cioè  in  una  direzione  re- 
trograda. L’osservazione  mostra,  che  la  linea  dei  nodi  lunari  fa 
retrogradando  una  rivoluzione  intera  in  18  anni.  • 

* 4g4-  IDI.  La  Precessione  degli  equinozj. 

Il  moto  retrogrado  dei  nodi  della  luna  dee  sempre  aver  luo- 
go , finché  il  sole  può  esercitare  una  forza  perturbatrice  sulla  lu- 
na, per  quanto  varj  la  distanza  fra  essa,  e la  terra;  talmente  che 
quand’anche  la  luna  si  riducesse  contigua  alla  terra,  c insiern 
con  essa  facesse  la  sua  rivoluzione  intorno  all’asse  terrestre  in 
9.4  ore , sempre  la  forza  perturbatrice  produrrebbe  un  moto  ne’ 
nodi  di  lei.  Ciò,  che  si  dice  della  luna  potrebbe  dirsi  ancora  di 
un  complesso  di  lune, che  situate  intorno  all  ’equatore  della  terra 
formassero  come  un  anello  circomposto  al  medesimo , e dalla  fi- 
gura di  una  sfera  riducessero  la  terra  alla  figura  di  una  sferoide 
elevata  all*  equatore.  Essendo  notabile  la  ragione  della  distanza 
di  questo  anello  dal  centro  della  terra  alla  distanza  della  terra 
dal  sole , o da  altra  più  prossima  sfera  attraente , si  avrebbe 
sempre  una  forza  perturbatrice  , che  produrrebbe  un  moto  nei 
nodi  di  questo  anello.  E se  questo  anello  fosse  stabilmente  uni- 
to alla  terra , il  moto  di  esso  si  comunicherebbe  alla  terra , e 
l’ equatore  ne  sarebbe  obbligato  a muoversi  verso  il  sole,  o 1’  al- 
tra sfera  attraente , e quindi  la  sua  intersezione  coll’  ecclitti- 
ca , o i suoi  nodi  avrebbero  un  moto  retrogrado  analogo  a quel- 
lo dei  nodi  lunari. 

Ora  effettivamente  esiste  intorno  all’equatore  della  terra  que- 
sto anello.  Poiché  la  terra  essendo  una  sferoide  elevata  all’equa- 
tore, e compressa  ai  poli.,  è effettivamente  composta  di  una 
sfera  avente  per  diametro  la  distanza  tra  i poli,  e di  un  me- 
nisco , che  ricuopre  questa  sfera , ed  ha  la  maggior  grossezza 
all’  equatore  della  sferoide.  L’ equatore  terrestre  è inclinato  al 
piano  dell’ ecclittica , e perciò  inclinato  al  medesimo  piano  è 
pure  l’anello,  o il  menisco,  che  lo  ricuopre.  Il  sole,  e la  luna 
specialmente , che  è più  vicina , esercitano  una  forza  perturbatri- 
ce su  questo  anello,  essendo  il  piano  dell’equatore  inclinato  non 
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solo  sul  piano  dell’ ecclitticii.ma  anche  sul  piano  dell'orbita  lu* 
narc.  I punti  dunque  , in  cui  questo  anello  taglia  il  piano  del* 
1 ecdòtica  in  virtù  di  tal  forza  debbono  retrocedere  per  quel- 
le stesse  ragioni , per  cui  retrocedono  i nodi  lunari  j e quindi 
l'asse  dell’equatore  dee  rotare  intorno  all* asse  dell’ecclittica  , e 
il  polo  dell  equatore  intorno  al  polo  dell’  ecclittica  d’  oriente 
m occidente,  mentre  la  terra  va  aggirandosi  intorno  al  sole  d’ occi- 
dente in  oriente.  I nipti  della  terra  sono  dai  snoi  abitanti  attribuiti 
, per  illusionC'Ottica  ai  corpi  celesti  in  senso  opposto.  Dunque  per 
questa  retrocessione  dei  nodi  dell’  equatore  terrestre  d’oriente  in 
occidente  dee  sembrare  agli  abitatori  delia  terra,  che  il  sole  si 
avanzi  d altrettanto  d’  occidente  in  oriente , ed  arrivi  perciò  ai 
nodi  dell’  equatore  terrestre  più  presto  di  quello,  che  vi  sarebbe 
giunto  senza  un  tal  moto.  E siccome  quando  il  sole  arriva  a que- 
sti nodi  si  ha  l’ equinozio , così  dfee  sembrare  , che  1’  equinozio 
anticipi.  L’ osservazione  conferma  esattamente  il  resultato  di  que- 
sto ragionamento.  Fino  dai  tempi  d’Jpparco  si  conobbe,  che  gli 
equinozj  annualmente  anticipano.  Questa  anticipazione  è di  circa 
58”.  2;  onde  l’intera  rivoluzione  dei  pùnti  equinoziali  si  dee 
compire  in  “z5f>63  anni . Il  Newton  fu  il  primo  a dedurre  questo 
fenomeno  della  forza  perturbatrice,  che  il  sole , e la  luna  eserci- 
tano sull’anello  ci  reo  m posto  all’equatore  terrestre,  ma  per  veri- 
tà non  con  troppa  esattezza . Il  primo  a spiegarlo  esattamente , e 
completamente  è stato  il  Sig.  D’  Alembert. 

* 4q5.  IV.  Il  (lusso,  e riflusso  del  mare. 

La  massima  parte  della  superficie  della  terra  è ricoperta  di 
acqua . Il  raggio  della  terra  ha  lina  ragione  molto  notabile  alla 
distanza  tra  il  centro  di. essa  , e quello  della  luna;  e per  quanto 
sia  molto  piccola,  non  è però  infinitesima  la  ragione  , che  detto 
raggio  ha  alla  distanza  del  sole.  La  luna  dunque, ed  anche  il  sole 
debbono  attrarre  più  fortemente , che  il  centro  della  terra  le  a- 
cque , che  ne  ricuoprono  la  superficie  , debbono  cioè  esercitare 
una  forza  perturbatrice  su  queste  acque  , che  saian  perciò  co- 
strette a sollevarsi.  Questa  elevazione  a circostanze  pari  d’altron- 
de debbe  esser  proporzionale  alla  intensità  della  forza  pertur- 
batrice, e variare  come  essa  varia.  L’  intensità  della  forza  pei- 
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ttìrbatrice  dipende  principalmente  dalla  posizione  relativa  del- 
la terra , della  luna , e del  sole , e dee  perciò  specialmente  va- 
llare nelle  seguenti  circostanze  , e nelle  segueuti  maniere . 

* 4<)6.  I.  Quando  la  luna  agisce  più  direttamente  sulle  acque, 

e quando  ò loro  più  vicina,  maggiore  debile  essere  l’intensità 
della  forza  perturbatrice  . Quindi 

i°.  La  luna  passando  pel  meridiano  esercita  la  massima  azio- 
ne giornaliera  sulle  acque  sottoposte  . Quelle  situate  nell’emisfe- 
ro più  prossimo  alla  luna  ( che  si  dicono  in  congiunzione  ) ne 
srtno  attratte  più,  che  il  centro  della  terra,  meno,  che  il  centro 
della  ferrane  sono  attratte  quelle,  che  situate  nell’  emisfero  op- 
posto diconsi  in  opposizione  . Dunque  tanto  nell’uno,  che  nell’ 
altro  emisfero  si  diminuisce  sotto  il  meridiano  lascambievol  gra- 
vitazione tra  la  terra,  e 1’ acque,  che  la  ricuoprono,  le  quali  per- 
ciò si  scosteranno  dal  centro  elevandosi  . D’altronde  le  acque 
situate  a ioo°  di  distanza  dal  meridiano  , o nelle  <]ua tirature  per 
la  forza  perturbatrice  della  luna  acquistano  una  maggior  gravità, 
secondo  ciò,  che  dicemmo  sopra  (4s0>  e tendendo  perciò  ad  ac- 
costarsi vicmaggiormente  al  centro  della  terra  , obbligan  le  a- 
eque  sottoposte  al  meridiano  in  ambi  gli  emisferi  a sollevarsi  vic- 
maggiormente. Dunque  essendo  la  luna  nel  meridiano  debbo- 
no sollevarsi  le  acque  sottoposte  al  meridiano  medesimo , depri- 
mersi quelle,  che  ne  sono  alla  distanza  di  ioo°,  o nelle  qua- 
drature . 

Ma  per  la  rotazione  della  terra  sul  suo  asse  , quei  luoghi , do- 
ve le  acque  si  erano  sollevate,  dopo  6 ore  trovansi  a ioo°  di  di- 
stanza dal  dato  meridiano,  o nella  prima  quadratura  . Si  aumenta 
in  tal  caso  per  la  forza  perturbatrice  della  luna  la  tendenza  delle  a- 
cque  verso  il  centro  della  terra,  c sono  costrette  a deprimersi  , 
mentre  si  sollevan  quelle,  che  si  trovano  sotto  al  meridiano  , iu 
cui  è la  luna  . 

E chiaro  da  ciò,  che  nel  tempo, che  scorre  tra. due  passaggi 
della  luna  per  un  meridiano  ( che  dicesi  giorno  lunare  ~)  le  a- 
cque  debbono  in  tutti  i luoghi  della  feria  due  volte  sollevarsi,  e 
due  volte  deprimersi . In  ciò  consiste  il Jìusso  e rif  asso  del  mare» 
detto  altrimenti  la  marea.  \ 

Ciò,  che  abbiant  detto  non  si  applica  alle  acque  molto  re- 
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mote  dall'  equatore , e prossime  ai  poli . Queste  essendo  sempre 
come  iu  quadratura  con  la  luna  , che  non  oltrepassa  i tropici , 
debbon  star  sempre  depresse  . 

Le  acque  elevate  sotto  il  meridiano  , in  cui  è la  luna  allon- 
tanandosene pel  moto  diurno  della  terra  , onde  passare  dalla  con- 
giunzione , o dall’  opposizione  alla  prima , o alla  seconda  qua- 
dratura , sono  alquanto  attratte  dalla  luna  , ed  obbligate  a reflui- 
re alquanto  verso  il  meridiano  . In  questo  stesso  tempo  accorrono 
in  senso  opposto  le  acque  dalla  seconda  quadratura  verso  la  con- 
giunzione , e dalla  prima  verso  l’ opposizione . 

Si  hanno  dunque  tra  la  congiunzione , e la  prima  quadratu- 
ra , e tra  l’opposizione,  e la  seconda  quadratura  due  correnti  in 
senso  opposto.»  per  l’azione  delle  quali  le  acque  sono  obbligate 
a sollevarsi  più  ancora,  di  quel , che  porterebbe  la  sola  diminu- 
zione della  lor  gravità . Quindi  è , che  la  massima  elevazione  del- 
le acque  non  si  avrà  nel  momento  del  passaggio  della  luna  pel 
meridiano  , ma  due , o tre  ore  dopo  . 

2°.  A circostanze  pari  1’  elevazione  debbe  esser  maggiore 
nel  perigeo,  che  nell’apogeo  della  luna,  cioè  nella  minima,  che 
nella  massima  distanza  della  luna  dalla  terra  . 

* 4.97-  n*  Quando  le  azioni  della  luna  , e del  sole  sulla  terra 

sono  cospiranti , la  forza  perturbatrice  debbe  avere  la  massima 
intensità  ; la  minima , quando  queste  due  azioni  sono  in  opposi- 
zione. Quindi 

Poiché  nelle  sizigie  cospira  l’ azione  del  sole  con  quella  del- 
la luna,  l’elevazione  dell’acqua  a circostanze  pari  d’altronde 
debbe  esser  massima , essendo  la  intensità  della  forza  perturba- 
trice eguale  alla  somma  delle  due  azioni  . Dee  poi  esser  minima 
allora  quando  la  luna  si  trova  in  quadratura  col  sole , perchè  il 
sole  deprime  le  acque  là  , dove  la  luna  le  solleva  e le  solleva  là  , 
dove  la  luna  le  deprime;  eia  forza  perturbatrice  è eguale  alla  dif- 
ferenza dell?  due  azioni. 

Siccome  poi  l’acqua  per  la  sua  inerzia  non  perde  tutta  a un 
tratto  la  celerità , che  ha  concepita  essendo  costretta  gradatamen- 
te ad  elevarsi  pgr  l’ azione  della  luna  a misura  , che  ella  si  accosta 
alla  congiunzione  col  sole;  continuerà  ad  elevarsi  in  virtù  dj 
quest’  azione  anche  dopo  la  congiunzione  ; e perciò  arriverà  alla 
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massima  elevazione  non  il  giorno  della  congiunzione,  ma  qual- 
che giorno  dopo  ; e per  la  stessa  ragione  la  elevazione  minima 
non  seguirà  il  giorno  della  quadratura  . 

* 49^ ■ m.  Quanto  meno  son  gravi  l£acque , su  cui  agisce  la 
forza  perturbatrice , tanto  maggiore  effetto  ella  dee  produrre  . 

Quindi 

Nei  tempi  equinoziali , essendo  il  sole , e la  luna  nel  piano 
dell’  equatore , dove  le  acque  son  meno  gravi , si  avranno  a cir- 
costanze pari  le  marce  pii»  notabili . Il  contrario  dee  seguire , 
quando  il  sole , c la  luna  sono  presso  ai  tropici , cioè  in  vicinan- 
za del  solstizio  , Agendo  allora  la  forza  perturbatrice  sopra  acque 
più  gravi  . 

* 499-  Ma  tutto  quello  , che  noi  abbiamo  (in  qui  detto  sulle 
maree  non  può  aver  luogo  , se  1’  acqua  incontri  dei  notabili  osta- 
coli al  suo  moto  , o per  l’ azione  delle  rive , o per  altre  ragioni . 
Quindi  ben  si  comprende,  che  nell’ acque  mediterranee,  enei  pic- 
coli mari  non  può  eccitarsi  sensi  hi  I marea  . 

* 5oo.  Ora  anche  intorno  al  flusso,  e riflusso  del  mare  l’os- 
servazione conferma  ampiamente  i resultati  del  ragionamento . 

Tutti  sanno , che 

1°.  Ogni  giorno  sul  («assaggio  della  luna  pel  meridiano , o 
poco  dopo,  le  acque  dell’oceano,  e di  altri  spaziosi  mari  compresi 
tra  il  73°  di  latitudine  boreale,  e il  7»0  di  latitudine  australe  si 
alzano  ad  una  più , o men  grande  altezza  . Giunte  le  acque  alla 
massima  altezza , cominciano  ad  abbassarsi  a poco  a poco , e cir- 
ca sei  ore  dopo  la  loro  massima  elevazione  si  trovano  nel  loro 
massimo  abbassamento  ; dopo  il  quale  tornano  di  nuovo  ad  alzar- 
si passando  la  lun§  pel  meridiano  inferiormente,  in  guisa,  che 
due  volte  al  giorno  si  vede  il. flusso  , e riflusso  ; che  ogni  giorno 
si  ritarda  di  circa  48’,  di  tanto  ritardandosi  il  passaggio  della  lu- 
| na  pel  meridiano  . 

a0.  Che  le  maree  si  accrescono  sensibilmente  nella  congiun- 
zione , e nella  opposizione  della  luna  col  sole , e specialmente 
quando  la  luna  è nel  perigeo  , cioè  nella  massima  vicinanza  del- 
la terra. 

3°.  Circa  gli  equinozj  le  maree  son  più  notabili . La  più  al- 
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ta  marea  ha  luogo  nella  sizigia  perigea  , che  accade  verso  l’ equi- 
nozio. 

* 5oi.  4°-  La  massima,  e la  minima  elevazione  non  ha  luogo 
nel  giorno  della  sizigia# e della  quadratura,  ma  qualche  giorno 
dopo  . A Brest  la  massima  elevazione  si  vede  un  giorno  e mez- 
zo dopo  la  sizigia , e un  giorno  e mezzo  dopo  la  quadratura  si 
vede  la  minima. 

5C.  L’altezza,  cui  si  sollevano  le  acque  è varia  ne*  varj  luo- 
ghi, e ne’  varj  tempi.  La  media  altezza  della  massima  marea  è a 
Brest  di  metri  5,888 , la  minima  di  metri  *,879. 

Il  Newton  è stato  il  primo  a dedurre  dalli  gravitazione  uni- 
versale , ed  a calcolare  i fenomeni  delle  maree.  Ma  più  completa- 
mente trovasi  sviluppato  questo  soggetto  nelle  memorie  dei  sigg. 
Bernoulli , Euler,  e Maclaurin  , che  si  divisero  il  premio  promes- 
so dall’Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  nel  1740  a chi  me- 
glio avesse  trattato  il  fenomeno  delle  maree  . 

* 5o2.  Io  non  ho  creduto  di  dovermi  impegnare  a calcolare  gli 
effetti  sopra  indicati  della  gravitazione  universale  , perché  ciò  n!f 
avrebbe  portato  a disquisizioni  troppo  superiori  alle  elementari  , 
e mi  avrebbe  d’altronde  condotto  fuori  della  mia  provincia  . Il 
mio  oggetto  è stato  solamente  di  accennare  come  dal  principio 
della  gravitazione  universale  si  deduce  la  spiegazione  dei  più 
grandiosi  fenomeni  della  natura . 

CAPITOLO  XXI. 

Delle  Macchine. 

« 

5o3.  La  generica  denominazione  di  Macchina  in- 
dica un  istrumento,  che  situato  su  d’un  punto  d’  ap-  * 
poggio  serve  a trasmettere  l’azione  d’una  potenza  so- 
pra un  corpo  resistente,  sia  per  comunicarli,  o toglier- 
li il  moto,  sia  per  accelerarlo,  o ritardarlo,  sia  per  re- 
golarne comunque  la  celerità , o la  direzione. 
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Tre  oggetti  adunque  presenta  essenzialmente  ogni 
macchina  alla  considerazione  del  Fisico:  una  forza 
motrice , una  resistenza , ed  un  punto  d’  appoggio  co- 
mune ad  entrambe. 

5o4-  Col  nome  di  forza , o potenza  s’ intende  qui 
tutto  ciò,  che  è capace  di  produrre  un  moto , e suol 
essere  l’urto  istantaneo  sempre  ripetuto,  o la  pressio- 
ne di  un  grave,  di  una  molla,  o di  un  animale.  Ma  da 
qualunque  agente  venga  quest’urto,  o pressione  è sem- 
pre una  quantità  di  moto,  e conseguentemente  il  pro- 
dotto d’ una  massa  in  una  celerità. 

Ora  l’effetto  d’una  forza  applicata  ad  una  macchi- 
na risulta  e dall’intensità  di  essa  forza,  e dalla  celeri' 
tà,  che  per  le  cicostanze  può  imprimere  al  suo  punto 
d’applicazione,  e dal  tempo,  durante  il  quale  ella 
agisce. 

Pertanto  una  forza  F agisca  pei  tempi  T , T'  con 
egual  celerità . Chiamati  E , E'  gli  effetti  prodotti 
nei  detti  tempi,  avremo  E : E*  ::  T : 7"$  e se  essendo 
diverse  le  celerità  C , C\  sia  T = 7\  sarà  E : E'  : I 


C:C\ 

Sian  ora  due  effetti  e , e'  prodotti  colla  stessa  cele- 
rità c nei  tempi  T,  T\  Gli  effetti  E ed  e \ E'  ed  elson 
respettiv  amente  prodotti  nello  stesso  tempo  T,  o F. 


6*  v/ 

Avremo  dunque  E : e ::  C : c ; E'  : e’  ::  C'  :c  — — w- 


c 


E parimente  poiché  ere1  ; ! T : T\  e = 


F 


avre- 


mo sostituendo  E : — 


T 


quindi  E : 


■E'  : l TC  : F C';  cioè  gli  effetti  d’ una  stessa  forza  so- 
no in  ragion  composta  del  tempo,  durante  il  quale 
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ossa  agisce,  e della  celerità,  clie  agendo  imprime  al 
punto  d’applicazione. 

Due  forze  diverse  F , F producano  gli  effetti  E, 
F.  Se  sono  eguali  le  celerità , e i tempi  dell’  azione, 
avremo  E : F I ! F : F. 

Per  paragonare  gli  effetti  di  queste  forze  quando  son 
diverse  e le  celerità  C,  (?,  e i tempi  T,T  supponghia- 
mo,  die  una  terza  forza  f colla  celerità  C nel  tempo 
T produca  l’effetto  e ; e colla  celerità  C nel  tempo  T 
l’ effetto  e\  Gli  effetti  E , e de;  F,  ed  e'  essendo  re- 
spettivamente  prodotti  in  tempi  eguali  con  eguali  ce- 


lerità, avremo  E : e : F : qj;  F : e’  ::  F:  <p 


e'  F* 
E'  ' 


Ma  e : e1  II  CT  : C'  T’,  e — - • Dunque  E t 

G i 

:•*  F : onde  E : F H FCT:  F'  C T\ 

Dunque  in  generale  l’effetto  d’ Ogni  potenza  dopo  un- 
tempo  T sarà  espresso  per  la  formula  FCT. 

La  resistenza  poi  è la  somma  di  tutti  gli  ostacoli , 
che  nella  macchina  fan  contrasto  alla  potenza  , e può 
essa  pure  considerarsi  come  una  forza  R opposta  alla 
potenza , e quindi  il  suo  effetto  al  fine  di  un  dato  tem- 
po T sarà  espresso  esso  pure  per  la  formula  RCT. 

Il  punto  d’appoggio  è il  sostegno  della  forza,  e 
della  resistenza , e può  perciò  riguardarsi  anche  es- 
so come  una  forza,  che  agisce  oppostamente  ad  F,  e 
ad  R. 

5o5.  Quando  Impotenza  applicata  ad  una  macchi- 
na è un  grave  inanimato  $ se  ne  sia  costante  la  massa, 
e non  si  cangi  il  punto,  cui  è applicata  , l’effetto  ne  è 
sempre  costante.  Ma  non  cosi,  se  sia  un  agente  anima- 
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to.  Gli  animali  generalmente  nell’  agire  s’ indebolisco- 
no, e se  dopo  un  certo  tempo  non  si  ristorino  col  ripo- 
so, e col  cibo,  perdono  affnlto  le  forze.  Molti  speri- 
menti sono  stati  fatti,  molti  calcoli  sono  stati  istituiti 
sopra  i medesimi  dai  Fisico-Matematici  per  stimar 
precisamente  l’ effetto  di  quelle  potenze,  clic  nell’  agi- 
re s’  infievoliscono  ; ma  non  si  è ottenuto  quel  pieno 
successo,  che  si  desiderava.  Noi  non  entreremo  su 
quest’ articolo  in  minute  ricerche  estranee  al  nostro 
soggetto,  e ci  limiteremo  a riferire  i resultati  più 
importanti  delle  esperienze  meglio  eseguite. 

5o(>.  Siccome  gli  animali,  che  più  frequentemente 
s’impiegano  a muover  le  macchine  sono  gli  uomini, 
ed  i cavalli;  cosi  alla  determinazione  dell’effetto,  che 
può  specialmente  ottenersi  da  questi  hanno  rivolto  i 
Fisici  le  loro  ricerche.  Per  il  quale  oggetto  han  preso  a 
determinare  segnatamente  tre  cose  . i°.  Qual  sia  la 
forza  ; 20.  quale  il  momento  statico  di  questi  animali  ; 
3°.  e quale  la  fatica  giornaliera,  di  cui  son  capaci. 

5oy.  La  forza,  che  f uomo  può  mostrare  in  un  co- 
nato di  pochi  istanti  si  determina  con  uno  strumento 
detto  Dinamometro.  Quello  immaginato  dal  Regnier 
( / 'r.  Journal  Polytech.  Cali.  V.  ) con  cui  si  sono  fatte 
molte  sperienze  a Parigi  nella  scuola  Politecnica  dal 
Chaussier,  è una  molla  curvata  in  ellisse  lunga  circa 
o,  3 di  metro  in  maniera,  che  con  quanto  maggior  for- 
za si  stringe  nel  senso  dell’asse  minore,  o si  stira  nel 
senso  dell’  asse  ftiaggiore , tanto  più  si  avanza  un  in- 
dice sopra  un  semicircolo  graduato.  I resultati  di  que- 
ste esperienze  mostrano,  che  il  termine  medio  del  mas- 
simo della  forza  degli  uomini  ordinari  i°.  nello  strin- 
gere colle  mani  (operazione  che  meglio,  e più  como- 
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riamente  riesce,  se  le  braccia  si  portino  in  avanti  inchi- 
nandole ad  angolo  semirelto  colla  verticale  ) equivale 
a 5o  chilogrammi  ; 2°.  nel  sollevar  verticalmente  un 
peso  tenendo  il  corpo  ben  diritto,  e solo  incurvate  un 
poco  in  avanti  le  spalle  ( ottima  posizione  ) equivale  a 
1 3o  chilogrammi  ; 3°.  nel  sostenere  un  peso  stando  fer- 
mo equival  a r5o  chilog.  nel  tirare  orizzontalmente 
mettendosi  nella  positura,  iu  cui  soglion  mettersi  quel- 
li , che  tirano  carrette,  o barche  , corrisponde  a 5o 
chilogrammi. 

^ Nei  primi  due  modi  si  mostra  molto  varia  la  for- 
za degli  uomini  secondo  la  loro  varia  costituzione, 
età  , sesso,  abitudini;  poco  varia  si  riscontra  nell’  ulti- 
mo modo  , probabilmente  perchè  nei  primi  1’  effetto 
si  produce  interamente  dalla  forza  musculare,  nell’ul- 
timo principalmente  dal  peso  della  persona. 

5o8.  Col  nome  di  momento  statico  intendono  i 
Meccanici  il  prodotto  del  peso,  che  un  animale  è ca- 
pace* di  alzare  per  mezzo  dì  una  macchina  a un  metro, 
o altra  unità  d’  altezza  in  i”,  o altra  unità  di  tempo 
moltiplicato  nell’unità  di  celerità.  Per  esempio,  se  un 
uomo  in  ì ’ sollevi  per  mezzo  d’  una  macchina  un  pe- 
so di  34  chilogrammi  all’altezza  di  un  metro,  il  mo- 
mento statico  di  quest’uomo  sarà  34  X t metro.  Il  mo- 
mento statico  adunque  rappresenta,  e misura  l’azione 
dell’animale  in  1”.  Daniel  Bernoulli , Borda,  Desagu- 
liers,  ed  altri  han  fatte  delle  esperienze  per  determi- 
nare il  momento  statico  dell’  uomo  ,#ed  hanno  avuto 
tutti  dei  risultati  diversi  per  quanto  veri.  La  discre- 
panza nasce  dalla  diversa  maniera , con  cui  nelle  varie 
esperienze  gli  uomini  si  applicavano  alle  macchine,  e 
segnatamente  dall’  angolo , che  nelle  diverse  espe- 
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rienze , ed  azioni  il  loro  corpo  faceva  coll’  orizzonte  . 
Dopo  che  il  Lambert  ( Mem.  dell'  Acc.  di  Berlino 
all’  anno  1776  ) ebbe  scoperta  questa  cagione  dell’ac- 
cennata  discrepanza;  come  si  conobbe,  che  una  sola 
formula  generale  non  poteva  bastare  a indicare  il  mo- 
mento statico  dell’ uomo , cosi  si  sono  costruite,  spe- 
cialmente dal  Prony  ( Arch . Hydraul.  Sect.  V.n.  1 a 1 » 
ec.  ) delle  formule,  e delle  tavole,  colle  quali  si  cal- 
cola questo  momento  secondo  le  varie  posizioni  del 
corpo , e si  dimostra , che  il  medesimo  va  cangiando 
in  ogni  caso  particolare . 

509.  A due  problemi  riduconsi  tutte  le  ricerche  dei 
Fisico  - Matematici  sulla  fatica  giornaliera  degli  ani- 
mali. 

i°.  Qual  sia  la  quantità  d’azione,  o l’intero  effetto, 
che  un  animale  può  produrre  in  un  giorno  senza  scon- 
certarsi; o in  altri  termini  qual  peso  può  un  animale 
sollevare  in  un  giorno  a una  data  altezza  ? 

2°.  Data  la  fatica,  che  un  animale  può  durare  in  un 
giorno , come  potrà  ritrarsene  il  maggior  vantaggio , o 
l’effetto  più  grande,  che  si  determinerà  dal  massimo 
peso , che  può  sollevare  ad  una  data  altezza  ? 

Suppose  Daniele  Bernoulli,  che  in  qualunque  ma- 
niera un  uomo  lavori , o caminando , o tirando,  o con 
una  macchina , o senza , al  medesimo  grado  di  fatica 
corrisponda  sempre  il  medesimo  effetto  , o la  medesi- 
ma quantità  d’azione.  Talché  in  qualunque  modo 
piaccia  di  variare  il  peso,  il  tempo,  e la  velocità,  che 
sono  gli  elementi,  da  cui  risulta  la  quantità  dell’effet- 
to d’ogni  potenza  (5o4),  se  il  loro  prodotto  è costante, 
1’  uomo  durerà  precisamente  la  stessa  fatica . Suppose 
pure,  che  per  la  fatica  d’un  giorno  debba  intendersi  la 

T.  1.  23 
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fatica  di  7 in  8 ore,  e in  questa  ipotesi  calcolò  la  fatica 
giornaliera  di  un  uomo  in  ogni  genere  di  lavoro  per  un 
peso  di  172800  lib.  frane,  inalzate  ad  un  piede  par. 
( V.  Métti,  sur  la  manière  de  suppléer  en  mer  à l1  a- 
ction  du  vent  ) , che  fu  premiata  dall’  Accademia 
delle  Scienze  di  Parigi  l’anno  1753.  Questa  opinio- 
ne del  Bemoulli  fu  generalmente  tenuta  da  tutti  i 
Meccanici  fino  all’  anno  1775  , in  cui  il  Coulomb 
in  una  memoria  letta  all’  Accademia  Reale  delle 
Scienze  di  Parigi  l’anno  1752,  e stampata  assai  po- 
steriormente nel  secondo  Tomo  delle  Memorie  del- 
l’Istituto di  Francia  dimostrò  coll’esperienza,  e col 
calcolo,  che  la  fatica  non  è sempre  proporzionale  alla 
quantità  d’azione,  e che  senza  accrescere  sensibilmen- 
te la  fatica  può  accrescersi  l’effetto  variando  opportu- 
namente il  genere  del  lavoro . Sarà  utilissimo  di  vede- 
re i resultati  di  queste  importanti  ricerche  nella  citata 
memoria . 

5 io.  Ben  poche,  e malsicure  notizie  abbiamo  sulla 
forza , e sul  momento  statico  dei  cavalli . Il  Desagu- 
liers  ha  creduto,  che  la  fòrza  del  cavallo  sia  quintupla, 
altri  sestupla  di  quella  dell’uomo,  e le  sperienze  fatte 
col  dinamometro  dal  Regnier  l’ han  mostrata  settupla 
nel  tirare  orizzontalmente . Il  Sauveur  calcola  lo  sfor- 
zo medio  d’un  cavallo  per  circa  200  libbre  francesi 
sollevate  all’altezza  di  tre  piedi  par.  in  1”.  Altri  han 
creduto,  che  la  fatica  giornaliera  di  un  cavallo  sia  di  8 
ore , e possa  calcolarsi  per  erica  2^6  libbre  francesi  e- 
levate  a circa»4  piedi  par.  in  1”.  Ma  tutto  questo  è in- 
certo. È però  certo,  che  i cavalli  s’impiegano  a tirare 
con  maggior  vantaggio , che  a trasportare . I cavalli 
nel  tirare  si  spingono  innanzi,  inclinano  le  gambe,  e 
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portano  il  petto  verso  la  terra , onde  agiscono  non  solo 
colla  forza  muscolare , nta  ancora  col  peso  del  loro 
corpo . Dal  che  nasce , che  talvolta  un  cavallo  men  for- 
te , e più  peso  tira  più  d’ uno  men  peso , e più  forte  ; e 
che  in  certe  circostanze  l’uomo  in  sella  aggiungendo  il 
proprio  peso  a quel  del  cavallo , fa  che  esso  tiri  una 
massa  , che  senza  tale  aggiunta  non  avrebbe  tirata  . 

5i  i.  Premesse  tutte  queste  notizie  per  risolvere  il 
problema  sopraccennato  (5og)  sulla  fatica  giorna- 
liera degli  animali,  convien  riflettere,  che  l’effet- 
to prodotto  da  un  animale  applicato  ad  una  mac- 
china è sempre  espresso  per  FCT  (5o4).  Perchè  dun- 
que scabbia  il  massimo  effetto , conviene  primieramen- 
te, che  questa  espressione  sia  Un  massimo.  Noi  non  ci 
tratterremo,  qui  a cercare  tutte  le  maniere , colle  quali 
può  ridursi  un  massimo  questa  espressione , e notere- 
mo solo , 

i*.  Che  prese  per  costanti  F,  e C,  bisogna  procura- 
re , che  le  loro  direzioni  facciano  il  minimo  angolo, 
cioè  se  è possibile  coincidano  ( i3a  ).  a°.  Che  si  scel- 
ga quel  genere  di  macchina , e vi  si  adatti  nella  manie- 
ra più  opportuna  quella  forza  motrice,  che  nelle  circo- 
stanze può  dare  il  massimo  effetto,  secondo  quello,  che 
si  è detto  nei  numeri  superiori.  IlMolard  Membro  del 
Conservatorio  delle  Arti  a Parigi  ha  immaginato  un  io. 
gegnosa  maniera  d’ applicar  la  forza  degli  uomini  alle 
macchine  in  modo,  che  stando  essi  seduti  agiscano  al- 
ternativamente colle  mani , e co’ piedi , e convertano  in 
profitto  della  macchina  quella  forza,  che  dovrebbero 
impiegare  a sostenersi  in  piedi . 3°.  Che  si  eviti  qualun- 
que inutile  dissipazione  di  forze , come  gli  urti  non  ne- 
cessari ( e perciò  la  pressione  è sempre  a circostanze 
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pari  da  preferirsi  alla  percossa  );  i moti,  e le  celerità 
superflue,  ec  . Oltre  tutte  queste  precauzioni,  e diligen- 
ze per  ottener  dalle  macchine  il  massimo  effetto,  bi- 
sogna in  secondo  luogo  procurare  di  ridur  minimo 
l’effetto  della  resistenza  $e  ciò  può  ottenersi  col  dimi- 
nuire quanto  è possibile  tutti  gli  ostacoli  al  moto , qua- 
li sono  l’attrito,  la  rigidità  delle  corde,  ed  altre  cose, 
di  cui  parleremo  in  seguilo  più  opportunamente. 

3 12.  Ma  di  qualunque  genere  sia  una  forza,  e in 
qualunque  modo  si  voglia  usare  per  rilevarne  il  mas- 
simo vantaggio,  egli  è evidente,  che  l’effetto  istantaneo 
ne  è sempre  lo  stesso,  finché  ella  è la  stessa  , nè  può 
con  artifizio  alcuno  ridursi  maggiore,  senza  che  sia  es- 
sa pure  ridotta  maggiore.  Ond’è  ,che  per  aumentarne 
l’ effetto  totale , non  vi  è altro  mezzo , che  o di  asso- 
ciarla con  altre  forze  cospiranti,  o di  aumentare  il  nu- 
mero degl’istanti,  in  cui  ella  agisce:  e questo  appunto 
è quello,  che  sogliono  far  le  macchine . Tutto  ciò  si  ri- 
durrà ben  chiaro  dopo  le  seguenti  considerazioni. 

5 1 3.  Possono  applicarsi  le  forze  alle  macchine  per 
tenerle  in  equilibrio , o per  metterle  in  moto  . Nel  pri- 
mo caso  dee  la  forza  distruggere  ; nel  secondo  eccitare, 
o mantenere  un  moto,  e l’effetto  ne  è nel  primo  caso 
di  tener  in  equilibrio  la  resistenza  colla  forza  , nel  se- 
condo di  sollevare  un  grave  a un’altezza  iu  un  tempoj 
giacché  qualunque  moto  può  sempre  ridursi  a un  mo- 
to prodotto , o contrarialo  dalla  gravità . Ora  qualor 
si  tratti  di  equilibrio  può  bène  una  piccola  forza  vin- 
cere mercè  la  macchina  una  resistenza  anche  grandis- 
sima r Ma  non  è già  , che  quest’  effetto  sia  prodotto  in- 
teramente dall’azione  della  forza  . La  piccola  forza 
vince  solo  un’ egualmente  piccola  parte  della  resisten- 
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za,  e il  rimanente  è vinto  dall’azione  del  punto  d’ap- 
poggio, e da  tutte  le  cagioni  fisiche,  che  difficultando 
il  moto  della  macchina,  come  per  es.  l’attrito,  ec.  con.' 
sumano  la  forza  , che  tende  a produrlo , e diconsi  per. 
ciò  forze  passive.  Allorquando  Archimede  chiedeva 
un  punto  d’appoggio  per  tener  in  equilibrio  con  una 
macchina  il  cielo, e la  terra,  contava  ben  più  sulla  for- 
za di  questo  punto,  che  sulla  sua.  Ed  ecco  onde  na- 
sce , che  nella  considerazione  delle  macchi  ne  in  equi- 
librio supponendo  = o l’attrito  , e ogni  altra  forza  pas 
siva,  si  riguarda  il  punto  d’appoggio  come  una  po' 
tenza  eguale  alla  risultante  della  fo  rza  , e della  resi* 
stenza  , e agente  in  un  senso  direttamente  opposto. 

5i4-Ihie  sole  cose  pertanto  debbono  specialmente 
considerarsi  nel  calcolo  dell’  effetto  delle  macchine  in 
equilibrio  , cioè  l’ intensità  delle  forze  , e il  punto  di 
appoggio.  Ma  quando  si  tratta  dell’effetto  di  macchi- 
ne in  moto,  queste  due  considerazioni  non  bastano  . 
Perchè  tra  gli  elementi , da  cui  quest’  effetto  risulta 
avvi  ancora  la  celerità  impressa  ai  punti,  cui  sono 
applicate  le  forze,  e lo  spazio,  che  essi  debbono  per- 
correre . Per  com  prendere  qual  differenza  questo  nuo- 
vo elemento  introduca  nell’effetto  delle  macchine  sa 
rà  opportuno  osservare , che 

5 1 5.  I.  Il  moto  prodotto  da  una  potenza  in  una 
macchina,  generalmente  parlando  , si  riduce  ben  pre- 
sto all’uniformità.  Quando  la  macchina  comincia  a 
muoversi , è certo,  che  l’azione  della  forza  prevale  sul- 
l’ azione  della  resistenza  , e si  produce  un’  accelerazio- 
ne di  moto.  Ma  o sia,  che  per  una  necessaria  conse- 
guenza di  questa  accelerazione,  l’energia  della  poten- 
za diminuisca ( come  se  ella  è un  animale,  che  agendo 
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si  debilita  , o l’urto  di  una  molla  , o di  un  fluido,  che 
agisce  con  tanto  minor  e fletto , quanto  minore  è la  dif- 
ferenza tra  le  celerità  dell’ urtato,  e dell’urtante  ),  o 
sia  che  al  crescere  dell’azione  della  forza  crescano  gli 
elementi,  o l’ intensità  della  resistenza  ( tale  è la  resi- 
stenza, che  al  moto  delle  macchine  può  presentare  per 
es.  un  fluido  ambiente,  come  l’aria  a un  girarrosto, 
l’acqua  ad  una  nave,  resistenza  , che  a circostanze  pa- 
ri cresce  al  crescere  della  velocità  del  mobile,  come  ve- 
dremo a suo  luogo)  ; sia  finalmente,  che  sopraggiunga 
qualche  variazione  nelle  direzioni  j certo  è,  che  ordina- 
riamente il  rapporto  delle  due  forze  va  sempre  rapi- 
damente avvicinandosi  a quello,  che  è necessario  per 
l’ equilibrio  scambievole  ; e ridotto  tale  questo  rappor- 
to , le  due  forze  scambievolmente  si  distruggono  , e la 
macchina  non  si  muove  più , che  per  il  moto  acquista- 
to , il  quale  per  l’ inerzia  della  materia  resta  ordina- 
riamente uniforme  ( T.  Bossut  Traiti  de  Mécan. 
Part.  a L.  a Chap.  5 ) . Ciò  stabilito  è ben  facile  di 
mostrare,  che 

5 16.  II.  Se  due  potenze  <p  ,<p'  (due  sole  ne  conside- 
riamo per  comodo  ) applicate  successivamente  a di- 
versi punti  di  una  macchina  , facciano  muovere  col- 
le celerità  C,C'  una  resistenza  applicata  ad  altro  pun- 
to della  stessa  macchina,  le  quantità  di  moto,  che  si 
produrranno  mentre  la  resistenza  ( la  cui  massa  si  sup- 
pone B ) percorre  lo  stesso  spazio  S pelle  diverse  for- 
ze, saranno  eguali.  In  fatti  sia  s lo  spazio , che  la  resi- 
stenza descrive  colla  prima  celerità  nel  minimo  tem- 


po f,  avremo  C : O : : s : 


sC 

C 


spazio  descritto  nello  stes- 


so tempuscolo  colla  celerità  O . Le  quantità  poi  di 
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moto  prodotte  nella  resistenia  in  detto  tempuscolo 
colle  due  velocità  sono  (?4)  come 

RC-RC  - Rs:  RSJ?  . 

0 


ri  s 


Dicansi  N \ N*  le  somme  degli  spaziettì  elementa- 
ri 

, — contenuti  in  S.  Percorsi  tutti  questi  elemen- 


ti di  S , percorso  cioè  tutto  lo  spazio  S colle  due  ve- 
locità, le  quantità  di  moto  , che  si  sono  prodotte  , sa- 


ranno ::  RJYs r. 


RJYsO 

C 


. Ma  essendo  il  numero  delle 


parti,  in  cui  si  divide  una  data  quantità  , reciproco  alle 

. # sq 

loro  grandezze,  abbiamo  N : Nx  " .*  s,  e perciò 


JY— 


NC 

C 


. Dunque  sostituendo,  le  quantità  di  moto 


prodotte  nel  percorrere  lo  spazio  S saranno  II  RJYs  : 
RJYs  ,cioè  eguali. 

5 1 7.  IH.  Poiché  le  quantità  di  moto  sono  propor- 
zionali ai  prodotti  delle  forze  9,  9'  nei  tempi  T,T%,  in 
cui  agiscono,  avremo  <pT—  9'  'P",  e perciò  T:  T'  J* 
9'  : 9 . Dunque  i tempi  spesi  dalla  resistenza  a percor- 
rere lo  stesso  spazio  S colle  celerità  comunicatele  dal- 
le due  diverse  forze  sono  reciproci  all’intensità  delle 
forze  stesse . Da  ciò  nasce , che 

5 18.  i°.  Quanto  è minore  la  forza  applicata  ad  una 
macchina , tanto  maggior  tempo  spende  per  far  descri- 
vere a una  data  resistenza  lo  stesso  spazio , o per  sol- 
levare uno  stesso  peso  all’  altezza  stessa.  Per  lo  che 
calcolandosi  l’effetto  d’una  macchina  per  l’elevazione 
d’ un  peso  ad  una  altezza  in  un  tempo , è chiara  la  ve- 
rità del  noto  principio  meccanico,  che  nelV  effetto 
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delle  macchine  in  moto  si  perde  in  tempo  ciò,  che  si 
guadagna  in  forza.  Così,  se  Archimede  avesse  colla 
sua  propria  forza  tentato  di  far  passar  la  terra  dal- 
l’equilibrio al  moto  per  mezzo  di  una  macchina,  an- 
che in  un  grandissimo  numero. di  anni  non  avrebbe 
potuto  farle  percorrere,  che  uno  spazio  piccolissimo. 
Dunque 

5 19.  2°.  L’effetto , che  producono  ineguali  forze 
applicate  a una  macchina  non  è già  eguale , ma  ben- 
sì proporzionale  all’intensità  delle  forze  stesse.  Perciò 

520.  36.  Il  vantaggio,  che  procacciano  le  macchi- 
ne non  è già  di  produrre  grandi  effetti  con  piccoli 
mezzi  ; ma  solo  di  somministrare  il  comodo  di  sceglie- 
re tra  i diversi  mezzi , che  possono  dirsi  eguali,  quelli , 
che  sono  più  utili,  e più  adattati  alle  circostanze.  In 
ogni  macchina  posta  in  moto  l’ effetto  della  resistenza 
debbe  esser  distrutto  dall’  effetto  della  forza , e ciò 
non  può  essere,  se  i due  effetti  non  siano  eguali , e 
contrarj.  Ora  tali  effetti  sono  respettivamente  espressi 
per  il  prodotto  di  tre  fattori  forza , celerità  , e tempo. 
Purché  pertanto  il  lor  prodotto  resti  costante,  si  pos- 
sono questi  fattori  variare  ad  arbitrio.  Così  può  di- 
minuirsi la  forza  a spese  del  tempo  ; la  velocità  a spe- 
se della  forza , oppure  si  possono  impiegare  due , o 
più  forze  invece  d’  una  $ ciò  che  somministra  un’  infi- 
nità di  mezzi  per  procurare  un  effetto.  Qualunque 
partito  per  altro  si  abbracci,  bisogna  sempre  che  l’ef- 
fetto della  forza  sia  tale  da  eguagliare , e distruggere 
quello  della  resistenza. 

Un  esempio  renderà  più  facilmente  intelligibi- 
le tutto  ciò.  Un  uomo  dotato  di  una  forza  capace  di 
inalzare  un  peso  di  a5  chilogrammi  con  una  celerilà 
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dì  5.  metri  per  1”,  non  potrà  senza  l’aiuto  d’una  mac- 
china sollevare  una  tnassa  di  i-ooo  chilogrammi  ; ma 
lo  potrà  , se  una  macchina  cumulando  gli  effetti  istan- 
tanei della  sua  forza  = a5  chilogrammi , ne  compen- 
si il  difetto  d’intensità  coll’aumento  del  tempo,  in  cui 
élla  agisce,  o colla  diminuzione  della  celerità,  che  im- 
prime alla  resistenza.  Per  calcolare  questa  diminuzione 
diciamo  C'  la  celerità,  che  in  i”  quest’uomo  può  im- 
primere alla  resistenza  R — 1000  chilogrammi,  avre- 
mo FCT  — *5.  5.  ì = ROT  = iooo  O.  i;  C — 

— — = ‘/8.  Così  in  i”  il  prodotto  FC  — a5.  5 sarà 
tooo 

eguale  a RC  = iooo  X ’/g  = ia5;  e l’uomo  potrà 
per  mezzo  della  macchina  inalzare  la  massa*di  iooo 
chilogrammi  per  l/9  di  metro  nel  tempo,  in  cui  senza 
macchina  avrebbe  innalzato  un  peso  di  a5  chilogram- 
mi all*  altezza  di  5 metri. 

5*i.  Premesse  tutte  queste  generali  considera- 
zioni, conviene,  che  passiamo  a dar  la  teorica  par- 
ticolare per  ogni  macchina , cioè  ad  accennar  le  con- 
dizioni necessarie  , perchè  si  abbia  P equilibrio  parti- 
colarmente in  ogni  macchina  tra  la  forza,  e la  resi- 
stenza. 

Noi  abbiamo  data  a suo  luogo  la  dottrina  del- 
l’equilibrio, onde  non  ci  resta  qui,  che  a farne  l’ap- 
plicazione alle  diverse  macchine. 

5aa.  Ora  tra  le  macchine , altre  sono  semplici , 
altre  sono  composte . Le  semplici  sono  la  leva , o vette j 
la  puleggia  , o carrucola  $ l’argano , o tornio  ; il  pia- 
no inclinato  ; e la  macchina  funicolare.  Le  prime 
quattro  eran  note  agli  Antichi,  ma  l’ultima  è di  re- 
cente invenzione,  e ne  dobbiamo  al  Varignon  la  pri- 
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ma  teorica.  Le  macchine  composte  sono  quelle , che 
resultano  dalla  combinazione  comunque  eseguita  del- 
le semplici,  e possono  per  conseguenza  esser  presso- 
ché infinite.  Noi  ci  limiteremo  a parlar  delle  semplici. 

Leva  , o Vette. 

5z3.  La  leva  , o vette  è una  verga  inflessibile  AB 
retta,  o curva,  che  appoggiandosi  ( Fig.  5a,  53,  54  ) 
sopra  un  dato  punto  fisso  P detto  Ipomoclio  trasmet- 
te l’azione  di  una  potenza  F sopra  una  resistenza  R. 
Siccome' la  varia  disposizione  della  forza,  della  resi- 
stenza, e dell’ippmoclio  fa  variare  l’ energia  della  le- 
va ; così  corrispondentemente  a questa  varia  disposi- 
zione varj  generi  di  leva  si  considerano,  e si  denomi- 
nano dai  Meccanici.  Quando  P è tra  F,  ed  R {Fig. Si) 
dicesi  la  leva  di  primo  genere,  quando  R è tra  P 
ed  F ( Fig.  53  ) di  secondo  genere;  quando  F è tra  Pp 
ed  R {Fig.  54)  di  terzo  genere.  Cercheremo  la  condi- 
zione dell’  equilibrio  tra  la  forza  F , e la  resistenza  R 
in  ciascuno  di  questi  generi. 

5a4-  età»  che  siam  per  dire  noi  supponghiamo,  • 
che  la  forza,  e la  resistenza  agiscano  nel  piano  stesso. 

I metodi , che  abbiamo  dati  sopra  parlando  della  com- 
posizione delle  forze  insegnano  a ridurre  nello  stesso 
piano , e ad  una  sola  ( se  è possibile  ) le  forze  per 
quanto  molte , e situate  in  diversi  piani. 

5a5.  La  condizione  generale  dell’  equilibrio  pel 
vette  è data  dal  teorema  stabilito  sopra  ( 162  ) nel 
vette  in  equilibrio  la  somma  dei  momenti  delle  forze , 
che  tendono  a farlo  rotare  in  un  senso  intorno  al- 
V ipomoclio  debbe  eguagliar  la  somma  dei  momenti 
di  quelle , che  tendono  a farlo  rotare  in  senso  oppo- 
sto . Ordinariamente  facendosi  astrazione  dalla  gravi- 
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tà  del  vette  si  considerano  applicate  al  medesimo  la 
potenza  F situata  alla  distanza  AP  dall’ipomoclio,  e 
la  resistenza  R situata  alla  distanza  BP;  in  tal  caso  si 
ha  F , AP  *—  R.  BP  ss  o ( se  il  vette  sia  curvo  le  di- 
stanze della  potenza , e della  resistenza  dall’ipomoclio 
si  misureranno  con  le  normali  abbassate  dall’  ipomo- 
clio  sulle  loro  direzioni  ) . Ma  qualora  il  vette  si 
consideri  come  grave , il  suo  peso  G dee  riguardarsi 
come  una  forza  applicata  al  suo  centro  di  'gravità  Q, 
e il  suo  momento  G . PQ  dee  sommarsi , o sottrarsi 
dal  momento  di  F,  secondo  che  tende  a far  rotare  il 
vette  in  un  senso , o in  un  altro.  Avremo  in  tal  caso 
per  l’equilibrio  in  ogni  genere  di  vette 

.F.AP  — ( /f.BP  + G .QB  ) = o 
( si  prende  -j-  nel  vette  di  secondo , e terzo  genere 
sempre  j nel  vette  di  primo  genere,  quando  Q è-  traP, 
e B ; si  prende»-nel  vette  di  primo  genere,  quando  Q 
è tra  P,  ed  A).  Quindi  in  ogni  genere  di  vette , perchè 
si  abbia  l’ equilibrio  dee  .avverarsi  1’  analogìa  F : R : 
G -f  PQ  : BP  : PA.  Dunque 
5a6.  I.  Per  ogni  genere  di  vette. 
i°.  Si  conserverà  sempre  il  vette  in  equilibrio,  se 
quando  si  aumenta  la  forza,  o la  resistenza,  si  dimi- 
nuirà proporzionalmente  la  respettiva  distanza  dal- 
l’ ipomoclio. 

2°.  L’ equilibrio  si  turberà  per  quella  parte , per  cui 
si  accresce  il  momento  ; onde  se  si  aumeuti  la  forza, 
o la  resistenza,  oppure  le  loro  respettive  distanze  dal- 
l’ ipomoclio,  la  forza  prevarrà  sopra  la  resistenza,  o 
la  resistenza  sopra  la  forza. 

527.  II.  Per  il  vette  di  primo  genere  in  panico- 

1 = Quindi 
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i°.  Quanto  maggiore  sarà  la  distanza  AP  dall’i- 
pomoclio  del  punto  nel  vette , cui  si  applica  la  forza, 
tanto  minor  quantità  se  ne  richiederà  per  tener  in  e- 
quilibrio,  e vincere  una  resistenza . Onde  non  vi  è pe- 
so smisurato  , che  non  possa  equilibrarsi , e conside- 
rarsi come  mobile  da  qualunque  piccola  forza. 

a*.  Se  P è tra  Q,  ed  A,  la  gravità  della  leva  è con- 
traria alla  forza  .componendosi  la  gravità  G colla  re- 
sistenza /?'(  143)5  onde  rimane  una  resistenza  G.  QP 
da  equilibrarsi  anche  quando  R—  o;  ma  se  P è tra  Q, 
e B,  la  gravità  componendosi  colla  forza  è alla  mede- 
sima favorevole  in  modo  , che  alle  volte  può  aversi 
l’equilibrio  tra  R,  e G solamente  senza  F-,  e ciò  quan- 
do QP.  G = R .BP. 

3°.  Se  poi  P coincida  con  Q,  il  peso  della  leva  non 
produrrà  alcun  effetto  per  l’equilibrio;  poiché  es- 
sendo in  tal  caso  PG  = o,  sarà  pure  G , PQ  =0,  e 
potrà  considerarsi  la  leva  come  priva  affatto  di  gra- 
vità. 

4°.  In  tal  circostanza,  se  F — G,  e si  abbia  equi- 
librio, saranno  situate  la  forza,  e la  resistenza  a egual 
distanza  dall’  ipomoclio. 

5a8.  III.  Per  il  vette  di  secondo  genere  in  partico- 
lare, AP.  F—  R.  BP  -f-  G.  QP.  Dunque 

t°.  La  forza  necessaria  all’  equilibrio  non  può  mai 
esser  più  grande  della  resistenza  totale,  perchè  è sem- 
pre necessariamente  AP  ^ BG  (5a3). 

a°.  Il  peso  del  vette  è sempre  a scapito  della  forza  . 
Dal  che  segue,  che  aumentando  la  lunghezza  del  vet- 
te, mentre  per  un  lato  si  favorisce  la  forza,  peri’  altro 
si  contraria  ; onde  la  lunghezza  o eccessivamente  gran- 
de, o piccola  eccessivamente  è sempre  svantaggiosa 
alla  forza . 
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IV.  Per  il  vette  di  3°.  genere  in  particolare  essendo 
AP  XFz=IÌ.  BP  -j-  G X QP»  e sempre  AP  < BP, 
non  può  mai  esser  la  forza  minore  della  resistenza, 
onde  questa  leva  è sempre  svantaggiosa  alla  forza . 

529.  Frequentissimi  sono  gli  esempi  di  tutti  e trei 
generi  di  vetti , che  abbiamo  cohsiderati  fin  qui . Vetti 
di  terzo  genere  sono  i pedali  degli  organi,  le  calcole 
de’telari,  le  stanghe,  onde  mettonsi  in  moto  le  macchi- 
ne degli  arrotini , ed  i muscoli  degli  animali . Vetti  del 
secondo  genere  sono  i remi,  gli  alberi  delle  navi , le  im- 
poste delle  porte , e delle  finestre , i mozzi  delle  cam- 
pane , le  mascelle  degli  animali,  ec.  Moltissimi  poi  so- 
no i vetti  di  primo  ordine , e tra  quelli , il  di  cui  uso 
è più  frequente  meritano  una  special  considerazione 
le  macchine,  che  comunemente  conosconsi  sotto  nome 
di  bilancia  , e di  stadera  . 

Una  verga  orizzontale  omogenea  AB  ( Fig.  55  ) 
capace  di  rotare  d’alto  in  basso  intorno  al  punto  fis- 
so d fornita  di  due  piatti  D,  E,  e di  un  ago  PL  nor- 
malmente impiantato  sopra  di  essa  nella  verticale  che 
passa  pel  centro  di  gravità  costituisce  una  bilancia , 
macchina  destinata  a scuoprir  il  peso  dei  corpi  nella 
seguente  maniera  . Se  posto  in  un  piatto  il  corpo,  o la 
merce  da  pesarsi , si  ponga  nell’  altro  un  peso  noto , 
che  dicesi  contrappeso  , la  permanente  situazione  o- 
rizzontale  della  verga  equilibrata  dee  indicare  1’  egua- 
glianza dei  pesi  del  corpo  da  pesarsi , e del  contrappe- 
so. Ora  perciò  è necessario,  1 °.  che  la  verga,  e i piat- 
ti stiano  orizzontali  in  perfetto  equilibrio  avanti  d’ es- 
ser caricati  ; per  lo  che  sarà  opportuno , che  il  loro 
centro  di  gravità  sia  in  qualche  punto  della  verticale 
PL , onde  la  macchina  possa  considerarsi  come  priva 
di  gravità  . 
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a0.  Che  detto  AI il  peso  della  merce  posta  nel  piat- 
to E , C il  contrappeso  posto  nel  piatto  D , si  abbia 
C.AP  ss  AI. BP.  Dunque  peli’ equilibrio  della  bilancia 
essendo  C — Al , dovranno  essere  le  distanze  AP , PB 
eguali , e i piatti  equi  ponderanti. 

53o.  Perchè  dunque  la  bilancia  sia  esatta , convie- 
ne, chele  due  braccia  siano  egualmente  lunghe  ( sì 
misura  la  lunghezza  del  braccio  della  bilancia  con  una 
normale  condotta  dal  punto  d alla  verticale , che  pas- 
sa pel  punto  di  detto  braccio  , cui  è sospeso  il  piatto). 
Se  un  braccio  è più  lungo  non  si  conosce  immediata- 
mente il  vero  peso  della  merce,  perchè  il  piatto  cor- 
rispondente al  braccio  più  lungo  fa  equilibrio  al  con- 
trappeso con  minor  carico , compensandosi  la  minor 
quantità  del  carico  colla  sua  maggior  distanza  dall’  i~ 
pomoclio  . In  tal  caso  la  bilancia  dicesi  falsa  . Per  al- 
tro anche  da  una  bilancia  falsa  può  rilevarsi  il  vero 
peso  di  un  corpo  col  seguente  piccolo  artifizio  . Pon- 
gasi nel  piatto  E il  corpo  AI  da  pesarsi , nel  piatto  D il 
noto  contrappeso  C,  che  faccia  equilibrio  . Quindi  si 
metta  AI  nel  piatto  D,  e nel  piatto  E un  altro  contrap- 
peso O parimente  noto,  che  faccia  esso  pure  equili- 
brio. La  radice  quadrata  del  prodotto  di  C in  C'  sarà 
il  peso  vero  di  Al.  In  fatti  nel  primo  caso  abbiamo 
C . AP  = AI . BP,  nel  secondo  AI.  AP  ss  0.  BP,  e pe- 
rò C.  AP  : AI.  AP  ::  AI.  PB  : C . BP  , o sia  AI'  = 

C x C\  AI  = V C X C . 

Generalmente  parlando  una  perfetta  esattezza  nel- 
la bilancia  è quasi  impossibile  ; onde  quando  sia  im- 
portante di  conoscere  con  somma  precisione  il  peso 
d’ un  corpo , dovrà  usarsi  il  metodo  ora  esposto , o pu- 
re il  seguente  . Si  ponga  in  un  piatto  della  bilancia  il 
corpo  da  pesarsi , e un  altro  corpo  qualunque  j e nel- 
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l’altro  piatto  un  contrappeso, che  faccia  equilibrio. 
Quindi  si  tolga  il  corpo  da  pesarsi . La  quantità  dei 
contrappesi,  che  sarà  necessario  metter  nel  piatto,  d’on- 
de si  è levato  il  corpo  da  pesarsi , per  ristabilir  l’ equi- 
librio darà  sempre  con  esattezza  il  peso  cercato  . 

La  perfetta  bilancia  dev’  essere  non  solo  esatta , ma 
anche  non  sorda , cioè  tanto  sensibile , che  per  ogni 
piccolo  aumento  di  peso  se  ne  alteri  l’equilibrio  ; e non 
pazza,  cioè  tanto  pronta  a rimettersi  in  equilibrio  es- 
sendone rimossa,  che  non  trabocchi  per  ogni  piccolo 
disequilibrio.  Si  darà  alla  bilancia  la  prima  qualità  di* 
minuendo  quanto  si  può  gli  attriti  ( 71  ) , e tanto  più 
facilmente  se  le  darà  a circostanze  pari,  quanto  le  brac- 
cia ne  saran  più  lunghe  (purché  non  si  curvino  ), 
giacché  la  lunghezza  del  braccio  rende  maggiore  il 
momento  del  peso,  che  è applicato  all’estremità  del 
medesimo,  e facilita  perciò  la  rotazione.  Perchè  la  bi- 
lancia non  sia  «pazza  conviene,  che  il  centro  di  gravità 
del  sistema  sia  nella  verticale  PL  tanto  più  sotto  del 
centro  d di  rotazione  quanto  è possibile , onde  abbia 
luogo  l’ equilibrio  stabile  (a43)  . 

53 1.  Oltre  la  bilancia , si  suole  usare  per  conoscere 
il  peso  dei  corpi  la  Stadera  . Una  verga  uniforme  AB 
( Fig.  56  ) sostenuta  nel  punto  P , intorno  a cui  può 
rotare  d’ alto  in  basso  forma  la  stadera  . Nel  piatto  C 
si  pongono  i corpi  da  pesarsi , e si  fa  scorrere  lungo 
la  verga  AB  per  mezzo  d*  un  anello  il  romano  , o con- 
trappeso R , che  dee  far  equilibrio  coi  medesimi . La 
diversa  distanza , cui  convien  portare  il  romano  per  fa- 
Te  equilibrio  mostra  la  diversità  dei  pesi . 

Ecco  brevemente  la  teorica  di  questa  macchina.  Sia 
G il  peso  del  braccio  PB , che  si  considera  riunito  nel 
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centro  di  gravità  N ; F il  peso  del  braccio  AP  riunito 
nel  centro  di  gravità  H.  Sia  C il  peso  del  piatto  C , e 
de’  suoi  annessi.  Supponghiamo , cbe  per  aver  equi- 
librio colla  merce  AI  posta  nel  piatto  C , convenga 
porre  in  d il  romano  R.  Avremo  AI  X AP  -j-  F X 
PH  -f  C X AP  = R X dP  -f  G X PN . Ma  perchè 
dall’equilibrio  della  stadera  caricata  possa  precisa- 
mente  dedursi  il  peso  della  merce , conviene  , che  le 
due  braccia  della  stadera  siano  in  equilibrio  indi- 
pendentemente dal  rapporto  del  peso  della  merce  a 
quello  del  romano , conviene  cioè , che  nella  stadera 
scarica  si  avveri  l’equazione  F X PH  -f-  C X AP  = 
G X PN.  Volendo  dunque  la  condizione  d’equilibrio 
solo  tra  la  merce,  e il  romano,  conviene  togliere  la 
seconda  equazione  dalla  prima  ; e cosi  resterà  AI  X 

AP  = R.  Pd;  onde  AI  = • Dividasi  pertanto  lo 

spazio  Pd  in  n parti  eguali  Pa,  ab,bc,ed,  ec.}  e sia  cia- 
scuna di  queste  eguali  alla  AP.  Sarà  Pb  = aAP  ; Po 

= 3 AP  ; Pd  = n.  AP  ; onde  AI  — 5*?-  n R . 

AP 

Perciò,  se  sia  R = i libbra , e posto  in  b faccia  equili- 
brio con  AI,  sarà  n—  a , e conseguentemente  M — 2 
libb.  ; se  faccia  equilibrio  in  c.sarà  n~ 3,  Al—'i  lib.  ec. 

53a.  Egli  è poi  chiaro , che  suddividendo  in  parti 
eguali  le  divisioni  Pa,  ab,  bc,  ec.  si  peserà  qualunque 
minima  parte  della  libbra  . Se  R = i , siccome  ogni 
divisione  accenna  una  libbra , dividendo  ogni  divisio- 
ne in  ia  parti , potranno  pesarsi  le  once , le  q ali  po- 
tranno pure  pesarsi , se  essendo  R — 2,  e conseguente- 
mente ogni  divisione  accennando  due  libbre , si  divi- 
derà ognuna  in  a4  parti  eguali  » 
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533.  Da  quanto  dicemmo  al  n°.  i5a  rilevasi , che 
nel  vette 

t — — carico  del  punto  , cui  è applicata 

AB 

la  potenza  j 

2°.  R — XI - carico  del  punto  , cui  è applicata 

AB 

la  resistenza  ; 

3°.  (p  = carico  del  punto  d’ appoggio. 

Ar 

Quindi  nasce  V importante  dottrina  delle  pressio- 
ni , che  un  peso  collocato  sopra  di  una  verga  , o di  un 
piano  esercita  su  gli  appoggi , che  lo  sostengono.  Poi- 
ché come  i carichi  dei  punti,  cui  si  applicano  la  forza , 
e la  resistenza  sono  nel  vette  i componenti  della  risul- 
tante (p  carico  delPipomoclio;  così  nel  piano,  che  so- 
stiene un  peso , le  pressioni  sofferte  dagli  appoggi  so- 
no le  componenti  della  pressione  totale  esercitata  dal 
peso  P in  ragion  della  sua  quantità  sul  punto,  in  cui 
posa. 

* 534-  Noi  esporremo  sommariamente  ciò , che  di  più  neces- 

sario a conoscersi  comprende  questa  dottrina. 

I.  Sia  appoggiata  su  due  sostegni  C,D  (Fìg.  5j~)  posti  nel 
medesimo  piano  orizzontale  la  verga  omogenea  AB  gravata,  e dal 
suo  peso  G , che  si  considera  come  una  potenza  applicata  al  suo 
centro  di  gravità,  o al  suo  punto  medio,  e da  un  peso  P collocato 
sulla  medesima  . I due  pesi  P , e G concorreranno  a premere  i 
sostegni . Siano  x , z le  pressioni  esercitate  da  P‘,y  le  pressio- 
ni esercitate  da  G su  i sostegni  C , D . Sia  AB  m«;  GP rr  b, 
onde  AG  = BG  — n ; PB  =:  u ò , AP  ~ a — b , avremo 


x 


- P(a  + &) P (a—  b) 


, e y'.t:  G :t  a : a:  2a  : 


la  "la 

1 : 1 : 2;  onde  y — G $ t — */,  G . Dunque  il  carico,  o la 

T.  I.  2^ 
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pressione  totale  di  C sarà  x -t-y  = ,A(G  + p)+  — 5e 


2« 


bP 


il  carico  di  D sarà  z f = */,  ( G P ) ^ 

# 535.  II.  Siano  ora  situati  in  un  piano  obliquo  all*  orizzonte 
i due  sostegni  A,  B ( Fig.  58  ) , su  cui  posa  (a  verga  AB , tal- 
ché essa  faccia  coll’orizzonte  l’angolo  BAC  — n . S’  indichi  col- 
la linea  PC  il  peso  del  corpo  P , e colla  GR  il  peso  G della  ver- 
ga riunito  nel  centro  di  gravità  G;  e si  risolvano  questi  pesi  nei 
due  PD,  DC;  e GF  » FR  gli  uni  normali , gli  altri  paralleli  alla 
verga . È chiaro , che  il  sostegno  B regge  solo  una  parte  dei  pe- 
si PD  , GF;  e tutto  il  resto  è retto  da  A.  Quindi  poiché  l’ango- 
lo PAC  = CPD  =RGF  = n,  essendo  CQ,  RF  parallele  ad  AB, 
sarà  PD  ~ PC  X cos • n — P cos • n ? GF  = GR  . cos.  n — 
G cos.  n ; onde  sostituendo  nelle  formule  del  n°.  superiore  que- 

. . « . P.  cos.  n ( a -l~  b ") 

ste  espressioni , sarà  x ~ ; z — 

P.  cos.  n (a  — & ) . , _ 

; r = y,  G cos.  n ; t = y,  G co,s.  n.  De- 

la  ’ • 

scritti  poi  coi  centri  P , e G , e coi  raggi  PC , GR  gli  archi  CE, 

RH,  sarà  PC  = PE  = P$  GR  = GH  = G;  ma  PE  = PD-f 

DE;  e PD  = P.  cos.  n . Dunque  PE  = P co|.  n-f-  DE  ; e DE 

— P ( l — cos.  n ) . Nel  modo  stesso  si  trova  FH  ==:  G X 

( 1 — cos.n')  . Dunque  la  pressione  del  sostegno  B sarà  z t = 

^ + aP cos.  n-  >1  carico  totale  del  sostegno  A 

sarà  x +r  + DE+FH  = G+P  — 

/ aG  4-  aP  — bP  \ 

/_ ! 1 cos.  n. 

\ la  ’ 

* 536.  Che  se  la  verga  avesse  nella  sua  estremità  verso  B una 
prominenza  , con  cui  potesse  attenersi  al  sostegno  B , il  resultato 
del  passato  calcolo  varierebbe  in  questo  solo,  che  mentre  nell’  i- 
potesi  del  numero  superiore  il  sostegno  A dee  reggere  tutto  il 
peso  DE  + FH  , in  questa  ne  reggerebbe  solo  la  metà  , essen- 
done retto  l’altro  dalla  prdfninenza  in  B,  com’è  chiaro  . Dun- 
que il  carico  di  B sarà  z -f-  t '/»  ( ED  — {-  FH  ) ~ 

, „ , bP  cos.  n .......  . . 

iffp±.G  ) — — o — ; e il  canco  di  A sara  z -j-  y -f- 


ia 
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■/.  ( DE  + FH)  = «/.(  P + • 

* 537.  IH.  Siano  ora  ( fig.  5g  ) situati  in  linea  verticale  i 

sostegni  , o gli  arpioni , che  sorreggono  il  piano  BCDE , il  quale 
abbia  in  G il  centro  eli  gravità . Tirate  dagli  arpioni  B , C sul 
centro  G le  linee  BG , CG , e prolungata  BG  in  M , esprimasi  il 
p >So  del  piano  per  la  porzione  GO  P della  verticale  AP  , sul- 
la qual  porzione  presa  per  diagonale  si  costruisca  un  parallelo- 
grammo MN  , che  abbia  per  lati  le  sezioni  G\I  , GN  delle  dire- 
zioni BG,  GC  . É chiaro,  che  GM  esprime  lo  sforzo  con  cui  il 
peso  P tende  a strappare  1’  arpione  B nella  direzione  BG  j e GN 
indica  la  spinta, con  cui  l’arpione  C h premuto  nella  direzione  GC. 
Ora  abbiamo  (127)  GO:  GM:  GN  “ sen.  MGN  : sen.  OGN  : 
sen.  OGM  J!  sen.  CGB  : sen.  GCB:  sen.  GBC  CB  : GB  : 

P.GB  P.  GC  , . 

CG  . Dunque  GM  = > GN  = . Ora  dai  punti 


G,  M si  tirino  sopra  BC  , GO  le  normali  GF  , MS,  e s’intenda 
risoluta  la  MG  nelle  due  GS  verticale  , MS  orizzontale , e la  GN 
= MO  nelle  due  MS  orizzontale  , SO  verticale.  Facilmente 
si  còmprende,  che  il  peso  P esercitatile  azioni  sull’  arpione  B, 
uno  sforzo  orizzontale  MS  , con  cui  tende  a strapparlo  , ed  una 
pressione  verticale  GS  ; e due  azioni  sull’arpione  C,  uq»  pressio- 
ne verticale  SO , ed  una  pressione  orizzontale  MS,  che  lo  spinge 
contro  il  muro , in  cui  è incastrato , e che  è eguale  allo  sforzo, 
con  cui  tende  a strappare  l’arpione  superiore  . Ora  per  la  somi- 
glianza dei  triangoli  BGF , SMG  abbiamo 

GM.  GF  GF  w P-  BG  P.  GF 
"BG"'  ~ BG  X rR  “ rn  prCS' 


1°.  MS  = 


CB  — ‘ CB 

sione  orizzontale  soffèrta  in  fuori  dall’  arpione  B , in  dentro  dal- 
l’ arpione  C. 

GM.BF  P.BF  . . , a-  . , , 

2°.  GS  ~ — pressione  verticale  sofferta  dal- 

BG  BC 

l’arpione  B.  Nella  maniera  stessa  per  la  somiglianza  dei  triangoli 

OM.CF  __  GN.  CF  __  P^CF 
"CG  “*  CG  CB 


ura.or 

SMO,  FGC  si  troverà  SO  = y, ^ — 


pressione  verticale  soffèrta  dall’  arpione  C. 

Dal  che  è chiaro  , 1° . che  i due  arpioni  soffrono  dal  peso 
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del  piano  EC  un’ egual  pressione  orizzontale  proporzionale  al  pro- 
dotto del  peso  medesimo  nella  distanza  orizzontale  tra  il  centro 
di  gravità,  e la  verticale,  in  cui  essi  si  trovano  diviso  per  la  di- 
stanza , che  passa  tra  un  arpione  , e 1’  altro  , 2°.  e ciascun  ar- 
pione una  pressione  verticale  proporzionale  respettivarnente  alle 
distanze  tra  il  punto  della  verticale  , in  cui  sono , e l’orizzonta- 
le , che  passa  pel  centro  di  gravità  del  piano  premente  . 

* 538.  IV.  Siano  tre  sostegni  A , B , C ( Fig.  6o.  ) , che  di- 

disposti in  triangolo,  e nello  stesso  livello  sorreggano  un  piano 
non  grave , su  cui  è collocato  un  peso  P . 

Le  pressioni  sofferte  da  questi  sostegni  son  qnelle  stesse  , 
che  soffrirebbero  , se  sopra  di  loro  non  si  appoggiasse  già  il  pia- 
no accennato  , ma  i due  vetri  AB  , CN  stabilmente  uniti  in  N , 
e gravati  da  P.  Ciò  è sì  chiaro  pei-  se  stesso , che  il  Bussut  non 
credè  necessario  di  dame  dimostrazione  ; ma  l’ insigne  Geometra 
signor  Cav.  Pietro  Paoli  per  torre  ogni  dubbio  lo  ha  dimostrato 
pienamente  nel  n°.  VI.  deHa  sua  memoria  sopra  alcuni  proble- 
mi meccanici  inserita  tra  quelle  della  Società  Italiana  nel  T.  6. 

Ora  egli  è evidente , che  tutto  il  carico  del  peso  P è soste- 
nuto dalle  estremità  N , 0?  della  leva  NC.  L’ estremità  C è sorret- 
ta dal  sostegno  C ivi  collocato, ma  l’estremità  N gravita  sul  vet- 
te AB  ,*•  conseguentemente  il  peso  , che  la  preme  è sorretto  dal- 
le due  estremità  A,  B,  o sia  da’ due  sostegni  corrispondenti.  Di- 
casi pertanto  x la  pressione  del  punto  C , t quella  di  N , y quel- 
la di  A , * quella  di  B . Avremo  per  le  cose  già  stabilite  (533) 
P.  VP  P.  PC 

Tn-  ’ * ~ctT’ 


t.  BN 
y “ — A B~ 
t.'$\ 
z AB 


_ P.  PC.  BN  . 

— NCTAB  5 

— — » on(k  sostituendo,  e ridu- 


cendo x i y’  z t * AB.  MP ! PB  • BN:  PC . NA  . 

Quindi 

* 53<j.  i°.  Si  tirino  le  rette  PA , CA  , PB  , CB  , e da  P si  tiri 

sopra  AB  la  normale  Pn  , e si  guidino  pure  le  altre  normali 
An\  fin".  Abbiamo  per  la  somiglianza  dei  triangoli  PNn,  BNn'' 
PN  : Pn  ; l NB  : Bn"  ; e BN  : Bn'‘  I AN  : An'  per  la  somiglian- 


\ 

\ 
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za  dei  triangoli  BNn",  ANn'  ; onde  PN:  BN:  AN  ;;  Pn:  Bn": 
An' . Perciò  sostituendo  x:  y : a J*  AB  . Pn  : PC  . Bn1’  : 

PC  . An1 . Ora  essendo  AB  . Pn  = 2 tri.  APB  , e PC  . Bn"  =3 
a triang.  PBC  ; e PC . A n1  — 2 triang.  APC  ; avremo  x : y : a : 5 
triang.  APB:  triang.  PBC:  triang.  APC. 

* 54o.  2°.  Perciò  se  P sarà  collocato  nel  centro  di  gravità  del 
triangolo  BAC , le  pressioni  dei  tre  sostegni  saranno  eguali..  Poi- 
ché in  tal  caso  (210)  BN  = NA  =3  '/»  AB  ; AB  = 2NA  ; NP 
— '/s  NO  ; PC  “ a/j  NC  ; i quali  valori  sostituiti  nell’  analo- 
gia ( 538  ) x : y : z ’l  AB  . NP:  PC  . BN:  PC  . NA  danno 

x:  y : z '/3:'/3:  '/s. 

* 54i  • 3°.  Se  sia  P nella  linea  AB  , cioè  se  sia  PN  rr  o sarà 
anche  x 3=  o , onde  tutto  il  peso  P si  distribuirà  sopra  i due  so- 
stegni A , B . 

* 542.  4°-  Finalmente  se  i tre  sostegni  sian  disposti  iti  linea 
retta  siccome  si  ridurranno  eguali  a zero  i triangoli  APB , PBC  , 
APC;  così  i valori  di  x , y , s saranno  espressi  per  °/<>;e  il  pro- 
blema delle  pressioni  su  tre  appoggi  diverrà  per  tal  caso  nella  sua 
generalità  indeterminato  . 

* 543.  Così  pure  se  si  cerchino  le  pressioni  di  quattro  , o più 
sostegni , che  per  mezzo  di  verghe , o altri  strumenti  inflessibili 
soffrano  P azione  di  un  peso  P , il  problema  generale  , senza  al- 
cuna condizione  . che  lo  limiti  è nello  stato  attuale  della  Mec- 
canica assolutamente  indeterminato  . Poiché  le  pressioni  , come 
è evidente,  sono  prodotte  dalla  tendenza,  che  per  l’azione  del 
peso  le  verghe  hanno  a muoversi , o ruotare  contro  i sostegni . 
Ora  siccome  il  moto  non  può  riferirsi , che  a tre  soli  assi  distin- 
ti : così  gli  attualmente  noti  principj  meccanici  ‘non  posson  da- 
re , che  tre  sole  equazioni  distinte  per  determinare  quattro , o più 
incognite  , se  quattro  , o più  sono  le  pressioni . Potranno  i curio- 
si consultare  su  tal  proposito  una  interessantissima  Memoria  del 
signor  Paoli  nel  T.  IX  delle  Memorie  della  Società  Italiana  . 

* 544-  Dalla  teorica  del  vette  dipende  non  solo  la  dottrina  del- 
le pressioni , ma  quella  ancora  delle  resistenze , che  i corpi  op- 
pongono alle  potenze , che  tendono  a spezzarli.  Riducesi  tutta  que- 
sta dottrina  a determinare  il  rapporto  tra  lo  sforzo , che  una  po- 
tenza posta  in  certe  circostanze  esercita  contro  una  sezione  di  un 
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solido  per  distaccarla  dalla  contigua,  e la  resistenza,  che  si  op- 
pone dal  solido  ad  un  tale  sforzo . Ora  in  tre  situazioni  può  tro- 
varsi la  potenza  tendente  a separai'  le  sezioni  di  un  solido , o 
a vincente  la  coesione  . Può  essere  applicata  i°.  nonnalmen- 
te,  o direttamente  , 2°.  parallelamente  alla  sezione  da  distaccar- 
si , 3°.  in  modo  da  premere  il  solido  sorretto  da  due  sostegni 
tendendo  ad  imprimere  a due  sezioni  contigue  un  moto  di  rota- 
zione in  sensi  opposti.  Così  ella  può  esser  rappresentata  da  un 
grave,  che  applicato  all’estremità  di  un  prisma  verticale  nel  primo 
caso  , orizzontale  nel  secondo  tenda  a strapparne  un  pezzo  col 
proprio  peso  ; e che  prema  nel  terzo  caso  un  corpo  sorretto  da 
due  sostegni . • 

* 545.  Nel  primo  caso,  se  il  corpo  c omogeneo,  la  resistenza, 
che  dicesi  assoluta  non  c che  la  semplice  forza  di  coesione  degli 
elementi  componenti  il  solido  moltiplicata  per  la  superficie  della 
sezione  da  staccarsi , come  evidentemente  deducesi  da  ciò  , che 
dicemmo  a suo  luogo  della  coesione.  A.  questo  caso  non  si  ap- 
plica la  dottrina  del  vette,  onde  non  ci  tratterremo  ad  esaminar- 
lo: tanto  più,  cly:  la  sola  esperienza  può  determinare  i rap- 
porti , che  passano  in  tal  caso  tra  la  forza  , e la  resistenza . I 
Curiosi  potranno  consultar  con  prolitto  su  questo  articolo  l’o- 
pcre  del  Musschembroelc  ( Introducilo  ad  cohaerentiam  cor- 
porum  firmorum)  e del  Duhamel  (Art.  de  la  Corderie).  Limi- 
tandoci noi  all’esame  del  secondo,  e terzo  caso  supporremo, 
che  i corpi  siano  omogenei , e di  tal  natura  , che  tutte  le  par- 
ti delle  diverse  sezioui  prive  allatto  di  flessibilità , e di  elasti- 
cità debbano  staccarsi  contemporaneamente  nel  caso  della  rot- 
tura. 

* 546.  La  potenza  P ==  p applicata  al  solido  SBV  ( Fig.  61  ) 
tenda  a romperlo  nella  sezione  sb,  cioè  a far  rotare  la  sezio- 
ne sb  intorno  alla  linea  LG  condotta  nel  piano  della  medesima 
pel  suo  infimo  punto  b . Lo  sforzo  di  P per  quest’oggetto  sa- 
rà p n (tò’o),  se  n sia  la  distanza  della  sua  direzione  dalla  se- 
zione sb.  A questo  sforzo  resiste  la  tenacità  d’ogni  particella 
della  sezione  , e siccome  tal  resistenza  , che  dicesi  respettiva  , 
tende  a produrre  un  effetto  contrario  a quello  prodotto  da  P , 
così  può  considerarsi  come  tendente  a imprimere  alla  sezione 
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un  moto  di  rotazione  intorno  al  medesimo  asse  in  senso  op- 
posto . Perciò  la  resistenza  d5  ogni  particella  sarà  espressa  pel 
momento  della  sua  tenacità  riferito  all’  asse  LG , e la  resisten- 
za di  tutta  la  sezione  per  la  somma  dei  momenti  della  tenaci- 
tà di  tutte  le  particelle,  cioè  pel  momento  della  risultante  di 
tutte  queste  forze  di  tenacità . Ora  la  tenacità  essendo  propor- 
zionale alla  massa  in  ogni  particella  , e nel  primo  momento  del- 
la rottura  essendo  parallele  le  direzioni,  secondo  cui  agisce  in 
tutte  le  particelle  la  tenacità  , il  centro  di  tenacità , per  cui  ne 
passa  la  risultante  coincide  col  centro  di  gravità  della  sezio- 
ne (4°4)  . Dunque  la  resistenza  presentata  dalla  sezione  sb  alla 
rottura  sarà  espressa  pella  formula  mst , cioè  pel  prodotto  del- 
la tenacità  t nella  superficie  s della  sezione  moltiplicata  pella 
distanza  m del  centro  di  gravità  della  sezione  dalla  linea  LG. 

Dunque 

* 547-  L Si  avrà  equilibrio  tra  la  potenza  P , e la  resi- 
stenza opposta  dalla  tenacità  della  sezione  sb,  quando  np  — mst . 

* 548.  li.  Se  il  solido  sia  cilindrico,  e sia  r il  raggio  della 
base , sarà  s — 7Tr* , m ~r  ( 208)  , mst  =ir r*t , ed  in  un  al- 
tro simil  cilindro  di  egual  materia  m'  s'  t = ire1*  t ; onde  nei 
due  cilindri  sarà  mst  : m' s' t ; ) r’  : r’3  J ; 8r 3 : 8r’s  essendo  le 
metà  proporzionali  agl’  interi  . E generalmente  siccome  in  tut- 
ti i simili  prismi  regolari  le  basi , o le  facce  sono  come  i qua- 
drati dei  lati  ir,  Ir',  cioè  ” 4r*:  4r'**  e 1®  distanza  m è pro- 
porzionale alla  metà,  o all’intero  lato;  così  potrà  stabilirsi  ge- 
neralmente , che  nei  cilindri , e nei  prismi  regolari  simili,  le 
resistenze  sono  come  i cubi  dei  diametri  , o dei  lati . 

Se  poi  le  sezioni  d’uno  stesso  solido,  che  debbano  distaccarsi 
in  diversi  casi,  o di  solidi  diversi  d’  egual  materia  abbiano 
eguali  superficie,  ma  lati  omologhi  ineguali , le  resistenze  saran- 
no come  le  distanze  del  centro  di  gravità  dall’asse  di  rotazione  $ 
e perciò 

* 54g.  i°.  Un  parallelepipedo,  o una  trave  fissa  nel  muro  in 
modo , che  ne  sia  il  lato  orizzontale  minore  del  verticale , pre- 
senterà ad  esser  rotta  da  un  peso  una  maggior  resistenza,  che 
se  fosse  situata  in  modo  da  aver  il  lato  orizzontale  maggiore 
del  verticale  : e sarà  la  resistenza  nel  primo  caso  alla  resisten- 
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za  nel  secondo  come  il  lalo  maggiore  al  lato  minore  ; tale  es- 
sendo il  rapporto,  che  han  fra  loro  ne’ due  casi  le  distanze  del 
centro  di  gravità  dall’  asse  di  rotazione  . 

* 55o.  "i Se  un  solido  cilindrico  eguagli  in  peso  , e lun- 
ghezza un  cilindro  vuoto  d’egual  materia,  il  cilindro  vuoto  a- 
vendo  un  diametro  maggiore , opporrà  all’  azione  del  peso  P,  che 
applicato  ad  una  delle  sue  estremità  tende  a romperlo,  una  re- 
sistenza respettiva  maggiore , che  quella  opposta  dal  solido  mas- 
siccio ; e la  resistenza  del  primo  starà  alla  resistenza  del  se- 
condo in  ragion  diretta  dei  raggi  delle  loro  basi . Poiché  que- 
sti raggi  sono  la  misura  della  distanza  del  centro  di  gravità  dal 
punto,  intorno  al  quale  debbono  rotar  le  parti  staccandosi  nella 
rottura  . Onde  la  medesima  quantità  di  materia  costituente  un 
cilindro  massiccio  può  ridursi  capace  d’  una  resistenza  assai  mag- 
giore, qualora  mantenuta  la  medesima  lunghezza  del  cilindro, 
si  aumenti  il  diametro  dellit  base , rendendolo  cavo . E lo  stes- 
so vale  anche  per  altri  prismi.  Tale  artifizio  adopra  la  Natura 
nella  costruzione  dell’ ossa  degli  animali,  e delle  penne  degli 
uccelli , che  essendo  cave  riescono  meno  gravi , meno  bisogno- 
se di  nutrimento , e più  resistenti . Così  pure  una  leggerissima 
paglia  vuota  sostiene  senza  rompersi  una  spiga  assai  grave , che 
non  potrebbe  sostenere  se  fosse  formata  dalla  stessa  quantità 
di  materia  , ma  tutta  piena . 

* 55 1.  III.  Siccome  a circostanze  pari  il  momento  della  re- 

sistenza dei  solidi  dipende  dall’  ampiezza  della  sezione  da  di- 
staccarsi nella  rottura,  e quello  della  forza  dalla  distanza  n della 
sua  direzione  dall’asse  di  rotazione;  cosi  se  per  la  special  con- 
figurazione di  un  solido  accadesse  , che  di  quanto  cresce  la  di- 
stanza n,  d’altrettanto  dovesse  pur  crescere  l’ampiezza  delle  su- 
perficie, il  momento  della  resistenza , e quello  della  forza  avreb- 
bero tra  loro  in  questo  solido  un  rapporto  costante . Facilmen- 
te poi  si  trova  qual  debba  essere  questa  configurazione  nelle  va- 
rie circostanze.  Eccone  un  esempio.  Al  solido  S'T'  (che  per  ora 
non  si  considera  come  grave  ) ( Fig.  62  ) sia  applicato  il  peso 
P nel  punto  O del  suo  segmento  W.  I piani  BS , 1 sono 

rettangolari , e la  configurazione  della  fascia  S'  V dipende  dalla 
natura  della  curva  S1  Y , che  determina  il  profilo  del  solxlo. 
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Può  questo  solido  fissarsi  in  un  muro  in  tre  maniere:  1°.  coi 
lati  BS' , CS  verticali  , e col  piano  BY1  inferiore  ; 2°.  coi  lati 
CS  , BS*  verticali  parimente , ma  col  piano  BV'  superiore}  3°.  coi 
lati  CB,  SS1  verticali  in  modo,  che  l’areaCSY1  formi  la  ba- 
se del  solido. 

Sia  pertanto  impiantato  nel  muro  nella  prima  maniera , e 
la  sezione  BS  parallela  alla  sezione  bs1  sia  un  rettangolo.  Sia 
A b — x , bs  ~ y VV1  zr  eli  rr  c . Il  momento  di  resistenza 
•Iella  sezione  bs'  ~ cy  sarà  tcy  . ' /,  y ~ '/»  tcy*  ( 546)}  c 
il  momento  del  peso  P è px . Dunque  perchè  sia  costante  per 
tutte  le  sezioni  il  rapporto  de’  momenti  della  resistenza  , c del 
peso,  dovrà  per  tutte  le  sezioni  esser  costante  il  rapporto 
*/„  tcy*  : px,  ovvero  y*  : x,  essendo  costanti  per  ipotesi  le  quan- 
tità p,  c , t . Lo  stesso  ha  lungo  pel  caso , che  il  solido  sia  im- 
piantato nel  muro  uella  seconda  maniera.  Ma  la  ragion  costan- 
te y*  : x conviene  a una  parabola,  che  abbia  YB  per  asse,  V 
per  vertice.  Dunque  perchè  nel  dato  solido  situato  nelle  due  in- 
dicate maniere  sia  costante  il  rapporto  dei  momenti  della  resi- 
stenza, e del  peso,  bisogna  che  VS1  sia  una  parabola.  E sic- 
come nel  caso  d’equilibrio  */a  tcy*  — px  ; così  sarà  y*  — 

t e il  parametro  dell’asse  di  questa  parabola  sarà  — - . 

Ma  impiantato  il  solido  nella  terza  maniera  , il  momento 
della  resistenza  sarà  ’/*  tc2y ; quello  del  peso  px,  e la  loro  ra- 
gione yt  x } onde  S'V  sarà  una  retta  , e il  solido  sarà  un  cu- 
neo rettilineo . E siccome  nel  caso  d’ equilibrio  si  ha  ‘/,  tc*y 
— px}  sarà  tc*  : ip  I!  x:  y , analogìa  , che  determina  il  trian- 
golo BSV  , che  forma  la  pianta  del  cuneo.  9 

* 552.  Ma  la  potenza , che  tende  a rompere  il  solido  nella 

sezione  ( Fig-  6i  ) bs  può  essere  anche  il  semplice  peso  della 
porzione  sVb.  In  tal  caso  il  momento  della  resistenza  della  se- 
zione sarà  sempre  mst ; ma  diverso  sarà  il  momento  della  for- 
za , che  risulterà  dal  prodotto  del  peso  specifico  della  porzio- 
ne sVb  del  solido  nella  distanza  n'  del  suo  centro  k di  gra- 
vità dalla  verticale , che  passa  pel  punto  b.  Onde  se  dicasi  v il 
volume  , g la  gravità , talché  il  peso  del  segmento  sYb  sia  gv  , 
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il  momento  di  esso  sarà  gvn1;  e quindi  i°.  Si  avrà  l’equili- 
brio , quando  sia  mst  — gvn ' . 

* 553.  2°.  Il  momento  del  peso  andrà  crescendo  come  il  qua- 
drato della  lunghezza  del  solido  prismatico  . Poiché  allungan- 
dosi il  prisma  , o cilindro  si  aumenta  la  massa  gravitante  in  pro- 
porzione dell’allungamento,  e parimente  in  ragione  dell’allun- 
gamento si  aumenta  la  distanza  n ; onde  perchè  mantengasi  1’  e- 
quilibrio  , la  resistenza  dovrà  crescere  in  ragione  del  quadrato 
della  lunghezza  accresciuta . 

* 554-  3°.  Le  ragioni  mst:  m's't;  gvn:  gv'n1  non  possono 

esser  simili,  quando  non  sian  ragioni  d’eguaglianza,  cioè  quan  - 
do  i due  solidi  simili  non  siano  anche  eguali.  Poiché  se  fosse 
mst:  m's't;;  gvn':  gf>'n';ms:  m's'  ;;  gvn1:  gv’n";  essendo 
per  la  somiglianza  dei  solidi  m:  m'  \ \ n",  sarebbe  s:s'  ;; 

gv  : gv'  ; cioè  si  avrebbero  i pesi  come  le  basi , o come  i qua- 
drati dei  lati  omologhi , lo  che  è assurdo  , giacché  i pesi , o le 
masse  sono  come  i cubi  dei  lati . Dunque  tra  tutti  i solidi  si- 
mili d’  egual  materia  obbligati  con  un  capo  in  un  piano  ver- 
ticale un  solo  può  aversene,  in  cui  il  momento  del  proprio  peso 
per  spezzarlo  sia  in  equilibrio  col  momento  della  resistenza . 
In  tutti  gli  altri  il  momento  della  resistenza  sarà  maggiore  o 
minore  di  quello  del  peso  , secondo  che  le  dimensioni  ne  sa- 
ranno maggiori , o minori . 

* 4 55.  Quindi  è , che  molto  anderebbero  errati  coloro  , i 
quali  credessero , che  aumentando  secondo  un  numero  m le  di- 
mensioni di  una  macchina , per  es.  di  una  leva  capace  d’ alzare 
un  peso  P,  potesse  ridursi  capace  di  alzarne  un  altro  =:  mP  . 
Poiché  lo  ^tesso  peso  della  leva  tendendo  a spezzarla,  può  cre- 
scer tanto  la  ragione  del  momento  di  questo  peso  al  momen- 
to di  resistenza , che  essa  ne  venga  effettivamente  fiaccata  . 

Deesi  questa  importantissima  osservazione  al  Galilei  , che 
ne  dedusse  „ P impossibilità  del  poter  non  solamente  l’ar- 
te , ma  la  natura  stessa  crescer  le  sue  macchine  a vasti- 
tà immensa,  sicché  impos&ibil  sarebbe  il  fabbricare  rinvi! j, 
palazzi , o templi  vastissimi , ti  cui  remi , antenne  , trava- 
menti , catene  di  ferro  , ed  in  somma  le  altre  lor  parti 
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consistessero  , come  anche  non  potrebbe  la  natura  far  albe- 
ri di  smisurata  grandezza , poiché  i rami  loro  gravati  dal 
proprio  peso  finalmente  si  fiaccherebbero  ; e parimente  sa- 
rebbe impossibile  fare  strutture  di  ossa  per  uomini,  caval- 
li , o altri  animali  che  potessero  sussistere , e far  proporzio- 
natamente gli  ufiizj  loro  , mentre  tali  animali  si  dovessero 
augumentare  ad  altezze  immense , se  già  non  si  togliesse 
materia  molto  più  dura  e resistente  della  consueta,  o non  si 
deformassero  tali  ossi  sproporzionatamente  ingrossandoli , 
onde  poi  la  figura  ed  aspetto  dell’  animale  ne  riuscisse  mo- 
struosamente grosso  ,,  ( Dialogo  secondo  Prop.  Vili.  ). 

* 556.  Tutto  ciò,  che  abbiam  detto  fin  qui  si  avvererebbe  sem- 

pre rigorosamente , e precisamente  in  pratica  , se  fosse  rigorosa- 
mente , e precisamente  vera  l’ipotesi, su  cui  ci  siam  fondati  col 
Galileo  primo  autore  dell’esposta  dottrina;  vale  a dire,  se  tutte 
le  parti  delle  sezioni  dei  corpi  si  strappassero  contemporaneamen- 
te nel  caso  della  rottura , come  se  il  corpo  fosse  schiantato  da 
un  peso  agente  in  direzione  normale  alla  sezione, che  si  dee  stac- 
care. Ma  questo  non  suole  avverarsi  mai  quando  il  peso  agisce 
trasversalmente,  perchè  le  fibre  dei  solidi  essendo  in  generale 
tutte  più  o men  flessibili , si  curvano  nel  primo  momento  della 
rottura,  e quindi  il  centro  di  coesione,  più  non  combina  col  cen- 
tro di  gravità. 

Il  Leibnitz  suppose,  che  per  l’azione  della  forza  , onde  si 
produce  la  frattura  rotando  la  sezione,  che  si  stacca  intorno  al 
suo  lato  inferiore,  gli  elementi  contigui  a questo  lato  non  sof- 
frano distrazione  alcuna  ; gli  altri  siano  tanto  più  distratti , 
quanto  son  più  lontani  dal  detto  lato  ( V.  Ai  ta  Erud.  Lips. 
»684  )-  Ma  le  sperienze  del  Musschembroek  ( Introd . ad  co- 
haerentiam  corporum  ec.  ) mostrarono,  che  anche  questa  ipo- 
tesi non  è conforme  alla  verità.  Volendo  pertanto  una  rigorosa 
esattezza  nella  pratica  della  dottrina  sopra  esposta,  converrebbe 
per  ogni  caso  particolare  corregger  l’errore.  Quest’errore  per 
altro  nell’ipotesi  galileiana  è sì  piccolo,  specialmente  ove  si  tratti 
di  legni,  che  può  impunemente  trascurarsi.  Rilevasi  ciò  dall’espe- 
rienze  del  Musschembroek,  e specialmente  da  quelle  del  Bufion 
( 3f.yn.  de  V Academ.  des  Sci.  de  Paris  an.  1/4°  ? 1 74 1 ) • 
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I resultati  ottenuti  da  quest’  ultimo,  mostrano,  che  l’ esperienza 
concorda  colla  teorica,  se  si  abbia  riguardo  all’ estendi  bili  tà,  ed 
elasticità  delle  fibre  legnose , e all’  adesione , che  esse  hanno  1 ! u- 
na  all’altra  minore  assai  dell’ adesione  scambievole  de’ loro  ele- 
menti. Nasce  da  queste  particolari  cicostanze, 

i°.  che  i prismi  di  legno  caricati  di  un  peso  si  pieghino  as- 
sai prima  di  romj>crsi  ; 

2°.  che  nelle  grandi  lunghezze  la  flessione  sia  più  consi- 
derabile ; 

3”.  che  aggravandosi  un  prisma  qualunque  finché  esso  sia  in 
procinto  di  rompersi,  alcune  fibre  longitudinali  si  allunghino,  e 
si  distendano,  altre  si  raccorcino, o rientrino.  Quindi  avviene, 
che  la  rotazione  del  prisma  sulla  sezione  di  rottura  non  si  fa  re- 
almente nella  linea  inferiore  di  delta  sezione,  ma  in  una  linea  pa- 
rallela alla  medesima,  e tanto  più  alta, quanto  minore  è la  lun- 
ghezza del  pezzo  da  rompersi;  dimodoché  variano  corrisponden- 
temente le  ragioni  dei  due  momenti  della  forza,  e della  resisten- 
za; e questi  sono  nelle  sezioni  simili  proporzionali  vicinissima- 
mente  ai  cubi  dei  lati  omologhi,  come  dietro  le  orme  del  Galileo 
gli  abbiamo  teoricamente*trovati  sopra  al  n®.  548- 

Dunque  per  far  uso  della  dottrina  fin  qui  stabilita  si  comin- 
cera  dal  ricercar  coll’  esperienza  la  ragione  d’  un  peso , che  può 
schiantare  direttamente  un  solido  d’una  data  materia  in  una  sna 
sezione  al  peso  , che  può  obbligarlo  a rompersi  trasversalmente 
in  quella  sezione  stessa  essendo  applicato  ad  una  determinata  di 
stanza.  Starà  questo  al  peso  capace  di  rompere  in  qualunque  al- 
tra simile  sezione  un  solido  della  stessa  materia  , come  il  cubo 
di  un  Iato  normale  all’  asse  di  rotazione  nella  prima  sezione  al 
cubo  del  lato  omologo  nella  seconda , quando  siano  i pesi  appli- 
cati a eguali  distanze  dai  piani  verticali,  in  cui  sono  fissati  i so- 
lidi. Che  se  i pesi  siano  applicati  a varie  distanze  , sarà  il  peso 
capace  di  rompere  il  solido  nella  prima  sezione  al  peso , che  può 
romperlo  nella  seconda  in  ragion  composta  della  diretta  dei  cubi 
dei  lati  omologhi , e della  reciproca  semplice  delle  distanze  dei 
pesi  dalla  sezione  di  rottura.  Egli  è poi  chiaro,  che  questa  sezio- 
ne a circostanze  pari  d’ altronde , è quella  contigua  al  piano  ver- 
ticale , in  cui  è incastrato  il  solido , giacché  questa  essendo  la 
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più  lontana  dalla  potenza,  dee  soffrirne  il  più  gran  momento. 

* 557.  Quelli, che  si  dirigono  alla  Meccanica  pratica  troveranno 
nel  trattato  di  Meccanica  Jcorica  pratica,  e descrittiva  del  sig. 
Gregory  stampata  a Londra  nel  1806’  una  serie  di  belle  esperien- 
ze istituite  da  esso,  e dall’Emerson  sulla  tenacità  di  moltissimi 
corpi,  i resultati  delle  quali  si  trovano  anche  riferiti  nel  tom. 
34.  della  Biblioteca  Britannica  di  Ginevra. 

* 558.  Passiamo  ora  all’  esame  del  terzo  caso. 

Allorquando  un  solido  appoggiato  su  due  sostegni  si  rompe 

per  l’ azione  di  un  peso , che  lo  preme , le  due  sezioni  , che  si 
staccano  rotano  intorno  ad  un  asse,  che  è l’intersezione  del  piano 
della  loro  unione  col  piano,  che  ne  limita  l’estremità  superiore. 
È chiaro  da  ciò,  che  intanto  il  solido  si  rompe , in  quanto  i due 
sostegni  reagiscono  alla  pressione  del  peso;  e che  questa  reazione 
è la  potenza , che  produce  la  rottura.  Quello  dunque  , che  nel- 
1’  esame  del  secondo  caso  abbiam  detto  della  forza , che  agisce 
parallelamente  alla  sezione  «fi  rottura  convieue  in  questo  caso  al- 
la reazione  dei  sostegni , che  è eguale  alla  pressione  da  essi  sof- 
ferta d’  alto  in  basso,  e agisce  in  senso  opposto. 

Nel  cercare  le  condizioni  d’ equilibrio  tra  questa  reazione , e 
la  resistenza  del  solido  alla  rottura  , supporremo , che  mentre 
un  segmento  del  solido  si  stacca  dall’altro,  e rota,  l’altro  stia 
immobile;  supposizione,  che  trattandosi  d’equilibrio,  è eviden- 
temente permessa. 

Pertanto  il  peso  P,  che  grava  il  solido  AGCH  ( Fig.  63  ) 
appoggiato  a due  sostegni  A , C sia  applicato  all*  asse  AC  nel 
punto  L , che  è nella  medesima  verticale  col  centro  di  gravità. 
La  pressione  sofferta  dal  sostegno  A , e la  sua  reazione  secondo 


AB  si  esporne  per 


P.TjC 

AC 


— x.  Questa  reazione  tende  a spez- 


zare il  solido  in  una  sezione  qualunque  GH  con  un  momento  “ 
x.  GB , se  GB  sia  una  normale  condotta  da  G sopra  AB  . Que- 
sto dunque  è il  momento  , con  cui  il  peso  P tende  a spezzare  il 
solido  nella  detta  sezione.  E poiché  il  momento  della  resistenza, 
che  il  solido  oppone  alla  rottura  è come  sopra  (546)  mst , avre- 
...  „ P.  LC.  GB 

mo  per  P equilibrio  mst  = x.  GB  — * 
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* 55g.  Se  pertanto  il  solido  sia  prismatico  , i due  sostegni  in 
linea  orizzontale  ( Fig.  64  ) , e la  sezione  GH  fatta  da  un  pia- 
no verticale , e perpendicolare  all’asse  FV , il  profilo  BC  del  so- 
lido sarà  un  rettangolo;  avremo  BG  = AH;  il  punto  L caderà 
nella  base  del  profilo;  e il  momento  di  P per  rompere  il  pri- 
sma nella  sezione  ML  , che  è nella  propria  direzione  , sarà 

P.  LG.  AL 
~ AG 

* 56o.  Or  siccome  AL  AH;  cosi  il  peso  P tende  con 
maggior  momento  a rompere  il  solido  nella  sezione  LM , cui 
è applicato  , che  nella  sezione  GH.  Essendo  poi  il  rettangolo 
AL.LG  massimo  quando  LC  = AL;  il  peso  P eserciterà  il  mas- 
simo momento  per  romper  il  solido,  quando  sarà  appeso  al  pun  - 
to  medio  della  linea  AC. 

56i.  Sia  ora  immobile  il  segmento  MA.  La  reazione 

y — — del  sostegno  C tctqje  a schiantare  il  solido  nel- 

i . P.  LA.  LG  . 

Ja  sezione  ML  con  un  momento  espresso  per — cioè 

A.  Ci 

con  un  momento  eguale  a quello , con  cui  tende  a schiantarlo 
nella  stessa  sezione  la  reazione  x . Anzi  generalmente  l’espressio- 
ne del  momento,  con  cui  la  reazione  y del  sostegno  G tende  a 
schiantare  il  solido  in  qualunque  altra  sezione  GH  , o sia  a stac- 
care il  segmento  CG  da  GA  è eguale  a quella  del  momento,  con 
cui  la  reazione  x tende  a staccare  il  segmento  GA  da  GC  . In 
r ...  , ,.  P.  LA.GD  P.  LA.  GH 

fatti  il  momento  di  y è — r • 

J AC  AC 

Ma  siccome  a questo  momento  si  oppone  il  momento  P.  LH 
del  peso  P , che  tende  a tener  fisso  nel  suo  luogo  il  segmen- 
to GG,  cosi  la  vera  espressione  del  momento  di  y sarà 
P.LA.CH  „rTT  P.  ( LA.CH  — AC.LH  ) 

AC  PLH  = AC = 

P[  ( AH -f-HL  ) ( HL  -f-LC  ) ( AH  + HL  VLC  )HL] 

AG  AC  "" 

p AH  LC 

«.  E tale  è appunto  l’espressione  del  momento  di 

x (558) . Laonde  generalmente  parlando  applicato  a un  solido 
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BC  prismatico  un  peso  P,  qualunque  sezione  GH  se  ne  conside- 
ri per  la  rottura,  ciascuno  dei  due  segmenti  GA,  GC  fa  un  egua- 
le sforzo  per  staccarsi  dall’altro,  o sia  ambe  i sostegni  reagisco- 
no con  egual  momento  per  schiantare  il  solido. 

* 5 Si.  Quello,  che  abbiam  detto  d’  un  solido  prismatico  può 
dimostrarsi  colla  più  gran  facilità  anche  d’uu  solido  piramidale, 
ma  noi  non  dobbiamo  trattenerci  più  lungamente  su  tal  proposi- 
to; e perciò  lasciamo  anche  di  considerare  il  caso,  in  cui  il 
peso  P non  sia  nella  stessa  verticale  col  centro  di  gravità. 

Gli  Studiosi  della  Meccanica  pratica  potranno  consultare  sul- 
l’articolo delle  pressioni,  e delle  resistenze  dei  solidi  alla  rottu- 
ra il  dialogo  secondo  del  Galileo , il  trattato  delle  resistente 
cominciato  dal  Yiviani  per  illustrare  le  opere  del  Galileo , e ter- 
minato dal  P.  Grandi,  e il  lib.  1 della  Dinamica  del  P.  Mariano 
Fontana. 

* 563.  E qui  sarebbe  forse  opportuno  di  aggiungere  come 
per  appendice  alle  dottrine  ultimamente  esposte  qualche  consi- 
derazione sulla  resistenza  dei  solidi  alla  compressione,  ed  alla 
rottura,  che  quindi  si  può  produrre.  Ma  non  dovendo’  noi  dif- 
fonderci troppo  sopra  articoli , che  interessano  principalmente 
la  pratica  , noteremo  solo , che  un  solido  prismatico  situato  ver- 
ticalmente intanto  si  rompe  per  P azione  di  un  peso  collocato 
sulla  sua  estremità  superiore , in  quanto  che  i solidi  non  hanno 
generalmente  le  fibre  perfettamente  rigide , e non  sono  perfetta- 
mente omogenei,  onde  per  1’  azione  del  peso  sovrastante  cedendo 
da  una  parte  più  , dall’  altra  meno  s’incurvano,  ed  incurva- 
ti ché  siano  l’azione  del  peso  li  porta  alla  rottura.  L’ Eulero  ha 
sottoposta  al  calcolo  ( Mem.  de  V Acad.  de  Berlin  1^57  ) ed 
il  Musschemhroek  all’esperienze  la  dottrina  della  resistenza  di 
tal  genere  , e dai  resultati  ottenuti  dall’  uno , e dall’  altro  si  può 
concludere , che  la  resistenza  di  colonne  simili  ad  esser  rotte  da 
pesi  loro  sovraposti  sono  in  ragion  composta  della  diretta  dei  cu- 
bi dei  Diametri , e della  inversa  de’  quadrati  delle  lunghezze. 
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Puleggia  f o Carrucola. 

564-  La  puleggia  è un  cilindro  di  piccola  altezza, 
che  nella  superficie  convessa  ha  una  scanalatura,  in  cui 
si  pone  una  fune , che  stirata  lo  fa  girare  intorno  al 
proprio  asse.  In  due  maniere  specialmente  si  adopra  la 
carrucola,  cioè  tenendone  fisso,  o lasciandone  mobile 
il  centro  ; e quindi  due  generi  di  carrucole  si  distin- 
guono, le  une  diconsi  fisse,  le  altre  mobili.  Fissa  si 
chiama  quella  carrucola  , che  quando  agisce  ha  il  cen- 
tro invincibilmente  sorretto  . Mobile  è quella  , che 
mentre  agisce  è trasportata  dall’azione  della  potenza  P 
o della  resistenza  R. 

565.  A un  capo  della  fune  avvolta  alla  carrucola 
fissa  MRN  ( Fig.  65  ) sia  applicata  la  forza  P , all’ 
altro  la  resistenza  R.  Per  determinare  le  condizioni 
dell’equilibro  traP,  ed  R avvertiremo,  i°.  che  esse  pos- 
sono considerarsi  come  due  potenze,  le  quali  applica- 
te a’  punti  M,  N in  cui  la  fune  si  scosta  dalla  puleggia 
tendono  a farla  rotare  intorno  all’  asse  rappresentato 
da  K secondo  le  respettive  direzioni  MP , NR,  onde 
pel  caso  d’equilibrio  dovranno  essere  eguali  i momen- 
ti di  P,  e di  R riferiti  al  centro  R : 2°.  che  le  porzioni 
MP,  NR  delle  funi,  o delle  direzioni  di  P , e di  R so- 
no respettiva mente  tangenti'ai  punti  M , N $ onde  la 
distanza  dal  centro  R ne  sarà  respettivamente  misura- 
ta dai  raggi  MR,  NR.  Avremo  dunque  per  l’equilibrio 
P.  MR  = R.  NR;  ma  MR  — NR.  Dunque  P = R. 
Dunque  perchè  la  potenza  , e la  resitenza  P , R appli- 
cate per  mezzo  della  fune  PMNR  alla  puleggia  MN 
siano  in  equilibro  debbono  essere  eguali. 
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Quindi 

566.  i°.  Se  una  stessa  fune  passi  per  pii  carrucole 
K , K'  ( Fig.  66  ) le  potenze  P , R'  applicate  alle  car- 
rucole estreme  della  serie  debbono  per  l’ equlibrio  es* 
sere  eguali  ; poiché  la  tensione  della  fune  m n serven- 
do in  tal  caso  di  resistenza  nella  carrucola  K,  di  po- 
tenza nella  K'  debbe  essere  eguale  a P , e ad  R,  le 
quali  debbono  per  conseguenza  essere  eguali  tra  loro. 

567.  20.  L#carrucola  fissa  non  apporta  vantaggio 
alcuno  alla  forza , ma  serve  solo  a dirigerla. 

568.  Ora  la  fune  TM  NP  fissa  nel  punto  T avvol- 
gasi alla  carrucola  mobile  MQN  ( Fig.  67  ) , e Ijv 
resistenza  R sia  appesa  al  centro  K della  carrucola  per 
mezzo  di  una  cassetta  rappresentata  dalla  linea  KR  , 
che  ne  esprima  anche  la  direzione , come  la  parte  NP 
della  fune  esprime  quella  della  potenza , che  si  sup- 
pone applicata  alla  sua  estremità. 

Ora  la  potenza  P tende  a far  rotare  secondo  NP 
la  puleggia  intorncAd  punto  d’ appoggio  T , la  cui  a- 
zione  si  riporta  al  punto  di  contatto  M,  mentre  la  re- 
sistenza R tende  pure  a farla  rotare  intorno  al  punto 
stesso  in  senso  opposto  secondo  KR.  Per  l’ equilibrio 
dunque  dovrà  aversi  P eguaglianza  dei  momenti  della 
forza,  e della  resistenza  riferiti  al  punto  M.  Condu- 
cami pertanto  ai  punti  M,  e N,  in  cui  la  fune  si  stac- 
ca dalla  carrucola  i raggi  KM , KN  del  circolo,  che  le 
serve  di  base  ( con  tal  cerchio  indicheremo  sempre  la 
puleggia  ) e la  corda  MN , che  sarà  divisa  in  mezzo 
dalla  normale  KR;  e si  tiri  la  normale  ME  sulla  dire- 
zione di  P prolungata  in  E.  Avremo  per  l5  equilibrio 
P.  ME  = R.  MI , o sia  P : R l MI  : ME.  Ma  i trian- 
goli rettangoli  KMI , EMN  essendo  simili  si  ha  MI  : 
x.  1.  a5 
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ME  ::  MK  : MN.  Dunque  P : R " MK  : NM,  cioè 
nella  puleggia  mobile  la  forza  sta  alla  resistenza , co» 
me  il  raggio  sta  alla  corda  MN,  che  unisce  i due  pun- 
ti , nei  quali  la  fune  abbandona  la  puleggia . Quindi 

569.  1 . P — — — » detto  a il  raggio, 

c la  corda.  a°.  Se  la  corda  diventi  eguale  al  raggio  , 
sarà  la  forza  eguale  alla  resistenza . Quanto  più  poi 
si  diminuirà  la  corda,  tanto  più  dovfà  per  1’  equili- 
brio aumentarsi  la  forza.  Onde  la  puleggia  favorisce 
la  forza , finché  si  riduce  la  corda  MN  eguale  al  rag- 
gio: oltre  quel  punto  bisogna  per  l’equilibrio  una 
forza  sempre  maggiore  della  resistenza. 

570.  3°.  Il  minimo  rapporto  del  raggio  alla  cor- 
da avendosi  quando  la  corda  si  confonde  col  diametro 
( giacché  allora  la  corda  è massima)  il  massimo  quan- 
do la  corda  svanisce , e diventa  minima  : la  minima 
forza  bisognerà,  quando  la  corda  è eguale  al  diametro, 
la  massima  quando  la  corda  è egiftle  a zero. 

Ma  quando  la  corda  MN  è eguale  al  diametro  es- 
sendo retti  gli  angoli  KMT , KNP , le  direzioni  delle 
funi  son  parallele,  e si  ha  P : R ::  ! : 2 . Dunque  al- 
lorquando le  direzioni  delle  funi  sono  parallele , biso- 
gna una  forza  eguale  alla  metà  della  resistenza , e 
questa  è la  minima.  Quando  poi  la  corda  svanisce,  ab- 


MK  MK  ...  . 

biamo  — = = °o  , onde  bisogna  in  tal  ca- 

NM  o ° 

so  per  l’ equilibrio  una  forza  infinita , o una  resisten- 
za = o. 


571.  Ma  nella  teorica  della  carrucola  non  dee 
trascurarsene  il  peso.  Se  il  centro  di  gravità  coincida 
col  centro  della  carrucola , se  ue  considererà  il  peso 
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come  un  aumento  della  resistenza  . Se  non  coincida  , 
qualora  il  peso  della  carrucola  abbia  una  sensibil  ra- 
gione a quello  di  R,  e di  P , converrà  riguardarlo  co- 
me un’altra  resistenza,  comporlo  con  quella  applicata 
al  centro,  e prender  la  risultante  come  una  resisten- 
za unica,  che  debba  esser  in  equilibrio  colla  potenza 
applicata  alla  fune. 

572.  Dopo  tutto  ciò  facilmente  si  da  la  teorica 
del  complesso  di  più  carrucole  mobili. 

Questo  complesso  indicato  col  nome  di  polispasto, 
o taglie  si  suol  disporre  in  due  maniere.  i°.  Talvolta 
ciascuna  carrucola  è sostenuta  da  una  fune  distinta  in 
guisa  da  far  figura  di  resistenza  riguardo  alla  superio- 
re , di  potenza  riguardo  all’  inferiore  j come  nella 
( Fig.68  ).  2°.  Talvolta  ciascuna  puleggia  è impian- 
tata nella  cassetta  orizzontale  MN  (Fig.  69)  paralle- 
lamente sottoposta  a un  sistema  di  carrucole  fisse  di- 
sposte in  modo  nella  cassetta  AB,  che  la  stessa  fune  s*‘ 
avvolga  tutte  le  fisse  , e le  mobili . 

Siand  disposte  le  carrucole  nella  prima  maniera  . 
Da  ciò,  che  abbia  m detto  della  ragione  tra  la  forza  , e 
la  resistenza  peli’ equilibrio  in  una  sola  puleggia,  si  de- 
duce facilmente , che  la  potenza  P applicata  in  un  si- 
stema all’ultima  fune  dee  stare  alla  resistenza  II  appe- 
sa alla  prima  puleggia  in  ragion  composta  dei  raggi 
di  tutte  le  pulegge  alle  rcspettive  corde  degli  archi  cir- 
condati in  ognuna  dalle  funi.  Chiamando  dunque  a , 
a\  a",  ec.  i raggi  delle  carrucole,  e c,  c\  c\  ec.  le  corde, 
avremo  P : lì  II  a.  a\  a’1,  ec.  .•  c.  c'.  c\  ec.  onde 

ja  t « 

P = -I — 1.  ' . ec.  Se  pertanto  siano  tutti  eguali  i 
c.  c . c" 

raggi,  e tutte  eguali  le  corde , avremo  per  un  numero 
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qualunque  n di  pulegge  P = — — j e iu  oltre , se 
le  direzioni  di  tutte  le  funi  sian  parallele  ( nel  qual  ca- 
so c = 2a  ) sarà  P = ~ , onde  P:  R II  1 : 2rl. 

2“ 

Quando  dunque  in  tal  sistema  le  pulegge  sono  tutte 
eguali,  e le  funi  parallele,  la  forza  sta  alla  resistenza, 
come  V unità  a quella  potenza  di  2 , che  ha  per  espo- 
nente il  numero  delle  pulegge  mobili . Notisi , che  la 
puleggia  fissa  Q detta  di  rimando  non  serve , che  a 
render  più  comoda  l’applicazione  della  forza. 

573.  Siano  ora  le  pulegge  disposte  nella  seconda 
maniera.  Conviene  in  tal  caso  osservare,  i°.  che  per 
questa  disposizione  le  pulegge  mobili  fanno  la  figu- 
ra solo  di  resistenza  , e che  ciascuna  di  esse  sostiene 
una  parte  r,  r\  r",  ec.  della  resistenza  Pj  20.  che  posta 
la  potenza  in  equilibrio  colla  resistenza,  tutte  le  funi 
debbono  essere  egualmente  tese  , e perciò  tutte  le  po- 
tenze P,  p,  p\  p'\  ec.  che  corrispondono  alle  tensioni, 
debbono  essere  eguali . Ora  ritenute  le  denoihinazioni 

1 ar  \ 11  a'ry  >1  _ 

di  sopra  avremo  p — p ; p — p \ > P — 


11  jt  1 

p'"  — t ovvero  essendo  p — p'  — p'  = P ,* 

‘ c* 

SE  -f  -E  -J-  C-E  + p = r -j-  r'  -f  r"  ec.  = R , o 

a a a 

sia  P ( — + -r  + + O = & 7 e falto 

\ a a a J 

a =r  a’  = a11  = 1 ; P ••  R ! ! 1 : c -j-  c1  -J-  c11  -j-  1 . 

Che  se  le  funi  siano  parallele , e perciò  c = c'  — c' 
= 2a=:a;  essendo  n il  numero  delle  pulegge  sarà 
P : R II  1 : 2»  -f  1 • Ma  ne^  caso  contemplato  ara-f  1 
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esprime  il  numero  delle  funi  ( si  suppone,  che  l’ ulti- 
ma fune  vada  a finire  nell’incassatura  mobile,  e con- 
tribuisca essa  pure  a sostener  la  resistenza).  Dunque 
quando  le  funi  siano  parallele  starà  la  forza  alla  resi- 
stenza, come  l’unità  al  numero  delle  funi , che  sosten- 
gono il  sistema  mobile. 

5^4*  La  legge  stessa  vale  anche  per  un  sistema  ver- 
ticale di  pulegge  mobili  ( Fig.  69  ).  Solo  dee  avver- 
tirsi , che  in  questo  sistema  i diametri  delle  pulegge 
debbou  esser  necessariamente  ineguali . 

Argano 

5^5.  La  macchina,  che  s’indica  con  la  generica  de- 
nominazione di  Argano  è composta  di  un  cilindro  AB 
( Fig.  70  ) , e di  una  rota  HG,  che  hanno  l’asse  comu- 
ne . Possono  alla  rota  sostituirsi  o due  manubri  im- 
piantati ad  angoli  retti  nel  cilindro  ; o un  tamburo  ca- 
pace di  contenere  degli  animali  attaccato  al  medesimo 
normalmente  all’asse.  Si  fa  girare  il  cilindro  applican- 
do alla  rota , a successivamente  ai  manubrj  una  po- 
tenza P , oppure  facendo  muovere  degli  animali  nella 
parte  interna  della  periferia  del  tamburo.  Mentre  il 
cilindro  gira  si  avvolge  al  medesimo  la  fune  m n , e 
fa  cosi,  che  si  muova  il  peso,  o la  resistenza  R,  cui 
essa  è fermata.  Se  il  cilindro  è situato  orizzontalmen- 
te, la  macchina  chiamasi  burbera , se  verticalmente, 
argano  propriamente  detto . 

576.  Nel  determinare  le  condizioni  dell’  equilibrio 
tra  la  potenza  , e la  resistenza  in  questa  macchina 
supporremo  , che  le  direzioni  d’ entrambe  siano  in 
piani  normali  all’  asse  del  cilindro,  e perciò  paral- 
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lele  tra  loro . Se  non  lo  siano  conviene  risolverle  re- 
spettivamente  in  due,  una  normale,  l’altra  parallela 
al  detto  asse.  In  tal  caso,  siccome  la  parte  parallela 
nulla  contribuisce  alla  rotazione  del  cilindro,  cosi  dee 
per  1*  equilibrio  considerarsi  soltanto  quella  , cbe  li  è 
normale.  Supporremo  parimente , che  la  direzione  del- 
la potenza  sia  tangente  alla  periferia  della  rota.  Se  fos- 
se secante  , si  risolverebbe  in  due,  una  normale  a!f 
raggio , l’ altra  nella  direzione  di  esso . E poiché  1$  pri- 
ma soltanto  agirebbe  per  far  girar  la  rota , la  prima 
soltanto  dovrebbe  considerarsi . 

577.  Ora  egli  è chiaro,  che  mentre  la  potenza  ten- 
de a far  girar  il  cilindro  in  un  senso  , tende  la  resisten- 
za a farlo  girare  in  senso  opposto  ; entrambe  per  altro 
intorno  al  medesimo  asse.  Perciò  nel  caso  d’equilibrio 
dovranno  eguagliarsi  i momenti  della  potenza , e del- 
la resistenza  riferiti  al  detto  asse  . Essendo  pertanto  la 
distanza  di  P dall’asse  eguale  al  raggio  A della  rota,  e 
la  distanza  di  R eguale  al  raggio  a del  cilindro , avre- 
mo A.  P — a.  R i P : R ! t a : A ; cioè  per  l’ equili- 
brio nell’  argano,  o nella  barbera,  dee  stare  la  potenza 
alla  resistenza  , come  il  raggio  della  base  del  cilindro  al 
raggio  della  rota  . 

578.  Dunque  qualora  si  allunghi  il  raggio  della  rota, 
si  accorci  quello  del  cilindro,  si  diminuii'»  la  quantità 
della  forza  necessaria  per  l’ equilibrio  in  questa  mac- 
china . 

Ma  per  evitare  ogni  errore  nella  misura  dei  raggi  si 
della  rota,  o del  tamburo,  come  del  cilindro  , vuoisi  a- 
vere  una  speciale  avvertenza  ai  casi,  in  cui  il  tamburo 
è mosso  da  animali  in  esso  contenuti;  al  cilindro  è at- 
taccato un  canapo  di  notabil  diametro , che  dopo  alcu- 
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ne  rivoluzioni  debba  ravvolgersi  «opra  se  stesso  . Nel 
primo  caso  , se  per  es.  tre  animali  si  trovano  ne’  punti 
D,  G,  T del  cerchio  DLQ  ( Fig . 71  ),  che  rappre. 
senta  una  sezione  ad  angoli  retti  del  tamburo  annesso 
al  cilindro,  le  lunghezze  de’ raggi  da  calcolarsi  (677) 
sono  CK  = cos.  LKD,  EK  — cos.  LKG , NR  = 
cos.  LKF  : talché  l’espressione  del  momento  della  forza 
nell’  equazione  fondamentale  (577)  dovrà  sempre  ri- 
sultare dalla  somma  del  prodotto  dei  pesi  dei  tre  ani- 
mali nei  coseni  degli  angoli,  che  col  raggio  orizzonta- 
le KL  fanno  i raggi,  che  dal  centro  K si  tirano  ai  pun- 
ti , in  cui  essi  animali  si  trovano. 

Nel  secondo  caso  poi , siccome  la  resistenza  può 
supporsi  appesa  all’  asse  del  canapo , così  quanto  que- 
sto sarà  più  grosso,  tanto  sarà  più  lontana  la  direzio- 
ne di  essa  dall’asse  dei  momenti;  onde  per  la  neces- 
saria esattezza  converrà  nell’espressione  del  momento 
della  resistenza  aggiugnere  al  raggio  del  cilindro  il 
raggio  del  canapo  »-}- 1 volte,  se  n sia  il  numero  delle 
rivoluzioni  , che  esso  avrà  dovuto  fare  sopra  di  se  al 
tempo , in  cui  vuol  calcolarsene  l’equilibrio  . 

579.  Le  Rote  dentate  sono  un  complesso  d’argani . 
In  molti  modi  possono  queste  distribuirsi  ; ma  uno  dei 
più  comuni  è il  seguente  . In  diversi  cilindri  AB,  CD, 
EF;  GH  (Fig.  72)  sono  impiantati  un  rocchetto 
LI , NO , TX,  e una  rota  KQ , IM , OS  , XY  in  manie- 
ra, che  i denti  delle  rote  nel  muoversi  incontrano,  o 
ingranano  i denti,  o ali  dei  rocchetti  ; talché  mentre  il 
rocchetto  gira  inserendo  successivamente  i suoi  denti 
tra  quelli  della  rota,  fa  che  la  rota  giri  essa  pure.  Messa 
in  moto  la  prima  rota  KQ,  o il  ma  nubrio  Aa  eguale  al 
raggio  della  detta  prima  rota  da  una  potenza  P,  si 
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muove  V asse  AB , e con  esso  il  rocchetto  LI , che  per 
mezzo  della  rota  IM  imprime  il  moto  all’asse  CD,  da 
cui  lo  riceve  il  rocchetto  NO  , e nella  stessa  maniera  lo 
comunica  all’asse  EF , dal  quale  passa  finalmente  al- 
l’ultimo asse  GH  . In  questo  è stabilmente  infilato  un 
cilindro  lm , che  nel  rotare  insieme  coll’  asse  avvolge 
alla  sua  superficie  la  fune  pq  ; la  quale  cosi  avvolgen- 
dosi muove  il  peso,  o resistenza  R,  che  tende  a far  gi- 
rare il  sistema  delle  rote  in  un  senso  opposto  a quello, 
in  cui  lo  fa  girare  la  potenza  P. 

Dunque  ognuno  degli  assi  AB,  CD,  ec.  è un  argano, 
che  ha  applicata  la  potenza  alla  rota  , la  resistenza  al 
rocchetto . Laonde  perchè  si  abbia  equilibrio  conviene, 
che  in  ognuno  degli  assi  stia  la  forza  alla  resistenza  , 
come  il  raggio  a del  rocchetto  al  raggio  A della  rota: 
e perciò  dee  la  forza  F applicata  alla  prima  rota  stare 
alla  resistenza  R applicata  all’  ultimo  rocchetto  come 
il  prodotto  dei  raggi  dei  rocchetti  al  prodotto  di  quel- 
li delle  rote,  computando  tra’  rocchetti  anche  il  cilin- 
dro lm  ; cioè  F:  R li  a a'  a'!  ec.  : A Ax  A " 60.(577), 
Dunque . 

58o.  i°.  Se  tutti  i raggi  delle  rote  siano  tra  loro  e- 
guali , ed  eguali  pure  tutti  i raggi  dei  rocchetti , posto 


n il  numero  degli  assi , sarà  F — 


Raa 

A" 


58 1.2®.  Se  i raggi  delle  rote  siano  molto  più  gran- 
di di  quelli  dei  rocchetti  anche  con  un  piccol  nu- 
mero di  rote  potrà  una  piccola  forza  far  equilibrio  a 
una  resistenza  grandissima.  Cosi  se  siano  10  le  rote, 
e il  raggio  di  esse  sia  a quello  dei  rocchetti  come  »o:i 

sarà  P = -,  cioè  il  peso  d’ un  chilo- 

1 0000000000 
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grammo  farà  equilibrio  a mille  milioni  di  chilogrammi. 


Piano  Inclinato. 

58a.  La  semplice  enunciazione  indica  la  costruzio- 
ne di  questa  macchina , onde  senza  trattenerci  a de- 
scriverla noteremo  solo  , che  l’ angolo  formato  dal  pia- 
no inclinato  coll’orizzonte  dicesi  angolo  di  elevazione ; 
e dicesi  angolo  d’inclinazione  quello  formato  dalla 
direzione  della  forza , che  sostiene  un  corpo  sul  piano 
col  piano  stesso  prolungato  se  occorra . 

583.  Il  corpo  RZ , che  ha  in  C il  centro  di  gravità» 
sia  tenuto  in  equilibrio  sul  piano  inclinato  AB  ( Fig.'j'i ) 
dalla  forza  f la  cui  direzione  CK  incontrando  in  K la 
prolungazione  del  piano  inclinato  faccia  l’angolo  d’in- 
clinazione BKG  = n . Dal  punto  G si  abbassi  la  verti- 
cale CG  direzione  della  gravità . Rappresentando  la 
potenza  f,  e la  gravità  g (che  nel  caso  attuale  è la  re- 
sistenza ) per  le  porzioni  QC  , GN  delle  lor  direzioni 
si  compia  il  parallelogrammo  QN  . La  diagonale  Cp 
esprime  la  resultante  delle  forze  f , g,  e la  pressione  p, 
che  ne  soffre  il  piano  inclinato.  Questa  resultante  per 
l’equilibrio  dovendo  essere  distrutta  intieramente  dalla 
reazione  del  piano  inclinato,  li  dovrà  esser  normale . 
Tirata  pel  vertice  A dal  piano  inclinato  la  YF  norma- 
le su  GK  , si  prolunghino  le  linee  CK,  OB , OA  finché 
s’incontrino  in  X,  in  H,  in  Y.  I triangoli  BAY , GpN 
saranno  simili,  essendone  respettivamente  normali  fra 
loro  tutti  i lati . Avremo  dunque  l’analogìa  fondamen- 
tale f : g:  p II  pN  ( = QG  ) : CN  : Cp  AY  : BY: 
BA  II  sen.  ABY  ( = sen.  rn  ) : sen.  BAY:  sen.  BYA . 
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I.  Essendo  sen.  BAY  = seti.  FÀK  = cos.  ÀKF 
= cos.  n.  avremo  J : g II  sen.  m : cos.  n . Dunque  per 
l’equilibrio  nel  piano  inclinato  la  forza  dee  stare  alla 
resistenza  , come  il  seno  dell’  angolo  di  elevazione  al 
coseno  dell’  angolo  d’inclinazione  j onde  f 

= Perciò 

cos.  n 

584-  i°.  Tanto  minor  forza  si  richiederà  per  l’e- 
quilibrio, quanto  sarà  minore  il  seno  d’elevazione. 

585.  2°.  Se  la  direzione  della  potenza  sia  paralle- 

la al  piano,  e perciò  n = o$  cos.  n = i } avremo 
f : g sen.  m : x.  Essendo  pertanto  sen.  m:  i la  mi- 

nima ragione  fra  sen.  m , e cos.  n,  è chiaro,  ebe  per 
l’equilibrio  nel  piano  inclinato  la  minima  forza  biso- 
gna, quando  la  direzione  ne  è parallela  al  piano. 

586.  3°.  Se  la  direzione  della  forza  sia  normale  al- 
la direzione  della  gravità,  o parallela  alla  base  BG,  co- 
me saranno  alterni , e quindi  eguali  gli  angoli  m , » , 

così  sarà  f = ren-  m . Qra  p0st0  AO  = a ; AB  = 
cos.  m 

l ; BO  — b , si  ha  l sen.  m — a ; l cos.  m = b}  onde 
sen.  m = cos.  m—~.  Quindi  si  ridurrà  f = 

^ ; e perciò  f’.glla’.bj  cioè  la  forza  , che  agisce 

b 

nel  piano  inclinato  parallelamente  alla  base  sta  alla 
resistenza  , come  l’ altezza  del  piano  alla  base  . 

587.  Su  questo  teorema  si  appoggia  la  teorica  di 
quella  macchina , che  è conosciuta  sotto  il  nome  di 
Vite. 

Il  piano  inclinato  AB  ( Fig.  74  ) rappresenti  la 
sezione  di  un  piccol  solido  parailelogrammico  , o trian< 
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golare , ed  abbia  la  base  BO  precisamente  eguale  alla 
periferìa  del  cilindro  AO.  È chiaro , che  se  AB  si  av- 
volgerà al  cilindro , formerà  una  spira  sul  medesimo  ; 
e che  se  molti  altri  piani  inclinati  BEB‘  , B’  E‘  Bu  egua- 
li tutti  ad  ABO  si  uniscano  in  diritto , e tutti  si  avvol- 
gano al  cilindro  come  il  primo , quanti  saranno  que- 
sti piani,  altrettante  spire  si  formeranno,  le  quali  sa- 
ranno tra  loro  distanti  per  una  quantità  costante  == 
AO  j e potranno  essere  più , o men  vicine , secondo 
che  maggiore , o minore  si  prende  la  lunghezza  di  AB, 
che  può  prendersi  ad  arbitrio  , purché  ne  sia  sempre 
la  base  eguale  alla  periferìa  del  cilindro,  cui  vuoisi  av- 
volgere. Questo  cilindro  così  contornato  di  spire  dice- 
si Maschio  della  vite  : il  filo  prominente,  che  si  avvolge 
al  cilindro  si  chiama  Pane  della  vite,  e la  distanza 
delle  spire,  che  lo  circondano  Passo  della  vile . Un 
parallelepipedo  MN  ( Fig  7 5 ),  che  ha  nel  mezzo  un’ 
apertura  capace  del  cilindro  AO , e spiralmente  inca- 
vata in  modo,  che  dentro  ai  suoi  incavi  entri  il  solido, 
che  circonda  il  cilindro,  di  cesi  Madre  - vite.  Questi 
due  pezzi  costituiscono  la  macchina , di  cui  si  tratta , 
che  si  adopra  per  comprimere , o per  sollevare  una 
resistenza.  Nell’uso,  che  se  ne  fa  talvolta  sta  immobile 
la  madre  - vite,  muovendosi  il  maschio  ; talvolta  stan- 
do immobile  il  maschio , si  muove  la  madre  - vite  . 
Ma  muovasi  l’uno,  o l’altro  pezzo,  non  si  muove 
che  strisciando  per  salire , o scendere  lungo  le  spire  ; 
e il  moto  ne  è prodotto  da  una  potenza  applicata  ad 
una  sbarra  parallela  alla  base  del  cilindro . Siccome 
poi  la  potenza  egualmente  agisce,  ed  eguale  effetto 
ne  prova  la  resistenza  tanto,  quando  si  muove  un 
pezzo,  quanto  quando  si  muove  l’altro,  così  qualun- 


t 
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que  dei  d e pezzi  si  consideri  mobile  è indifferente 
per  la  teorica. 

588.  Supponghiamo,  che  il  maschio  sia  vertica- 
le, ed  immobile,  e che  per  l’azione  della  potenza  F 
applicata  al  vette  CP  impiantato  nella  madre  vite  in 
un  piano  normale  all’asse  del  maschio,  la  sola  madre 
vite  possa  muoverci , e trasportar  movendosi  la  resi-i 
stenza  , o peso  li  attaccato  alla  medesima. 

Ridotta  la  macchina  all’' equilibrio  è chiaro,  che  il 
peso  R si  appoggia  sulla  lunghezza  delle  spire,  e sul- 
le medesime  è sostenuto  da  una  potenza  parallela  al- 
la base  del  maschio.  Immaginiamo  questo  peso  diviso 
in  una  infinità  di  piccolissimi  elementi  r,  r\  r“,  ec. 
sorretti  sopra  altrettanti  punti  delle  spire  . Sia  segna- 
tamente il  piccolo  peso  r posto  sopra  una  spira , ed 
ivi  tenuto  in  equilibrio  da  una  potenza  <p  parallella  al- 
la base  del  maschio,  e applicala  al  punto  9.  Se  si  ri- 
guardi AB  ( 587  ) come  sviluppata  fin  al  punto,  dov’ 
è situato  il  peso  r , può  il  peso  considerarsi  come  si- 
tuato sopra  un  piano  inclinato , che  abbia  1’  angolo 
B”  per  angolo  d’elevazione.  Chiamando  pertanto  £ 
la  base  del  piano,  A la  sua  altezza  avremo  ( 587  ) r: 
9 II  £ : A.  Ma  la  base  del  piano  inclinato  è per  cos- 
truzione eguale  alla  circonferenza  del  cilindro , e l’ al- 
tezza al  passo  della  vite.  Detto  dunque  p il  passo,  a 
il  raggio  C 9 del  cilindro,  e 1 : ir  la  ragione  del  dia- 
metro alla  periferia  , avremo  r:  9 2 a ir  : p. 

Suppongasi  la  potenza  F divisa  in  un’  infinità 
di  piccole  forze  infinitesime,  e una  di  queste  ==  f 
sia  tale , che  applicata  al  vette  CP  nel  punto  P tenga 
in  equilibrio  il  peso  r,  che  era  prima  equilibrato  con 
9 posta  in  9.  Siccome  queste  due  forze  9 , f applicate 
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a diversi  punti  producono  lo  stesso  effetto , i loro  mo- 
menti ne’  diversi  punti  debbono  essere  eguali , dee 
cioè  essere  <p.  C <p  = f . CP,  onde©:  f : * GP:  G f 
I * 2 7t  CP  : 2 n (p  G.  Moltiplicando  pertanto  questa 
analogìa  per  la  precedente  r : <p  ; ! a a tc  : p , avremo 
© r:®fV,  4 a N.  CP  : 2 Tip  Gf  ” 4 a1t*  X CP  : 2T :p.  a ; 
r :f  \\  2TT.  CP  : p.  Dunque  ogni  elemento  del  peso  R 
sta  ad  ogni  elemento  della  forza  F come  la  circonfe- 
renza, che  ha  per  raggio  la  distanza  del  punto  dov’ 
è applicata  la  potenza  dall’  asse  del  maschio  sta  all’ 
altezza  del  passo  della  vite.  E siccome  i tutti  stanno 
come  le  loro  parti  sìmili , potrà  stabilirsi  il  generai 
teorema,,  Nella  vile  la  forza  sta  alla  resistenza  co- 
me V altezza  del  pas  o della  vite  alla  circonferenza 
del  cerchio  , che  ha  per  raggio  la  lunghezza  del  vet- 
te, cui  è applicata  la  potenza  ,,  . Laonde  tanto  minor 
forza  bisogna  pell’equilibrio  nella  vite , quanto  ne  è 
minore  il  passo. 

La  diminuzione  del  passo  della  vite,  se  fa  dimi- 
nuir la  forza  necessaria  all’equilibrio,  fa  corrispon- 
dentemente aumentar  la  pressione,  che  la  resistenza 
esercita  sul  pane  (271) . Talché  qnando  la  potenza  si 
riduce  piccolissima,  la  pressione  sul  pane  è quasi  pre- 
cisamente eguale  al  peso  assoluto  della  resistenza.  Po- 
trebbe dunque  facilmente  accadere , che  il  peso  es- 
sendo notabile , e poco  resistente  il  pane , questo  si 
rompesse,  e si  guastasse  la  macchina . Per  impedire  un 
tale  inconveniente  si  è immaginato  di  unire  al  ma- 
schio fisso  la  madre  vite  mobile , la  quale  caricata  del 
peso , o resistenza  da  vincersi  preme  contemporanea- 
mente un  certo  numero  di  pani  del  maschio,  e fa  sì , 
che  tutti  concorrano  unitamente  a sostenere  il  peso  o 
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carico  applicato  alla  madre  vite . Quanto  maggior  nu- 
mero di  giri  comprende  la  madre-vite,  tanto  maggiore 
a circostanze  pari  è lo  sforzo,  di  cui  essa  può  esser  ca- 
pace senza  lesione  della  macchina. 

589.  Ma  l’azione  della  forza  applicata  alla  vite  non  si 
trasmette  sempre  immediatamente  sulla  resistenza , che 
dee  muoversi.  Combinasi  talvolta  la  vite  con  una  rota 


dentata  , e costituisce  così  quella  macchina  composta  t 
che  dicesi  Vite  perpetua.  Il  maschio  AB  incastra  le  sue 
spire  fra  i denti  della  rota  F ( Fig.  76  ) , che  ha  im- 
piantato nel  suo  centro  un  cilindro  rappresentato  da 
T,cui  si  appicca  una  fune,  all’ estremità  della  quale 
sta  attaccata  la  resistenza  P.  Posto  in  moto  per  mezzo 
del  manubrio  HK  il  maschio  urtando  colle  sue  spire 
nei  denti  della  rota  la  fa  girare  j e mentre  ella  gira  si 
avvolge  al  cilindro  T la  fune,  che  così  viene  a muo- 
vere ihpeso.  In  tal  caso,  detta  n l’azione  delle  spire 
contro  i denti  della  rota , p l’altezza  delle  spire  , o il 
pane  della  vite , F la  potenza  applicata  in  K , R la  re- 
ristenza  , o peso  P,  A il  raggio  della  rota,  a il  raggio 
del  cilindro,  avremo  per  lo  stato  di  equilibrio  dalla 
teorica  della  vite  F:  n ti  p ’•  2tr  HK.  Ma  dalla  teorica 


della  rota  abbiamo  n = (579). Dunque F:  I* 

A A 


p:  2 7t  HK,  o sia  F:  R\\  ap:  arc  HK.  Aj  cioè  nella 
vite  iufinita  la  potenza  sta  alla  resistenza  come  il  pro- 
dotto del  pane  della  vite  nel  raggio  del  cilindro  al 
prodotto  del  raggio  della  rota  nella  periferìa  , che  ha 
per  raggio  la  distanza  della  potenza  dall’  asse  della 
vile . 


590.  II.  Ripresa  l’ analogìa  fondamentale  (583),/*: 
g : p ::  sen.  m : sen.  BAY  : seri.  BYA  si  osservi , che 
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sen.  BYA  = cos.  YAO  = cos.  FAH  = sen.  FHA  = 
seri.  XHO.  Dunque  i°.f:  p II  sen.  m : sen.  XHO.  E 
siccome  guidata  1’  orizontale  FL  abbiamo  sen.  XHO 
= cos.  HFL  = cos.  HXB  ( = q ) avremo  2 °.f:  p II 
sen.  m : cos.  q.  Dunque  la  forza  sta  alla  pressione  co- 
me il  seno  d’elevazione  sta  t°.  al  seno  dell’angolo  for- 
mato dalla  direzione  della  forza  coll’  altezza  del  pia- 
no ; 20.  al  cosen<Hdell’  angolo  , che  la  detta  direzione 
della  forza  fa  colla  base  . 

591.  IH.  Essendo  CN  : Cp  II  sen.  BAY  : sen.  BYA 
;;  sen.  KAF:  sen.  XYF  ;;  cos.  AKF  : cos.  YXF  II 
cos.  XKB  : cos.  KXB  ; avremo  g : p II  cos.  n:  cos.  q j 
cioè  la  gravità  alla  pressione  come  il  coseno  dell’ango- 
lo d’inclinazione  al  coseno  dell’ angolo,  che  la  direzio- 
ne della  potenza  fa  colla  base . 

* 5g2.  Queste  ragioni,  e il  metodo,  con  cui  le  abbiamo  tro- 

vate ci  guidano  alla  dottrina  dell’  equilibrio  dei  corpi , che  si 
appoggiano  contemporaneamente  sopra  più  piani  inclinati  . Que- 
sti piani  possono  essere  infinitesimi  di  quantità  , infiniti  di  nu- 
mero , o siwero  finiti  di  quantità  , e di  numero  . Nel  primo 
caso  potrà  un  corpo  esser  equilibrato  sopra  una  curva , nel  se- 
condo sopra  due , o più  piani  inclihati  . Considereremo  sepa- 
ratamente questi  due  casi . 

5t)3.  Supponghiamo  primieramente,  che  un  peso  n sia  te- 
nuto in  equilibrio  sopra  qualunque  punto  M della  curva  YR 
( Fig.  77  ) da  una  potenza  diretta  secondo  MR  , cioè\al  punto 
K dell’  asse  verticale  VC  . 

E chiaro , che  potrà  considerarsi  come  se  fosse  tenuto  in 
equilibrio  sopra  un  piano,  che  avesse  un’inclinazione  eguale  a 
quella  della  tangente  al  punto , su  cui  cade  la  direzione  della 
pressione , che  esso  vi  esercita . Potremo  dunque  anche  nel  ca- 
so attuale  tirata  la  NM  normale  alla  curva  nel  punto  M , ab- 
bassata la  verticale  MQ , e compito  il  parallelogrammo  DQ  , 
esprimere  la  pressione  per  MP , la  forza  per  MD , e la  gravità 
o peso  di  tì  per  MQ  = DP.  I triangoli  simili  MDP  , MRN  dan- 
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no  DP:  MD: 


mp  ::  m-.  km: 

DP.  KM 


KM  , onde  MD  = f 
DP.  MK 


— KK  5 MP  P KK  ' 

Si  tirino  le  ordinate  infinitamente  vicine  FM,  e fra,  la  quale  in- 
contri in  r la  MQ,  e sia  K F — x , FM  s=  y ",  Ff  ~ Mr  — 
dx  ; rm  = dy.  É notov  che  la  normale  KM  = 

ZVS  -X1 • la  sunnormalc  FK  = j Perciò 

dx  ’ dx 


KK  =KF  +FK  = xdx^_ydy,  = y (x'  + y*  )• 

Sostituendo  dunque  questi  valori  nell’  equazioni  superiori  , ab- 
biamo MD  = T'dxyS-£+J:'2.  ? MP  = 
xdx  -4-  ydy 

r.y  V ( dx*  + dy'  ) 

xdx  -f-  ydy 

Queste  espressioni  restando  variamente  determinate , secon- 
do che  varia  è la  natura  della  curva  , danno  per  ogni  curva 
i valori  della  forza  necessaria  all’equilibrio,  e della  pressione» 
che  si  produce . 

5g4*  Q»ù  cade  in  acconcio  avvertire , che  se  due  corpi  po- 
sando sopra  i punti  M , Ml  delle  date  curve  MR  , MR1 , che  han- 
no l’ asse  comune  YC  , si  tengano  reciprocamente  in  equilibrio 
per  mezzo  della  fune  MKM' , che  passa  sopra  nna  puleggia  in- 
finitesima posta  in  K , saranno  eguali  le  tensioni  delle  funi  KM , 
KM’ . Ma  queste  tensioni  sono  le  potenze  f , f' , che  tengono 
equilibrati  i pesi . Dunque  (5g3)  detta  x'  la  KF , e y'  la  MF , 
la  tensione  di  KM1  sarà 


, — dx_V  C x ~l~.y  e pCr  la  condizione  dell’ equilibrio 
7 x dx  y dy' 

■Kdx  V(x'+y')  _ rtdx'  V ( x'*+yh)  . ovvcro 
xdx+ydy  x'dy'+y'dy' 

ponendoMK— J/  (x*  ) = * J M'B.  = V ( *'» + /’ * )=  * > 

lidi 7t  'dx' 

dZ  ~~  di' 

Or  siccome  z _p.  z’  è una  quantità  costante  per  costruzio- 
ne , così  d*  -J-  di'  = o ; di  = — dz\  e quindi 
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Tt'd.r' 


di 


Ttdx 

~ZT 


; Tz'dx'  7T dx  = o . Dunque  integrando 

7TX  -4-  TC*X* 

nx  -4-  7rV  — Cost.  e quindi  pure  — : — zzz  Cosi. 

^ » 71  7T 

Ma  questa  espressione  indica  la  distanza  del  centro  di  equi, 
librio  , o di  gravità  dei  pesi  7T  , 7T*  dall’asse  orizzontale  SL, 
che  passa  per  K principio  dell’ ascisse  d’ambe  le  curve  (233; 
tb'5  ) . Dunque  queJta  distanza  è sempre  la  stessa,  ovunque  sia- 
no questi  pesi  ; e perciò  può  stabilirsi  l’ importante  teorema , 
che  il  centro  di  gravità  di  due  pesi  , che  vicendevolmente  si 
sostengano  per  meno  di  una  fune  sopra  due  curve  , che 
abbiano  un  asse  comune, per  quanto  varj  la  situazione  dei 
pesi  , resta  sempre  nella  stessa  orizzontale  . 

* 5<j5.  Supponghiamo  in  secondo  luogo  , che  sia  il  corpo  ST 

situato  tra  due  piani  inclinati  finiti  ABO , aBo  in  modo  , che 
le  linee  Op,  Gp1  partendo  dal  centro  di  gravità  C vadano  per- 
pendicolari su’  piani  AB  , ab  ( Fìg.  78  ).  L’uno  dei. due  piani 
farà  colla  sua  reazione  la  figura  della  forza  f.  Chiamando  dun- 
que 7T  la  nuova  pressione  , che  è eguale  alla  reazione  del  nuovo 
piano  premuto,  avremo  per  lo  stato  d’equilibrio  g:  77  7 p I* 
cos.  XKB:  sen.  ABO:  cos.  KXB  ( 583.  5(ji  ).  Ma  cos.  XKB 
sen  aBA;  cos.  KXB  = sen.  aBo  . Dunque 
g:  7t:  p II  sen.  aBA:  sen.  ABO:  sen.  aBo.  Perciò 

ABO 


g sen.  ABU  e sen.  aBo 

1#-  « = ? --i  p = . 

sen.  aBA  * sen.  aBA 

2°.  Il  peso  del  solido  in  equilibrio  sopra  due  piani  inclina- 
ti sta  alla  pressione  su  ciascun  piano , come  il  seno  dell’  àngo- 
lo, che  formano  i due  piani  al  seno  d’  elevazione  dell’  altro 
piano. 

3°.  Le  pressioni  r.  , p sono  tra  loro  in  ragione  inversa  dei 
seni  d’  elevazione  dei  piani,  su  cui  si  esercitano. 

4°-  Se  aBo  =0,  la  pressione  p “ o;  onde  se  il  piano 
aB  è orizzontale  , tutto  il  peso  è sostenuto  da  esso,  niuna  parte 
da  AB. 

5°.  Se  a B è verticale , e perciò  sen.  a B o = 1 , sarà 

CT 

p — ; e siccome  Cp*  è in  tal  caso  normale  ad 

r sen.  a BA  r 

T.  t.  *6 
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bB  , questo  piano  rappresenterà  una  forza  , che  agisca  parallela- 
mente alla  base  del  piano  inclinato. 

* 5 g6-  Dopo  tutto  ciò,  se  si  supponga  per  maggior  semplici- 
tà, che  il  corpo  ST,  sia  una  veaga  pesante  , che  avendo  in  R 
il  centro  di  gravità  ( Fìg.  79  ) sia  appoggiata  ai  due  piani  in- 
clinati, sarà  ben  facile  di  determinare  quali  siano  le  condizioni 
necessarie,  perchè  vi  stia  in  equilibrio  , ed  abbia  una  stabilità;  e 
quali  siano  le  pressioni  si  orizzontali, che  verticali  da  esso  eserci- 
tate su  i punti  S , T dei  piani. 

* 597.  Col  nome  di  stabilità  s’intende  in  tal  caso  il  momen- 
to, con  cui  il  peso  d’un  corpo  situato  fra  due  piani  inclinati 
impedisce,  che  il  corpo  stesso  non  sdruccioli  lungo  i piani  ab- 
bassandosi con  un  suo  estremo,  ed  alzandosi  coll’altro.  Non  può 
dunoue  la  verga  ST  situata  su  due  piani  inclinati  AB,  aB  avere 
stabilità,  se  le  reazioni  di  questi  due  piani  non  distruggono  in- 
tieramente gli  effetti  della  sua  gravità,  o del  suo  peso.  Ora  si 
rappresenti  questo  peso  per  la  porzione  LG  della  verticale  LI  , 
che  passando  pel  centro  di  gravità  ne  indichi  la  direzione  , e 
quindi  supponendola  applicata  in  qualunque  punto  L si  decom- 
ponga secondo  le  linee  LS  , LT  , che  vadano  a cadere  su  i pun- 
ti estremi  della  medesima , cioè  su  i punti  di  contatto  coi  due 
piani.  Perchè  la  verga  sia  stabile  dovranno  le  reazioni  de’  due 
piani  interamente  distruggere  queste  due  componenti  del  suo  pe- 
so : ma  ciò  non  può  accadere,  se  non  nel  caso , che  le  loro  dire- 
zioni siano  normali  ai  piani.  Dunque  la  verga  avrà  stabilità  solo 
nel  caso,  che  dai  punti, in  cui  ella  tocca  i piani  alzando  due  nor- 
mali SL  , TL  queste  vadano  a intersecarsi  in  un  punto  della  di- 
rezione della  sua  gravità. 

* 5g8.  Che  se  la  verga  non  tocchi  i piani  con  due  punti  soli , 
ma  bensì  con  una , o due  fronti  , la  reazione  dei  piani  distrug- 
gerà gli  effètti  della  sua  gravità , ed  essa  avrà  perciò  stabilità 
tutte  le  volte,  che  le  direzioni  delie  due  componenti,  in  cui  ne 
sia  risoluto  il  peso  cadranno  normalmente  su  qualche  punto  del- 
le f Tinti  m°desime.  Quindi  è , che 

* àgg.  i°.  Posta  su  due  piani  inclinati  una  verga  TS  avente 
una  fronte  SN,  ovvero  due  verghe  TS , SN  ( Fig.  ,80  ) unite  in- 
vincibilmente in  S ,se  dal  punto  T si  alzi  una  normale  al  piano 
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«B,e  si  prolunghi  fino  che  non  tagli  la  direzione  della  gravità;  e 
dal  punto  d’ intersezione  si  conduca  un’  altra  normale  all’  altro 
piano  inclinato  AB,  lo  strumento  TSN  avrà  stabilità  finché  que- 
sta normale  cadere  dentro  la  fronte  SN.  Dopo  ciò 

* 600.  3°.  Facilmente  si  dctenniua  quando,  e quale  stabilità 
abbia  un  solido  Tt  Nn  appoggiato  a due  piani  inclinati  AB,  a B. 
Da’  punti  T , ed  n si  alzino  due  normali  ai  piani,  che  s’incon- 
trino in  un  punto  L;  e parimente  dai  punti  N,  e t si  alzino  due 
normali  ai  piani,  che  s’ incontrino  in  un  punto  Q.  Qualora  la 
direzione  del  peso  del  solido  passi  per  L,  o per  Q saranno  distrut- 
te le  pressioni  dalla  reazione  dei  piani,  e il  solido  saià  stabile,  ma 
in  procinto  di  sdrucciolare  per  a B . o per  AB  , secondo  che  la 
mentovata  direzione  del  peso  passa  fuori  di  L verso  X , o fuori 
di  ’Q  verso  Z.  Laddove  , se  passerà  tra  L,  e Q per  qualunque 
punto  O,  siccome  le  normali  abbassate  su  i piani  dalla  direzione 
del  peso  dehhon  cader  dentro  fp  fronti  del  solido;  cosi  esso  a- 
vrà  mia  perfetta  stabilità. 

* 601.  3".  Essendo  minima  la  stabilità  del  solido  quando 
le  normali  ai  piani  si  riuniscono  nel  punto  Q , o nel  punto  L, 
andcrà  essa  divenendo  tanto  maggiore,  quanto  questa  uuione  an- 
dare a cader  più  lontana  dai  detti  punti.  Per  lo  che  la  massima 
si  avrà  quando  la  riunione  delle  normali  segue  nel  punto  di  mez- 
zo O,  cioè  quando  la  direzione  del  peso  taglia  in  mezzo  la  li- 
uea  LQ. 

* 601.  4".  Sia  ora  stabile  la  verga  ST  ( Fig.  79  ) su  i piani 
inclinati  a B o,  ABO  e dai  punti  S , T si  alzino  le  normali  SI, 
Ti.  Queste  saranno  le  direzioni  delle  componenti  della  sua  gra- 
vità , o del  suo  peso,  che  rimanendo  distrutte  dalla  reazione  dei 
piani  esprimeranno  le  pressioni:  e se  dal  punto  L,  in  cui  prolun- 
gate si  intersecano  si  abbassi  la  verticale  LR,ella  passerà  per  il 
centro  R di  gravità  della  verga.  II  peso  della  verga  si  esprima 
per  la  porzione  GL  della  sua  direzione,  e compiasi  il  parallelo- 
grammo Pp.  Il  lato  Lp  denoterà  la  pressioni  in  T , e il  lato 
LP  la  pressione  in  S . Pertanto  preso  il  segmento  SI  rr  LP  ; 
ed  il  segmento  T i — Lp , guidate  le  verticali  QI  , Tg  , e le 
orizzontali  SQ,  Tt , e compiti  i parallelogrammi  Qs,  gt  ; le  pres- 
sioni verticali  sofferte  dai  piani  saranno  espresse  dalle  linee  QI  , 
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Tg , e le  orizzontali  da  SQ  , Tt.  Sia  l1  angolo  ABO  — in  ; 
a B o r=  q ; g «1  peso  della  verga;  p,  Tt  le  pressioni  normali  ai 
piani  AB,  aB , avremo  aBA  = t*oo°  — q — m , cioè  la  som- 
ma dei  due  angoli  q , m sarà  il  supplemento  di  aBA  ; onde 
sen.  AB  a — seri.  Cq-\-ni'} . E siccome  gli  angoli  LSB , LTB  so- 
no retti;  1*  angolo  SLT  sarà  pur  esso  supplemento  dell’  angolo 
ABa  come  opposto  al  medesimo  nel  quadrilatero  LTBS.  E pari- 
mente l’ angolo  SIQ  = GLP  = m , e 1’  angolo  iTg  = pLG  = q 
per  esser  simili  i triangoli  ABO  , IQS  , LPG , e i triangoli  aBo  , 

„ g sen.  q 

giT  , pLG  . Ora  abbiamo  trovato  sopra  (5cp)  p — 


— IS,  ir  = — — tCn  T~- - < — Ti.  Quindi  colle  regole  della  ri- 
sen.  (m  q) 

soluzione  de  triangoli  rettangoli  troveremo  i seguenti  valori  del- 
le pressioni  verticali , e orizzontali  in  S,  e in  T 


IQ  = 


g sen.  q.  cos.  m _ _ g sen.  q.  sen.  m _ g 

sen.  ( m>4-  q ) ’ sen.  ( m + q ) ’ 


g sen.  m cos.  q . g sen.  ni.  sen. q 

«T  = ,,;r(  w+775  '8  = ^rc^+7i  ' 

* 6o3.  Rilevasi  da  queste  espressioni , che  le  due  pressioni 
orizzontali  SQ,  Tt  sono  eguali,  e che  essendo  sen.  q cos.  m — p 
sen.  m cos.  q rrr  sen.  ( m + q ) , la  somma  delle  due  verticali 
QI,  Tg  è come  dehhe  essere  — g. 

* 6o4-  Molte  utili  conseguenze  naturalmente  derivano  da  que- 
ste dottrine.  Noi  ne  accenneremo  di  passaggio  alcune  delle  più 
importanti.  Ma  per  poterle  dedurre  con  chiarezza,  e facilità  mag- 
giore si  supponga , che  il  corpo  ST  si  conformi  in  guisa  da  com- 
baciare esattamente  co’ due  piani  inclinali,  prenda  cioè  la  figura 
d’un  prisma  triangolare.  Esso  verrà  così  a costituire  la  macchi- 
na BAaKP,  conosciuta  sotto  il  nome  di  Cuneo,  o Zeppa,  o 
Bietta  ( /'Vg.Si  ")  . Picesi  testa  , o dorso  del  cuneo  il  piano  AK 
rapnresentafo  in  profilo  dalla  linea  Aa;  lati  i piani  laterali  rap- 
presentati pure  in  profilo  dalle  linee  AB,aB  X facci  e il  triangolo 
ARa  , e 1'  altro  opposto  ; finalmente  la  normale  B Z altezza  del 
etneo.  Questa  macchina  è destinata  per  ordinario  a separare  le 
parti  d’un  qualche  corpo  insinuandosi  tra  le  medesime  per  1’ 
azione  del  suo  proprio  peso , o per  la  combinazione  di  esso,  e di 
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un’  altra  forza  applicatale  sul  dorso.  Perciò  la  resistenza . che  se 
le  presenta  per  ordinario  da  vincere  è la  coesione;  eT azione , 
con  cui  la  vince  è la  pressione,  che  i suoi  lati  esercitano  sulle  par- 
ti, che  vanno  inclinandosi  per  separarsi.  Laonde  nel  caso  d’equi- 
librio i°.  le  pressioni  d’  ambi  i lati  saranno  non  solo  eguali  re- 
spetfivamente  alle  resultanti  delle  coesioni  delle  parti  corrispon- 
denti, ma  dovranno  anche  agire  nella  medesima  direzione  in  sen- 
si opposti  ; 2°.  sari»  perciò,  indiflèrente  di  considerare  la  relazio- 
ne, che  hanno  colla  forza  , che  agisce  sul  cuneo  le  resistenze , o 
le  pressioni  ; onde  3°.  tutto  ciò,  che  abbiam  detto  delle  pressio- 
ni di  un  corpo  situato  tra  due  piani  inclinati  (602)  si  adatterò 
all’ azioni  del  cuneo,  e alle  resistenze  che  vincono,  solchè  in 
luogo  di  g si  sostituisca  F,  con  cui  s’esprima  la  risultante  del 
peso  del  cuueo , e della  forza  normalmente  applicata  al  suo  dor- 
so. Dunque 

* 6o5 . Supponendo  il  dorso  del  cuneo  parallelo  alla  base  Oo 

del  corpo,  entro  cui  s’insinua, e ritenendo  le  denominazioni  del 
n°.  602  , avremo  F:  p : 71  II  sen.  aBA  ; sen.  q : sen.  m II 
sen.  ( m -f-  q ) : sen.  BaA  : sen.  BAa  ;;  Aa  : AB  : aB  ; F: 
p -f-  7T  1 1 A a : AB  -f.  aB;  e facendo  p Tt  somma  delle  pres- 
sioni , o delle  resistenze  eguale  ad  R , avremo  F : R H aA  : AB 


R.  a A 


-.  Dunque  la  forza  normalmente  im- 


+ aB  ; F — A-B  + aB 

pressa  al  dorso  del  cuneo  sta  alla  somma  delle  resistenze , che  i 
lati  del  cuneo  debbono  vincere , come  il  dorso  del  cuneo  alla 
somma  dei  suoi  lati,  o sia  la  forza  necessaria  all’equilibrio  nel 
cuneo  è eguale  al  prodotto  della  resistenza  nel  dorso  del  cuneo 
diviso  per  la  somma  dei  lati.  Quindi 

* 606.  i°.  Quanto  sari»  minore  il  dorso , e conseguentemente 

piu  acuto  il  taglio  del  cuneo,  cioè  quanto  diminuisce  l’angolo 
formato  dai  iati , tanto  minor  forza  bisognerò  per  vincere  la 
stessa  resistenza.  Perciò  quelli  strumenti , che  si  riferiscono  al 
cuneo  , come  i coltelli , i rasoi  , le  scuri  , gli  scalpelli , le  van- 
ghe ec.  quanto  più  son  sottili , tanto  più  sono  attivi , cioè  so- 
no tanto  più  taglienti;  e perciò  taglienti  al  sommo  sono  i cunei 
composti  di  due  superficie  curve  nel  medesimo  senso  , come  i 
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rostri  degli  uccelli  di  rapina,  e le  zanne  degli  animali  feroci, 
perchè  iifr  questo  caso  l’angolo  diventa  quasi  infinitesimo. 

* 607.  Se  il  cuneo  sia  isoscele  , cioè  se  AB  =:  aB , sarà  F 

: : Aa:  A B ; ^ = ^4;  *'/•  ^ = ^ = 

F AB 

7T  — — t — j e quindi  7t:  F \ \ AB  : aA  ; cioè  se  il  cuneo  e i- 
aA 


soscele  1®.  La  forza  normalmente  impressa  sul  dorso  sta 
alla  somma  delle  resistenze , come  il  semidorso  a uno  dei 
lati  ; 2°.  la  resistenza  opposta  a un  lato  sta  alla  forza , come 
un  lato  al  dorso  . 

* 608.  II.  Generalmente  parlando  le  pressioni  p , 7T  del  cuneo, 
come  quelle  della  verga  ST  (602)  si  risolvono  respettivamente  in 
due , una  verticale  , 1’  altra  orizzontale  , la  prima  delle  quali  non 
fa  , che  accrescere  la  pressione  del  corpo , cui  è applicato  il  cu- 
neo contro  il  suo  sostegno , 1’  altra  tende  a rovesciare  quelle  parti 
del  corpo , su  cui  ella  si  esercita  . I valori  di  queste  pressioni 
sono  dati  dalle  formule  del  n°.  6o2. 

* 609.  Tale  pressati  poco  è la  teorica  matematica  del  cuneo. 
Non  dee  dissimularsi , che  l’applicazione  di  essa  alla  pratica  non 
c suscettibile  di  molta  precisione  . Poiché  la  diversa  tenacità  , o 
flessibilità  dei  corpi  diversi  produce  una  notabile  diversità  negl» 
effetti  della  stessa  forza  applicata  allo  stesso  cuneo , onde  non 
possono  questi  determinarsi , che  per  mezzo  di  sperienze  ripetute 
■n  ogni ‘caso . 

610.  Qualunque  sia  per  altro  , ella  è utilissima  per  molti 
oggetti  , specialmente  di  Architettura , e segnatamente 

I.  Deduconsi  da  essa  i rapporti  , che  debbono  aver  tra  loro 
i pesi  dei  conj  , o pezzi  -cuneiformi , di  cui  è composta  una  vol- 
ta a botte,  perchè  questi  pezzi  stiano  in  equilibrio,  e formino  con- 
seguentemente un  tutto  immobile . 

* 611.  II.  La  spinta  delle  volte  contro  i piè  dritti,  o pilastri,  che 
le  sostengono  , e la  grossezza  , e configurazione  esterna  da  darsi 
ai  medesimi  per  sostenerle  si  determina  pure  colle  stesse  dottri- 
ne . Mostra  1’  esperienza  , che  la  maggior  parte  delle  volte,  che 
rovinano  si  fendono  lateralmente  all’  altezza  di  circa  5o°  sopra 
l’orizzontale.  Pnò  dunqne  la  parte  media  considerarsi  come  un 
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cuneo  sostenuto  tra  due  piani  inclinati  formati  dalle  linee  della 
1 ottura  , e bisogna  dare  a’  piè  dritti  una  grossezza,  e una  esterna 
curvatura  tale,  che  oppongano  una  resistenza  bastante  alle  pres- 
sioni orizzontali,  con  cui  esso  fende  a rovesciarli  . L’  una  e 
1’  altra  può  determinarsi  colle  dottrine  stabilite:  ma  trattandosi 
di  cosa  , che  interessa  più  1’  Architettura  pratica,  che  la  Fi  ica, 
noi  non  ci  tratterremo  ulteriormente  ad  esaminarla;  e i Curiosi  tro- 
veranno neirArebitettura  idraulica  del  Prony  , nell’operetta  del 
Bossnt  sopra  1’  equilibrio  delle  volte  , e nel  primo  libro  della  e- 
gregia  Meccanica  del  signor  Ventnroli  tutto  ciò  , che  può  dirsi 
di  più  importante  su  tal  soggetto  . 


Macchina  Funiculare , 


6 ia.  Dicesi  funiculare  quella  macchina,  in  cui  per 
sostener  dei  pesi , o per  fare  equilibrio  a delle  poten- 
ze non  si  adoprano,  che  funi  unite  insieme  con  uno, 
o più  nodi  fissi,  o scorrevoli.  La  fune  QAS  ( Fig.  8a  ) 
stirata  dalle  due  potenze  Q , S , o fissata  co’snoi  estre- 
mi ai  punti  Q , S , e la  fune  QA , che  infilata  nell’ 
anello  A sostiene  il  peso  P costituiscono  una  macchi- 
na funicolare . 

6t3.  Ora  tre  forze  P , Q , S agiscono  sul  nodo  A. 
Perchè  siano  in  equilibrio  conviene,  che  una  di  esse, 
per  es.  P sia  eguale  e direttamente  opposta  alla  risul- 
tante delle  altre  due  ( ia3.  171  ) . Possiamo  dunque 
supporre,  che  prolungate,  se  occorra,  le  direzioni  AQ, 
AS  , PA  delle  forze  Q,  S , P finché  giungano  alla 
verga  inflessibile  QS  siano  applicate  reSpettivamente 
ai  punti  Q , S le  forze  Q,  S •,  e che  una  forza  eguale 
e contraria  alla  risultante  applicata  al  punto  R , in 
cui  la  direzione  di  P taglia  la  verga  faccia  loro  equili- 
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brio.  Ma  in  tal  caso  tirando  dal  punto  R sulle  dire-  • 
zioni  di  S , e di  Q le  normali  RB  , RC  abbiamo  (i4» . 
127  ) S : Q:  P I!  sen.  RAQ  : sen.  RAS:  sen.  SAQ. 
Dunque  per  1’  equilibrio  nella  macchina  funicolare 
GASP  dee  aversi  questa  analogìa. 

Quindi 

61 4-  I.  Se  il  nodo  A sia  mobile,  siccome  non  si  può 
aver  equilibrio , finché  non  si  sono  ridotte  eguali  le 
ragioni  del  peso  P colle  potenze  Q,  ed  S,  cioè  finché 
non  si  abbia  P : sen.  RAS  = Pi  sen.  RAQ,  ovvero 
P : RB  = P : RG  ; RB  = RC  ; così  per  fequilibrio  in 
tal  caso  dovrà  esser  ang.  RAS  = RAQ , vale  a dire , 
le  funi  QA,  AS  dovranno  disporsi  in  maniera,  che 
l’ angolosa  esse  formato  sia  diviso  pel  mezzo  dalla  di- 
rezione del  peso . 

61 5.  II.  La  fune  QAS  formerà  sempre  un  angolo 
in  A , qualunque  siano,  purché  finite  le  forze  Q,St  che 
la  sostengono,  e la  stirano  . Poiché  fintanto,  che  Sra- 
gione Q+S:P  è assegnabile  , i due  angoli  SAR  , 
QAR  son  finiti , e dev’essere  in  A una  piegatura. 

616.  III.  Se  concorrano  ad  angolo  le  direzioni  delle 
forze  Q , S , che  applicate  agli  estremi^  della  fune 
QAS  sostengono  il  peso  P,  sarà  per  l’equilibrio 
P < Q 4-  S:  poiché  i due  lati  d’un  triangolo,  cui  son 
proporzionali  i seni  degli  angoli  RAS  ; RAQ  son  sem- 
pre maggiori  del  terzo  proporzionale  al  seno  dell’an- 
golo QAS.  Ma  se  siano  parallele,  sarà  P — Q -j-  .S 
( i4a  j 169  ).  Perciò  la  disposizione  più  vantaggiosa, 
che  possa  darsi  a due  funi  per  fare  equilibrio  a una  re- 
sistenza , è di  render  la  direzione  di  quelle  parallele  al- 
la direzione  di  questa  . 

617.  IV.  Quando  le  funi  sono  fissate  nei  punti 
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Q , S,  le  pressioni  sofferte  da  questi  punti  sono 
sen.  SAR:  sen.  QAJl  • 

618.  V.  Le  tensioni  X,  A , K delle  funi  AP,  AQ, 
AS  dovendo  essere  proporzionali  alle  potenze,  che  le 
stirano;  avremo  X : A;  K II  sen.  QAS  : sen.  SAR: 
sen.  QAR  “ sen.  QAS  : sen.  SAP:  sen.  QAP, avendo 
ègual  seno  gli  angoli , e i loro  supplementi.  Quindi 

619.  ì®.  Se  una  fune  è attaccata  colle  sue  estremità 
a due  punti  fissi  Q,  S;  e se  l’angolo  QAS  è molto  ot- 
tuso , una  piccola  forza  P produrrà  delle  tensioni  as- 
sai forti  nelle  due  parti  QA  , SA,  perchè  in  tal  caso 
sarà  piccolo  il  seno  dell’angolo  QAS  , e assai  notabili 
i seni  degli  altri  due  angoli . 

* 620.  2°.  Sia  in  equilibrio  una  macchina  funicolare  ABCE 
( Fig  83  ) attaccata  ai  punti  fissi  A , E , e guarnita  di  un  nu- 
mero qualunque  di  nodi  B , C , D , di  cui  ciascuno  unisce  tre 
funi  ; e le  funi  BP  , 0,Q  , DS  siano  tirate  dalle  potenze  P , Q,  S 
situate  nel  piano  stesso  colla  fune  ABCDE  . Dette  A,  K , //,  E 
lei  tensioni  delle  funi  BA  , BC , CD , DE  , si  avranno  le  seguenti 
serie  di  proporzioni 

K : A:  P II  sen.  ABP  : sen.  CBP:  sen.  ABC  ; 

K:  li:  Q II  sen.  DCQ:  sen.  BCQ:  sen.  BCD; 

H:  E:  S ;;  sen.  EDS  : sen.  CDS:  sen.  CDE . 

E siccome  vi  è tra  una  serie,  e l’altra  una  quantità  comu- 
ne, possono  facilmente  paragonarsi  due  qualunque  delle  forze  pro- 
poste . Per  es.  se  voglia  paragonarsi  A con  ff,  prenderemo 
A: K ::  sen . CBP:  sen.  ABP; e A:  H\\sen.  DCQ:  sen.  BCQ, 
e moltiplicando  un’analogìa  per  l’altra,  si  avrà  A:  H H 
sen.  CBP  X se/i.  DCQ  : sen.  ABP  X sen.pCQ. 

* 621. 3°.  Dopo  ciò  ai  punti  A , B d’  una  fune  QABR  ( Fig.  84) 
appesa  per  i suoi  estremi  in  Q,  ed  R siano  applicate  due  poten- 
ze parallele  O,  S,  che  le  facciano  fare  respettivamente  gli  ango- 
li QAB,  RBA  . Se  nel  punto  N , in  cui  si  riuniscono  le  direzio- 
ni prolungate  delle  porzioni  QA  , BR , considerando  QNR  come 
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una  fune , se  le  applichi  la  potenza  P ~ O 4*  S colla  direzione 
NF  parallela  alle  direzioni  di  0,S , ed  esse  siano  tolte , si  avrà 
equilibrio  tra  la  potenza  e le  tensioni  dèi  segmenti  QA  , RB  ; 
talché  non  se  ne  cangeranno  le  direzioni.  In  fatti  dette  t , A , x le 
tensioni  di  QA  , AB,  BR  abbiamo  per  il  numero  precedente 
O:  A sen.  QAB  : seti.  QAC  , oppure  ( siccome  BAN  è sup- 
plemento dell’  angolo  QAB,  e 1: angolo  QAC  ~ OAN  — ANF) 
O:  A:  seri.  BAN:  seri.  ANF  ; e parimente  per  la  stessa  ragion# 
S:  A “ seti.  RBA:  seti.  RBGU  seri.  ABN:  seri.  BNF.  Dicendo 
a l’angolo  BAN,  A l’angolo  ANF  , c l’angolo  ABN,  d l’angolo 

. . , A sen.  a _ A seri,  c 

BNF  ; e l ang.  ÀNB,  sarà  O = 7 — } S — — ; on- 

0 sen.  b sen.  d 

, , _ , / sen.  a sen.  d -4-  sen.  c sen.  b \ 

de  O + S = A ( — — . 

1 ' sen-  b sen.  d ' 

Che  se  sopra  il  segmento  AB  della  fune  si  conduca  la  normale 

NV,  avremo  seri,  a “ cos.  ANV , che  diremo  cos.  g;  e sen.  c 

zzz  cos.  BNY  , che  diremo  cos.  f.  Ondc^dicendo  h l’angolo  FNY , 

avremo 

0 4-  S = k ( sen'  d COS'  & + sen‘  b rm-f) 

* sen.  b sen.  d 

^ ( sen.  d cos.  [b+h]  sen-  b cos.  [d  — h ] ) 

sen.  b sen.  d 

. cos.  h sen.  ( b A-  d ) , cos.  h sen.  e . . 

r * - ■ ~ — — — — - — A*  _ " _ $ sostituendo 

seti,  b sen . d sen . b sen.  d 

i valori  dei  cosmi  della  somma,  e della  differenza  degli  angoli 

b , h , e riduoendo. 

Ora  abbiamo  t : A J J sen • CAB  ( = sen.  m ) : sen.  CAQ 

( nr  sen.  n)jejr:A;*  sen.  GBA  ( — sen.  r ) : 

v „ A sen.  m k sen.r 

sen.  GBR  (_  — sen.  z ) ; onde  t — ; x ~ 


Dunque  O 4 - S:  t:x  :: 


cos.  h sen.  e sen.m  sen.  r 


x • • : • — • • . 

sen.  b sen.  d sen.n  sen . z 

cos.  h sen.  e sen.  m sen. z sen.r  sen.n  .. 

r , : : Ma  cos.  h “ 

■sen.  0 sen.  a sen.n  sen.  s sen.zsen.n 

sen.  YFN  = sen.  m — sen.  r ; e sen.  b zn  sen.  n ; sen.  d — 
■sen.  z.  Dunque  O S : t : x tt  sen.  e : sen.  d : sen.  b. 

Ma  questa  è l’ analogia  necessaria  per  1’  equilibrio  (620)  . Dun- 
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que  se  sia  P ~ O *9,  si  avrà  equilibrio  , e non  varieranno  le 
posizioni  dei  due  segmenti  GA  , RB  della  fune. 

* Gii.  Che  se  non  due  sole  , ma  quante  si  vogliono  potenze 
parallele  O,  Y,  S,  Q siano  applicate  a varj  punti  della  fune QBR 
( Fig.  85  ) e quindi  prolungati  i segmenti  QA  , RB  finché  s’in- 
contrino in  N'  j e considerando  GS'R  come  un»  fune  si  applichi 
all’  angolo  N1  in  vece  delle  potenze  O , V , S , Q una  forza  J1  e- 
gnale  alla  loro  somma  iu  direzione  parallela  alle  loro  direzioni  , 
resterà  sempre  l’equilibrio  tra  questa  forza  , e le  tensioni  dei  se- 
gmenti QA  , RB  , che  conserveranno  le  stesse  direzioni.  Poiché 
se  fra  ogni  due  forze  S,  V protratti  in  M i due  segmenti  RB,AC 
della  fune,  s’ intenda  applicata  all’angolo  M in  vece  -di  S , e V 
una  forzali'  eguale  alla  lor somma,  parallela  alle  loro  direzioni, 
e parte  aliquota  di  TI  ; converrà  a queste  tre  forze  il  discorso  del- 
l’ articolo  precedente:  e se  tra  ir'  e un’  altra  forza  se  ne  intenda 
applicata  una  terza  ir"  loro  parallela,  cd  egnale  alla  lor  somma  , 
e parte  aliquota  essa  pure  di  li , converrà  a questa  ancora  lo  stes- 
so discorso  ; e così  progredendo  , finché  tutte  4e  forze  si  siano 
considerate,  e si  abbia  n'  -}■  tc"  ec.  = Il , avremo  dimostrato, 
che  applicando  in  Ti' la  potenza  II  eguale  alla  somma  di  tutte  le 
forze,  e loro  parallela,  si  avrà  1’  equilibrio  tra  questa  forza  II,  e le 
tensioni  dei  segmenti  QA  , RB. 

* 6-23.  Per  tanto  se  si  supponga  infinito  il  numero  delle  po- 
tenze applicate  alia  fune  , e infinitesime  le  distanze  fra  loro  , è 
chiaro  , che  la  fune  riducendosi  all*  equilibrio  si  dee  conforma  re 
in  una  curva  . Questa  è quella  curva , che  dai  Meccanici  è detta 
Catenaria 

624-  Dunque  nella  curva  catenaria 

i°.  Prolungati  gli  elementi  estremi  della  curva,  per  es-  i se- 
gmenti QA  , RB  , che  è quanto  dire  tirate  le  tangenti  ai  punti 
Q,  R , e continuate  finché  s!  incontrino  , la  risultante  di  quelle 
potenze,  che  tendono  tutti  gli  elementi  passa  per  l’angolo  for- 
mato dalle  tangenti  (622)  . 

525.  2°.  Le  direzioni  delle  tensioni  degli  elementi  QA,RB 
sono  le  tangenti  loro  respetti  ve,  onde  se  sia  una  catenaria  la  curva 
QSA  ( Fig.  86  ) , prolungando  le  tangenti  m Fin  Z,  AF  in  T, 
ed  esprimendo  colla  linea  DP  la  direzione  , e col  segmento  FP 
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la  quantità  della  risultante  delle  potenze  , per  cui  si  forma  la 
curva , compito  il  parallelogrammo  TFZP  , la  linea  FT  denoterà 
la  tensione  della  particella  Aa , o la  pressione  del  punto  A nel 
senso  della  tangente  AF  , che  è la  direzione  della  potenza  stiran- 
te la  particella  Aa  , e premente  il  punto  A. 

626.  3°.  Una  fune  QA  stirata  da  una  infinità  di  potenze  , o 
pesi  r.,  7T*,  ec.  riducendosi  all’  equilibrio  abbia  presa  la  figura 
di  una  curva:  la  pressione  , che  soffre  uno  dei  punti , cui  è at- 
taccata 1’  estremità  della  fune,  per  es.  A , sarà  costante ,0  la  cur- 
va sia  continuata  fino  in  Q,  o s'interrompa  in  un  qualunque  pun- 
to H ,cui  s’intenda  d'improvviso  attaccato  il  segmento  HX  in- 
termedio a due  pesi  stiranti  71  , 7t'  . Poiché  il  segmento  HX 
risente  dal  punto  H quella  stessa  reazione  , che  risentiva  dal  ri- 
manente della  curva,  e quindi  riman  costante  la  tensione  del  se- 
gmento HX,  e per  conseguenza  quella  ancora  di  XA,e  la  pres- 
sione , che  soffre  il  punto  A. 

627.  Posto  ciò  è ben  facile  di  conoscere  la  natura  della 
curva , che  formerà  una  fune  QR  fissata  nei  punti  Q , R , e ab- 
bandonata a se  stessa  , nella  supposizione  , che  ella  sia  ridotta  al- 
l’equilibrio, e che  gli  elementi  di  essa  abbiano  dei  pesi  espressi 
da  una  qualche  funzione  della  loro  lunghezza  determinata  però 
da  una  legge  costante  . 

Al  punto  infimo  A della  curva  Q \R  verticale  conducasi  la 
tangente  AF,  si  guidi  da  A la  normale  ARk.e  tirinsi  perpen- 
dicolari sulla  medesima  infinitamente  vicine  tra  loro  le  ordinate 
MK  , mk.  Si  alzi  la  verticale  infinitesima  MN,  e prolungato  l’e- 
lemento Mm  della  curva  incontri  in  F la  tangente  AF.  Per  que- 
sto punto  F guidando  la  verticale  PFD  sarà  essa  la  direzione 
della  risultante  delle  potenze,  che  tendono  l’arco  QA.  (624),  o 
del  peso  totale  di  quest’arco.  E se  con  la  porzione  FP  si  espri- 
ma questo  peso,  e si  costruisca  il  parallelogrammo  FZPT,  la  ret- 
ta FT  indicherà  la  pressione  , che  soffre  il  punto  A secondo  AF 
(625) , pressione  costante  qualunque  sia  la  lunghezza  dell’  arco 
A m (626).  Dicasi  B questa  pressione  ; sia  l’arco  Amrrs;  on- 
de Mm  = ds  ; MK.  —y , Nm  =r  dy  , AK  = x ; Kk  = dx. 
Sarà  il  peso  dell’elemento  Min  rr:  <pds , c il  peso  dell'arco  Am 
ss  ftfrds  • Essendo  pertanto  simili  i triangoli  FTP  , FGM,  NmM, 
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avremo  fipds:  B ” FP:  FT  ;;  FG:  GM  ;;  MN:  Nm  » dx: 

tfjr  ; e quindi  dr  — equazione  della  curva  cercata  . 

B 


658.  Questa  equazione  generale  della  curva , in  cui  si  dispo- 
ne una  fune , o una  catena  flessibilissima  , prende  varie  forme , 
secondo  le  varie  leggi  dei  pesi , da  cui  si  suppongo»!  gravati  gli 
elementi  della  fune,  o della  catena.  Gli  Studiosi  troveranno  dif- 
fusamente esposto  ciò  , che  appartiene  a tal  curva  nell' opere  di 
Gio:  Bernoulli  ( Essai  sur  la  manoeuvre  des  vaisseaux  ) di 
Daniele  suo  Figlio  ( Mcm.  de  V Ac.  de  Petersb.  T.  3.  nel 
cap.  ai  della  Mec.  del  signor  Venturoli , e nel  lib.  1.  della  Mec. 
del  Poisson.  Noi  frattanto  osserveremo,  che  questa  curva  non 
si  forma  se  non  quando  sono  ridotti  all’equilibrio  gli  elementi 
materiali  , da  cui  ella  risulta  . Ora  siccome  questi  elementi  sou 
gravi  , e naturalmente  tendono  a basso,  cosi  perchè  riducansi  al- 
l’equilibrio conviene,  che  da  forze  eguali,  ed  opposte  siano  spin- 
ti in  alto . Dovendo  pertanto  essere  eguali  , ed  opposte  le  forze 
che  agiscono  su  detti  elementi  di  alto  in  basso,  e di  basso  in 
alto,  potreipo  indifferentemente  considerar  la  curvatura  come  vol- 
ta in  alto  o in  basso  , conseguentemente  la  stessa  equazione  con- 
verrà alla  curva,  sia  ella  voltata  in  un  senso,  o nell’altro  . 

629.  Sia  pertanto  voltata  in  alto  la  curva  della  trovata  equa- 
zione. E chiaro,  che  ella  debb’  esser  rigida  , e pesante;  posare 
su  due  piani  , o punti  immobili  Q , R , e risultare  da  diversi  se- 
gmenti affetti  da  forze  tra  di  loro  parallele , che  gli  tengono  in 
equilibrio.  Ma  tali  sono  i caratteri  di  quelle  curve  , che  nell’Ar- 
chitettura sogliono  indicarsi  col  nome  di  curve  <i’  equililfhio , 
e si  formano  nella  costruzione  di  ponti , volte  ec  . Dunque  que- 
ste curve  d’  equilibrio  non  sono , che  catenarie  rovesciate  ; onde 
ciò  , che  conviene  alle  catenarie  conviene  ancora  alle  curve  d’ c- 
quilibrio  . 

63o-  Molte  cose  potrebbero  dirsi  intorno  a queste  curve , ma 
noi  non  crediamo  doverci  trattenere  su  di  un  articolo  , che  ap- 
partiene propriamente  all’  Architettura , ed  avvertiamo  gli  Stu- 
diosi , che  troveranno  da  appagare  la  loro  curiosità  nella  secon- 
da parte  della  Dinamica  del  P.  Mariano  Fontana  . 
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CAPITOLO  XXII. 

Dell’  attrilo,  della  rigidezza  delle  funi , 
e delle  macchine  in  moto. 

63 1.  Allorché  dall’astratta  considerazione  delle 
macchine  si  passa  alla  concreta,  e se  ne  prendono  in 
esame  gli  effetti,  accade  ben  di  rado,  e forse  non  mai , 
die  la  teorica  corrisponda  esattamente  alla  pratica. 
Suppone  la  teorica  le  macchine  composte  di  corpi  per- 
fettamente duri , perfettamente  lisci,  liberi  perfetta- 
mente da  ogni  attrazione , laddove  la  pratica  gli  tro- 
va flessibili,  porosi , scabri , e molto  soggetti  non  me- 
no alle  speciali , che'  alla  universale  attrazione. 

Piccolo , e facilmente  corrigibile  è il  divario  pro- 
dotto dalla  sola  flessibilità , ma  molto  sensibile  è quel- 
lo, che  nasce  dagli  effetti  della  porosità,  della  sca- 
brosità , e dell’  attrazione.  L’attrazioue  universale  , o 
sia  la  gravità  fa,  che  i corpi  sovraposli  si  premano  ; 
per  lo  che  le  prominenze,  o punte  degli  uni  s’insinua- 
no dentro  le  cavità  o pori  degli  altri  , e tanto  più  pro- 
fondamente vi  s’insinuano,  quanto  più  grande  è la 
pressione,  e più  lungo  il  tempo,  in  cui  si  esercita  (fi- 
no però  che  non  siano  arrivate  a quel  massimo  di  pro- 
fondità, che  non  è possibile  di  oltrepassare  per  qua- 
lunque aumento  di  pressione,  o di  tempo  ).  Nasce  da 
ciò,  i°.  che  questi  corpi  non  possono  progredire  , sen- 
za che  tali  punte  si  rompano,  o si  pieghino,  se  essi 
strisciano;  sì  sollevino , e si  distrighino,  se  essi  ruo- 
tano; 2°.  che  accrescendosi  i contatti  reciproci  si  ac- 
cresce l’effetto  delle  attrazioni  speciali,  e nascono 
perciò  delle  adesioni  scambievoli. 
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Sia  pertanto  che  queste  punte  debbano  distrigar- 
si, sia  che  debbano  rompersi , o piegarsi,  si  produce 
necessariamente  un  ritardo  al  moto,  maggiore  nel  se- 
condo, minore  nel  primo  caso,  ma  sempre  notabile, 
specialmente  se  notabili  son  le  adesioni,  e principal- 
mente il  peso  del  corpo  premente.  Da  tutto  questo  ri- 
sulta ciò,  che  i Meccanici  chiamano  Attrito . Ora  se 
l’attrito  ò sommamente  giovevole  agli  animali , die  gli 
debbono  la  facilith,  con  cui  possono  imprimersi  il 
moto,  non  meno  che  la  sicurezza,  e la  forza  con  cui  si 
appoggiano  sul  suolo  muovendosi;  se  frequentemente 
si  trova  utile  per  molti  importanti  oggetti  alle  Arti,  e 
alla  Meccanica,  che  riconoscono  dal  medesimo  le  li- 
me, le  raspe,  le  seghe,  i modi  di  pulire  e lisciare  i cor- 
pi, ec.  egli  è certo  che  riesce  non  men  frequentemente 
dannoso,  o logorando  le  macchine,  o consumando  le 
forze,  che  vi  sono  applicate  , o distruggendo  il  moto 
che  ne  è prodotto  , o finalmete  inducendo  in  gravi , e 
dispendiosi  errori  quelli  Artisti,  che  o non  sanno , o 
non  possono  valutarne  bastantemente  gli  effetti  inde- 
terminati al  sommo , e non  soggetti  ad  un  calcolo  ge- 
nerale, e rigoroso. 

632.  Non  han  trascurato  i Meccanici  di  rintraccia- 
re i mezzi  più  opportuni  per  togliere , o almeno  dimi- 
nuire quanto  ò possibile  sì  gravi  danni;  e il  ragiona- 
mento ha  loro  fatto  sperare  di  riuscirvi  accoppiando 
nelle  macchine  corpi  di  natura  diversa,  che  non  ab- 
biano tra  loro  speciale  attrazione  ; lisciandoli  più  che 
si  può;  spalmandoli  ripetutamente  con  materie  cras- 
se, o untuose  di  varia  natura,  secondo  la  varia  specie 
dei  solidi,  che  debbono  confricarsi,  e diminuendo- 
ne i contatti  quanto  le  circostanze  permettono  . Ma 
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per  quanto  tali  diligenze  producano  sempre  un  buon 
effetto,  pure  siccome  non  è possibile  di  pulire  perfet- 
tamente un  corpo  , e di  riempirne  perfettamente  i 
vuoti  ; e siccome  probabilmente  concorrono  alla  produ- 
zione di  questo  incomodo  effetto  oltre  le  accennate  ca- 
gioni molte  altre  non  ben  conosciute , quali  sono  la 
natura  speciale  de’ componenti  dei  varj  corpi , la  lor 
figura,  il  grado  della  lor  durezza,  forse  l’ampiezza 
delle  superficie  contigue,  la  lunghezza  del  tempo,  in 
cui  si  esercita  la  pressione  d’ una  superficie  sull’altra  , 
la  direzione  del  moto,  la  velocità,  lo  stato  diverso  del- 
P ammosfera,  ec.,  cosi,  nè  co’ metodi  indicati,  nè  con 
altri  è stato  fin  qui  possibile  , e forse  non  lo  sarà  in 
appresso  di  distruggerlo  totalmente.  Non  abbiam  dun- 
que altro  mezzo  per  impedire  gli  sconcerti  dell’attrito  , 
che  tentare  di  rintracciarne  col  calcolo  la  quantità  in 
ogni  macchina,  e considerarla  come  una  parte  di  re- 
sistenza. Ma  questo  calcolo  stesso  è sommamente  dif- 
ficile, e dipendendo  da  tanti  elementi  incerti,  e va- 
riabili, non  può  mai  portare  ad  un  risultato  generale  % 
e sicuro.  Perciò  tosto  che  sia  fissata  la  ragione,  che 
in  una  macchina  dee  aver  la  forza  colla  resistenza , bi- 
sogna ricercare  con  un  esperimento  immediato,  ed  un 
successivo  calcolo  particolare  quanta  forza  debba  ag- 
giungersi per  vincer  P attrito  a quella  prescritta  dalla 
teorica  per  equilibrare  la  resistenza.  Accennerò  breve- 
mente come  si  sogliono  istituire  questi  sperimenti  , e 
questi  calcoli.' 

633.  I Meccanici  distinguono  tre  specie  d’ attrito, 
o piuttosto  consideran  l’attrito  in  tre  diverse  circo- 
stanze . 

i°.  Quando  un  corpo  comunque  striscia,  2*.  quan- 
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do  un  corpo  rotondeggiante  ruzzola  sopra  un  piano  : 
3°.  quando  una  superficie  convessa  gira  in  una  con- 
cava, o reciprocamente  come  per  es.  una  rota,  o una 
puleggia  sul  loro  asse . 

Ora  diverso  è il  metodo,  con  cui  si  fanno  gli  espe- 
rimenti , secondo  che  diversa  è la  specie  dell’  attrito  , 
che  si  vuol  calcolare . Tutti  per  altro  soglion  dirigersi 
a determinare  il  rapporto  dell’  attrito  alla  pressione  . 
Noi  chiameremo  n questo  rapporto  ; talché  se  la  pres- 
sione si  esprima  per  Q , l’attrito  che  ella  produce  sarà 
espresso  per  nQ . 

634-  Ora  eeco  due  de’ più  esatti  metodi  per  mi- 
surare la  prima  specie  d’ attrito  . 

I.  Sopra  una  lunga  tavola  orizzontale  di  una  data 
specie  di  legno  è collocata  una  zattera  fatta  di  una  pur 
data  specie  di  legno,  che  può  gravarsi  di  vari  pesi  per 
aver  varie  pressioni . Una  flessibilissima  funicella  at- 
taccata ^alla  zattera  passando  sopra  di  una  puleggia 
mobilissima  sostiene  un  piatto,  in  cui  si  pongono  suc- 
cessivamente dei  noti  pesi,  finché  questi  giungano  a 
smuover  la  zattera.  Il  peso  necessario  a smuoverla, ne 
misura  l’attrito  ; e il  rapporto  di  questo  peso  alla  pres- 
sione da  il  valore  del  coefficiente  n pe’corpi  sottoposti 
allo  sperimento  . Possono  poi  sottoporsi  allo  speri- 
mento corpi  di  varie  qualità,  e superficie  di  varia  am- 
piezza , fissando  o sulla  tavola,  o nel  fondo  della  zat- 
tera delle  lamine  di  varia  natura,  e grandezza. 

Ma  con  tal  metodo  si  misura  soltanto  l’attrito,  che 
si  oppone  al  distacco  dei  corpi , o al  principio  del  mo- 
to. Per  misurar  quello,  che  difficulta  il  progresso  del 
moto  di  una  superficie  sull’  altra  si  usa  lo- stesso  appa- 
rato $ solo  si  fa,  che  il  piatto,  ove  pongonsi  ì pesi  scen- 
x.  i.  2 7 
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dendo  per  lungo  tratto  si  tiri  dietro  la  zattera,  e si 
misura  il  tempo , che  essa  spende  a percorrere  succes- 
sivamente dei  noti  spazj , e segnatamente  le  due  metà 
della  tavola, 

II.  Sia  un  corpo  situato  soprano  piano  orizzonta- 
le . Finché  il  piano  resta  in  questa  situazione  il  corpo 
dee  rimaner  immobile . Ma  tosto,  che  inclinandosi  al- 
V orizzonte,  sia  giunto  a formare  l’ angolo  m di  eleva- 
zione anche  sommamente  piccolo,  qualora  non  esi- 
stesse l’ attrito  dovrebbe  il  corpo  immediatamente  di- 
scendere trasportato  dalla  gravità  relativa  (268) . Dun- 
que se  non  si  muove,  V attrito  vince  la  gravità  relati- 
va , l’eguaglia,  se  è in  equilibrio,  o in  procinto  di 
muoversi . Ora  la  gravità  relativa  è = g cos.  m ; e 
g sen.  m la  pressione  (271).  Sarà  dunque  1’  attrito 
ng  seri,  m . Questo  facendo  equilibrio  alla  gravità  re- 
lativa si  avrà  ng  sen.  m — g cos.  m;  n — cot.  m . 

Molte  esperienze  sono  state  fatte  sull’  attrito  con 
questi,  ed  altri  metodi  specialmente  dal  Ximenes  (Teo- 
rìa , e Pratica  delle  resistenze  dei  solidi  ec,)  , e dal 
Coulomb  ( Mem.  presentées  à V A cad.  T.  1 ST).  Si  è 
dedotto  da  queste , 

i°.  Che  in  pari  circostanze  l’ attrito  è proporzio- 
nale alla  pressione , se  si  eccettui  qualche  non  valuta- 
bile anomalia  pel  caso  , che  la  pressione  si  riduca 
molto  grande  . 

2°.  L’  attrito  varia  secondo  la  qualità  delle  superfi- 
cie. Ma  qualunque  sia  1’  ampiezza  della  superficie, 

1’  attrito  tra  i legni  nuovi,  benché  piallati  è circa  ‘/, 
della  pressione , cioè  si  ha  n = l/%  ; si  ha  n = '/■? 
circa  pe’ legni  logori;  n — lf ^ fra  i metalli :n  = '/s  fra 
i legni,  ed  i metalli. 
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3°.  È necessario  , che  il  contatto  duri  un  certo 
tempo  , perchè  1’  attrito  giunga  al  massimo  nei  diver- 
si corpi . Brevissimo  , e impercettibile  pei  metalli  so- 
prapposti ai  metalli,  si  riduce  a un  minuto  , o due  pei 
legni  soprapposti  ai  legni , e si  estende  a qualche  gior- 
no pei  legni  soprapposti  ai  metalli . 

4°.  Le  spalmature  con  materie  untuose  diminui- 
scon  l’attrito  tanto  più  , quanto  l’unto  è più  consi- 
stente . 

5°.  L’  attrito  de’ corpi  in  moto  è minor  di  quello , 
che  ha  luogo  nel  primo  distacco,  o nel  passaggio  dalla 
quiete  al  moto,  ma  questa  differenza  non  è eguale  per 
tutti  i corpi . Nei  legni  per  l’ attrito  nel  moto  si  ha  n 
= ’/g;  nei  legni  co’ metalli  n = Questo  attrito 
tra  legni , e legni,  e tra  metalli , e metalli  è costante  , 
ma  tra  legni  e metalli  varia  al  variare  della  velocità  . 

635.  Per  trovare  il  valore  di  n relativo  all’attrito 
della  seconda  specie  , si  può  usare  il  secondo  tra  i me- 
todi esposti  riducendo  sferico  il  corpo  da  porsi  in  e- 
s perimento,  e si  può,  se  più  ne  piaccia,  operare  nella 
seguente  maniera  : 

Sopra  due  tavolette  parallele  di  eguale  altezza  driz- 
zate a piccola  distanza  tra  loro  si  colloca  normalmente 
alla  loro  lunghezza  un  cilindro  di  quella  materia  , che 
vuoisi  sottoporre  all’  esame  . Su  questo  cilindro  di 
mezzo  alle  due  tavolette  si  accavalla  un  filo , alle  cui 
estremità  si  attaccano  due  pesi,  che  mantenendosi  in 
equilibrio  producano  una  conosciuta  pressione.  Quin- 
di si  aumenta  uuo  di  questi  pesi  tanto  , quanto  è ne- 
cessario per  mettere,  e mantener  il  cilindro  in  un  mo- 
to lento,  e continuo . L’aumento  di  peso  per  ciò  neces- 
sario misura  l’ attrito  del  cilindro  . Si  è notato , che 
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l’attrito  di  questa  specie  è piccolissimo  in  confronto  di 
quello  della  prima  specie;  varia  a circostanze  pari  in 
ragione  inversa  del  diametro  del  cilindro  ; ed  e ben 
poco  diminuito  dall’unto. 

636.  Per  determinar  l’ attrito  della  terza  specie  si 
riduce  all’  equilibrio  con  una  pressione  una  puleggia 
a Centro  fisso  costruita  della  sostanza,  su  cui  $i  vuole 
sperimentare.  Il  peso  necessario  ad  eccitare,  e mante- 
v re  il  moto  misura  1’  attrito  ; e nel  seguente  numero  ve- 
dremo , come  dee  calcolarsi  l’effetto  in  tal  caso  . 

Risulta  dalle  sperienze  così  eseguite,  che  i°.  que- 
sto attrito  è minore  di  quello  della  prima  specie  ; e ciò 
probabilmente,  perchè  le  superficie,  che  si  confricano, 
essendo  sempre  le  medesime,  le  loro  punte  prominenti 
piegate  una  volta  come  non  debbono  più  piegarsi , così 
presentano  minor  ostacolo  al  proseguimento  del  moto. 
2°.  Se  l’ asse  sia  di  ferro , e la  puleggia  di  rame  , si  ha 
n = '/-  ; se  sono  di  legno  la  puleggia, e l’asse,  si  ha 

Tl  — /,»  . 

Si  consulteranno  le  due  citate  opere  per  averuna 
notizia  più  estesa  dei  resultati  di  tali  esperienze.  Quel- 
li, che  abbiamo  riferiti  bastano  pel  nostro  oggetto. 

63y.  Ciò  posto  è ben  facile  determinare  la  quanti- 
tà , di  cui  bisogna  in  ogni  macchina  aumentar  la  forza 
già  ritrovata  nel  capitolo  superiore,  perchè  possa  aver- 
si equilibrio  colla  resistenza  aumentata  dell’attrito. 

Nel  vette  l’ attrito  non  è molto  considerabile  , se 
non  quando  è ridotto  a bilancia, onde  a questo  solo  ca- 
so limiteremo  la  nostra  ricerca  relativamente  a tal 
macchina  . 

Il  vette  AB  ( Fig.  55  ) rappresenti  una  bilancia 
traversata  perpendicolarmente  dall’asse  cilindrico  hfP  , 
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che  gira  su  due  appoggi  fissi, uno  dei  quali  è il  ponto  d. 
Dicasi  a il  braccio  Ad  = Bd;  p il  peso,  o la  potenza  po- 
sta nel  piatto  D,c  il  contrappeso,  o la  resistenza  in  E. 
Facendo  astrazione  dall’  attrito,  abbiamo  p = c ; e la 
pressione  sugli  appoggi  = p -j-  c — ip;  ma  se  l’attrito 
aumenti  la  resistenza  in  modo,  che  bisogni  aggiungere 
alla  potenza  una  quantità  q per  ridurla  fisicamente  in 
equilibrio  , la  pressione  diverrà  ‘ì.p-\-q.  Posta  pertanto 
la  ragione  dell’  attrito  alla  pressione  n : i — n , sarà 
n (2/7  q ) la  forza  d’  attrito  . Questa  agisco  secon- 
do fg  tangente  al  cilindro  h P f , cioè  alla  distanza 
hd  = r dal  centro  d dei  momenti  , mentre  la  forza 
q #che  la  tiene  in  equilibrio  agisce  alla  distanza  a da 
questo  centro.  Dovendo  dunque  per  l’equilibrio  essere 
eguali  i momenti  di  queste  forze  riferiti  allo  stesso 
centro , avremo  n (1  p -|-  q')  r = q . a;  onde  q =3 

2 . Talché  se  p = c — 200  chilogrammi  , r — 

a-nr 

— - — . — r=  '/,co;  n = ’/s  della  pressione,  sarà  q = 
100  ’ a 

*°°A99 , e perciò  p = 200  -f-  Ys  chilogrammi  circa  • 
onde  per  vincere  in  tal  caso  l’attrito  bisogna  aumen- 
tar la  potenza  di  y5  di  chilogrammo. 

638.  Supponendo,  che  col  braccio  Ad,  o Bd  del- 
la bilancia  AB  sia  descritta  una  puleggia  di  centro 
fisso,  ciò  che  abbiamo  detto  dell’attrito  nella  bilancia 
potrà  esattamente  applicarsi  alla  puleggia  fissa.  Onde 
se  ad  una  puleggia  , che  abbia  a per  raggio  proprio  , 
ed  /•  per  raggio  dell’asse  siano  applicate  la  potenza  p , e 
la  resistenza  c,  sarà  necessario  peli’  equilibrio  fisico  , 

che  a c,  o a p si  aggiunga  la  quantità  q = — U’.1'  . . 


4o6 

639.  Con  egual  facilità  può  determinarsi  la  forza 
necessaria  per  l’equilibrio  fìsico  nelle  pulegge  mobili. 
Le  pulegge  C,  F,  V abbiano  eguali  i raggi  a,  e gli  assi 
r.  Sia  R z=z  p ( Fig.  68  ).  Nello  stato  d’equilibrio  ma- 
tematico le  funi  parallele  Tc,  SF  sono  stirate  ognuna 
da  una  forza  '/.  p ( 5?o  );  le  funi  Eb  , OV  da  una  for- 
za eguale  alla  metà  di  quella , che  stira  SF,  cioè  ‘/4  p\ 
e le  funi  Za  , AQ  da  una  forza  eguale  alla  metà  di 
quella,  che  stira  OV,  cioè  '/8  p-,  talché  la  forza  P z=  f 
applicata  all’  ultima  puleggia  per  eguagliare  la  ten- 


sione della  fune  AG  dev’  essere  espressa  per  -E- , se 

tre  siano  le  pulegge  (5j2).  Ma  come  1’  attrilo^a 
aumentarle  tensioni  delle  funi,  così  dee  aumentarsi 
il  valore  di  f Dette  pertanto  X,  _T,  Z le  tensioni  del- 
le funi  Tc.OV,  AQ,  siano  xfy,z  le  quantità  di  ten- 
sione destinate  a vincere  1’  attrito  nelle  tre  pulegge  C, 
F , V , e sia  come  sopra  n : 1 la  ragione  dell’  attrito  al- 
la pressione  . Nella  puleggia  C la  pressione  sull’  asse 
è = p ; ed  np  1’  attrito  ( nella  cui  espressione  non 
facciamo  entrare  la  forza  .r,  perchè  ella  tende  a solle- 
var la  puleggia  ) . Dovendo  pertanto  essere  eguali  i 
momenti  dell’  attrito  tip , e della  forza  x destinata  a 
vincerlo  riferiti  al  centro  della  puleggia , sarà  x . a — 

ìip.r;x^=~^-~r  Perciò  la  tensione  X = */»  p-\-  x 

=z  p • Parimente  siccome  la  pressione  della 

puleggia  F sul  suo  asse  è X,  cosi  ne  sarà  nX  l’attrito, 
e si  avrà  y = — *£  , e Y = «/,  X -f  v = 

— — — ^ ■ Finalmente  nella  stessa  maniera  si 


sa 
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• *r 

troverà  per  la  puleggia  V z=  — — $ onde  Z ~l/%  Y 

a 

. J~(  a -f-  anr)  a 4-  a /ir 

4-  z = — ! r atto  — 1 = q , sara 

aa  aa 

X ~ p q \ Y — pq.  q — pq * ; Z = pq.  q*  = /></*.  E se 
fossero  m le  pulegge , la  tensione  dell5  ultima  fune 
sarebbe pqa  — f forza  necessaria  per  l’equilibrio  fisico 
in  un  sistema  di  pulegge  mobili  eguali  con  funi  paralle- 
le disposte  come  nella  Fig.  68. 

Se  sia  R — 8oo  chilogrammi,  — = '/<;$  n — '/s 

a 

della  pressione,  onde  <7=  8/,s;  m=*3;sarà  X—  /^26,6y, 
Y — il.']  , 55;Z  = lai  ,36  circa,  ed  f = iai,  men- 
tre senza  1’  attrito  sarebbe  stata  = ìoo.  Nello  stesso 
modo  può  facilmente  valutarsi  l’attrito  anche  in  diver- 
si sistemi  di  pulegge  mobili.  Si  avverta,  che  se  in  que- 
sti sistemi  si  trovasse  una  puleggia  di  rimando,  do- 
vrebbe calcolarsene  1’  attrito  col  metodo  del  numero 
superiore  . 

64o.  Prendendo  ad  esporre  il  modo , con  cui  può 
valutarsi  l’attrito  nell’argano  supponghiamo,  i°.  chela 
potenza  ? ( Fig . 70)  applicata  alla  rota,  e la  re- 
sistenza R applicata  in  direzione  verticale  al  cilindro 
non  siano  nella  stesso  piano  normale  al  cilindro . 

2®.  Che  tutto  il  carico  dell’argano  sia  sostenuto  da 
due  porzioni  E , F degli  occhietti , che  consideriamo 
come  due  punti  d’ appoggio . 

Pertanto  la  potenza  P = f , e la  resistenza  R = tt 
s’  intendano  risolute  in  due  potenze  q,  q',  e in  due 
resistenze  p , p' , che  abbiano  direzioni  respettiva- 
mente  parallele,  e distanze  dall’asse  della  rota,  e del 
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cilindro  respettivamente  eguali  a quelle  di  P,  e di  R. 
Supponghiamo  applicate  al  punto  E le  forze  p,  q;e  le 
p1 , q'  al  punto  F.  Le  pressioni  sofferte  da  questi  due 
punti  saranno  le  risultanti  di  p,q  ; e di  p\tf.  Laonde  se 
tirate  le  \erticali  Ez,Fs  si  rappresentino  le  forze  p , q 
per  le  porzioni  Eg,  Eh  delle  loro  direzioni , e p\  qK 
per  le  porzioni  Fi,  Fra,  compiti  i parallelogrammi 
Ehtg,  Fmli,  le  pressioni  degli  appoggi  E , ed  F sa- 
ranno indicate  dalle  diagonali  Et , FI . 

Siano  ora  le  forze  Eh  — q , Fra  — q 1 risolute  in 
due  altre  Ex,  Eu  ==  xh:  Fy,Fr  = ym,le  ime  orizzon- 
tali, le  altre  verticali»  e tirinsi  le  orizzontali  tz  , Is  . A* 
vremo  triang.  Exh  = gzt  ; triang.  Fym  = isl  ; e xh 
= gz;  ym  = is  . Quindi  la  total  pressione  di  E risul- 
terà dalla  pressione  orizzontale  Ex,  e dalla  verticale 
Eg  -f  gz  = Ez;  e quella  sofferta  da  F dalla  orizzonta- 
le Fy,  e dalla  verticale  Fi  -f-  ym  = Fs. 

Ciò  posto  dicansi  s,  c c il  seno,  ed  il  coseno  del- 
l’angolo mFy  = hEx  fatto  coll’orizzonte  dalla  direzio- 
ne della  potenza  P . Sia  Et  — E \ Ex  = e ;.Ez  = e1  j 
FI  = F ;Fy  = /;  F s = jA . Avremo  Ex  =r  -e  = qc , 
Ez  = e'  —p  -j-  qs ; Et  = E =:  Y (i/’c*  -f  [ ,p  -f-  qs]*) 
pressione  sofferta  dal  sostegni)  E. Cosi  pure  troveremo 

Fy  =/  - q[  C ; Fs  -f  = ,/+  «/  FI  = F =s 
Y ( q'  * c*  -j-  [/V  -j-  q'  s]*  ) pressione  sofferta  dal  so- 
stegno F. 

Ma  secondo  ciò,  che  fu  stabilito  al  n°.  533  ponen- 
do EF  — a,  OF  = b , OE  — jS  , CF  = d,  abbiamo 

T *b  | 'Set  { CpO  -i-v  • 

p — — yp  = _L;  <7  — ^ — X-  . Dunque  sosti- 
ti a a a 

tuendo  E - Vlc'Yd*  -f-  [ ttò -f  <psd]  »)^ 

a 
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«a  F=  rS££t+.l^L±jdn..  Queste  so- 

a 

no  le  pressioni  sofferte  dai  sostegni  F , E,  qualora  non 
si  consideri  l’attrito.  Ma  se  si  consideri  ; come  la  poten- 
za (p  dovrà  aumentarsi  d’una  quantità  r destinata  ad 
equilibrarlo , così  le  dette  espressióni  diverranno 

e=  LEc_il  + r ) <*]*+[  *b  + H ? -f  '•  ) . 

a 

F—  CLc(?  + r j(y4-r)  $ ]a  ) t 

a - 

Ora  queste  due  pressioni  producono  due  attriti  , 
«he  hanno  per  valor  respettivo  n X F ; n X F,  e per 
distanza  dal  centro  dei  momenti  il  raggio  k dell’asse 
del  cilindro  , o dei  pernj , mentre  la  potenza  r desti- 
nala a superarli  ha  per  distanza  dal  centro  dei  momen- 
ti il  raggio  K della  rotaj  talché  dovendo  il  momento 
di  r essere  eguale  alla  somma  dei  momenti  dei  due 
attriti  riferiti  allo  stesso  centro,  sarà  KrssknE  -f -knl\ 

onde  r ss  • equazione  da  cui  si  rile- 

va  il  valore  di  n sostituendo  i valori  già  ritrovali  di  E 
di  F.  Questa  formula  per  altro  sarebbe  assai  intrigata 
per  ridursi  alla  pratica  . Ma  siccome  per  ordinario  il 
raggio  dell’  asse  del  cilindro  è piccolissimo  relativa- 
mente al  raggio  del  cilindro , e a quello  della  rota  ; co- 
sì la  forza  necessaria  per  vincer  l’attrito  debb’ esser 
piccolissima  in  paragone  di  P e di  R;  onde  possono 
trascurarsi  nei  valori  trovati  sopra  di  E,  e di  Fi  ter- 
mini , che  contengono  r senza  notabile  errore . Tra- 

• • • • • i J\  / 1 

scurati  questi  termini  si  ha  r =-  X 

^ 

(c'v'd* -f  [ nb-\-ysd ]»)  -f 
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64»*  Ciò,  che  abbiam  detto  nei  un.  583,  5go , ec. 
della  pressione  sul  piano  inclinato,  e nel  n°.  634  del 
modo  di  trovar  per  mezzo  di  questa  macchina  il  valor 
di  n ci  dispensa  dal  parlarne  presentemente . 

64 a-  Cosi  pure  non  parleremo  dell’ attrito  nell’al- 
tre  macchine,  che  sono  modificazioni  o applicazioni  di 
quelle  considerate.  I metodi  usati  per  queste  possono 
facilmente  adattarsi  a tutte  le  altre  . 

643.  Ma  non  men,  che  l’attrito  contribuisce  a pro- 
durre una  discrepanza  tra  la  teorica  astratta  , e la  pra- 
tica nella  dottrina  delle  macchine  la  rigidità  delle  fu- 
ni; e non  men  difficilmente , che  l’attrito  è essa  ridu- 
cibile ad  un  calcolo  rigoroso  , e generale . Diversi  ten- 
tativi si  sou  fatti  dagli  Sperimentatori  per  soggettarla 
ad  una  regola;  ma  per  la  moltiplicità,  e la  varietà  de- 
gli elementi  da  cui  essa  dipende,  quali  sono  princi- 
palmente la  diversa  qualità,  e tortura  della  canapa  , 
il  diverso  stato  dell’ammosfera  , ec.  non  si  è potuto  ot- 
tenere quel  successo , che  si  desiderava . Perciò  vo- 
lendo conoscere  senza  rischio  d’errare  la  quantità  pre- 
cisa della  forza  necessaria  per  vincere  gli  effetti  della 
rigidità  delle  funi,  convieu  ricorrere  in  ogni  caso  par- 
ticolare ad  un  particolare  esperimento  . 

Può  vedersi  nella  Meccanica  del  Bossut  un  meto- 
do per  istituire  questi  sperimenti,  e per  calcolarne  i ri- 
sultali. Per  noi  basterà  di  avvertire,  che  con  replicate 
esperienze  si  è determinato,  che  una  corda  ha  tanto 
maggior  rigidità,  i°.  quanto  ne  è maggiore  la  tensione; 
20.  quanto  è più.  grossa , 3°.  e quanto  è più  piccolo  il 
diametro  del  cilindro , attorno  del  quale  debbe  avvol- 
tarsi. D’onde  bau  dedotto  i Meccanici,  che  la  rigidità 
d' una  corda  e in  ragion  composta  della  diretta  del 
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suo  diametro , e del  peso  , che  la  tende , e dell ’ inver- 
sa del  raggio  del  cilindro , cui' si  avvolge.  E quindi 
rilevasi  il  rapporto  della  forza  , che  vuoisi  impiegare 
per  vincerla . 

644.  Da  quello,  che  abbiam  detto  fin  qui  dell’at- 
trito, e della  rigidezza  delle  funi  chiaramente  appa- 
risce la  ragione  della  regola  stabilita  dai  Meccanici , 
che  la  forza  bastante  all’equilibrio  in  una  macchina 
non  produce  per  ordinario  il  moto , se  non  si  aumenta 
del  terzo  di  se  stessa  ; cosicché  se  per  V equilibrio  ab- 
bisogna una  forza  F,  bisognerà  per  il  moto  una  forza 

= Vs  F. 

645.  Accresciuta  pertanto  quanto  conviene  In  potenza  comin- 
ci la  macchina  a muoversi.  E chiaio,  che  siccome  e la  resisten- 
za, e tutte  le  forze  passive  si  oppongono  continuamente  ai-moto 
prodotto  dalla  potenza:  cosi  bisogna  che  l’azione  della  potenza 
sia  continua,  perchè  sia  continuo  il  moto  della  macchina.  Dee 
dunque  la  potenza  applicata  alla  macchina  riguardarsi  in  genera- 
le come  una  forza  accelerai  rice . Ora  se  questa  forza  sia  costan- 
te, e costante  sia  pure  la  resistenza;  e l’una,  e l’altra  si  mo- 
veranno con  moto  uniformemente  accelerato.  Ma  se  la  potenza 
sia  variabile,  e vada  come  spesso  suol  accadere , successivamente 
infievolendosi;  o se  restando  costante  la  potenza,  varj  la  resi- 
stenza, l’accelerazione  uniforme  non  ha  più  luogo,  e ordinaria- 
mente il  moto  della  macchina  si  riduce  ben  presto  all’  unifor- 
mità. Abbiamo  altrove  accennate  le  più  ovvie  cagioni,  che  ridu- 
cono uniforme  il  moto  delle  macchine,  onde  non  ci  tratterremo 
qui  a ripeterle.1  . . ' . ..  < 

646-  Poste  poi  queste  cagioni  facilmente  si  scuoprono  col 
calcolo  gli  cflétti , che  debbono  derivarne. 

Un  peso  P applicalo  come  polenza  ad  una  macchina  ecci- 
tando nella  medesima  una  rotazione  intorno  a un  punto  o aduna 
linea  fissa  sollevi  nel«depririiersi  una  resistenza  lì.  Siano  a , b le 
distanze  delle  direzioni  della  potenza , e della  resistenza  dal  cen- 
tro , o asse  di  rotazione  , e conseguentemente  a.  P } b ■ /?  i re- 
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spellivi  loro  momenti  riferiti  al  detto  centro , o asse.  Dicansi  <p , 
<p'  le  forze  acceleratriei  della  potenza  e della  resistenza . Solle- 
vandosi R,  mentre  si  abbassa  P , i loro  moti  scambievolmente  si 
modificano , e il  momento  della  forza  acceleratrice , che  fa  rotar 
la  macchina  è a P — b R.  Ora  detta  co  la  celerità  angolare  del 
sistema  composto  dalla  potenza,  dalla  resistenza,  e dalla  macchi- 
na , abbiamo  (412)  eguale  al  momento  della  forza  accele- 


ratrice diviso  pel  momento  d’inerzia  del  sistema.  I momenti 
d inerzia  di  P , e di  R sono  (4'3  ) ci*.  P ; bl.  i?;  onde  detto 
S il  momento  d’ inerzia  della  macchina  sarà  S -f-  a1  P -f-  b1  R 

il  momento  d’ inerzia  di  tutto  il  sistema  ; e perciò  ~ 


aP  — bR 
5 + a1  P~-\-’b'~R 


,che  faremo  = M.  Dunque  co  = J'Miltj 


e'dette  c , c'  le  celerità  della  potenza , e della  resistenza  avremo 
c zz:  « co  — a f Mdt  ; c'  — b co  =2  b f M di  ; e quindi  (92) 
de  a.  P — b.  R.  . de' 

f = ì=t  7,  = 


bM  = b 


aP  — bR 


. E poiché  P,  ed  R son  costai! li 


S a*  P -f  ò1  R 
saranno  costanti  ancora  tp , e <p’ . 

Che  se  in  vece  del  peso  costante  P sia  applicata  alla  macchi* 
na  una  forza  variabile  Zanella  stessa  maniera  si  troverà  / . 

, aF  — bR  , .... 

a'  = — — , ma  questo  valore  varierà  al  vana- 

r S + a1  F + b>  R ’ ^ 


re  di  F. 

Quindi 

647-  t°.  Nel  primo  caso  i moti  della  potenza  , e della  resi- 
stenza saranno  uniformemente  accelerati  , non  lo  saranno  nel  se- 
condo . 

2°.  Conosciuta  la  forza  variabile  <p'  le  note  equazioni  fi  dt 
r=  de  i ?>'  ds  r=  ede  (92)  mostreranno  gli  aumenti  della  veloci- 
tà , e tutti  gli  accidenti  del  moto  . 

3°.  Se  continuando  il  moto  , F va  scemando , o R va  cre- 
scendo, f scemerà , e il  moto  si  anderà  accostando  all’  uniformità. 

4°.  Ridotto  che  sia  a.F=:b.  R,  come  si  riduce  <p'  = 0} 
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così  cessata  ogni  forza  acceleratrice , il  moto  diverrà  uniforme. 

5°.  In  questo  caso  il  momento  della  forza  essendo  eguale 
al  momento  della  resistenza» è chiaro»  che  si  distruggono  scam- 
bievolmente i loro  effetti , e la  macchina  non  si  muove , che  per 
il  moto  preconcepito . 

fr.  La  forza,  che  si  richiede  per  mantenere  uniforme  il  moto 
di  una  macchina  è quella  stessa  , che  si  richiede  per  l’equilibrio. 

6'48.  Movendosi  uniformemente  una  macchina,  e sollevando 
un  peso  se  ne  misura  l’effetto  in  un  tempo  = 1 col  prodotto 
del  peso  nella  celerilà,  con  cui  è sollevato,  come  si  misura  l’ef- 
fetto della  forza  pel  prodotto  di  essa  (*>04)  nella  velocità.  Dunque 

64q.  i°.  Se  la  macchina  sia  per  es.  un  argano  , le  velocità 
della  potenza  , e della  resistenza  c , c'  essendo  fra  loro  come 
gli  spazj  descritti  in  egual  tempo , e perciò  proporziona  li  alle 
respettive  distanze  A , a (*>77)  dall’  asse  di  rotazione , sarà 
c : c'  Il  A : a ; e perciò  l’equazione,  aF  — bR  (647-  4°- 
convertirà  in  Fc  ~ Re 1 . Ma  Re'  è I’  effetto  della  macchina  , 
Fc  quello  della  potenza  . Dunque  1’  effetto  della  macchina  è 
eguale  all’ effetto  della  potenza. 

65o.  2°.  Aumentando  la  distanza,  o il  raggio  A,  e sce- 
mando il  raggio  a , minor  forza  sarà  necessaria  per  muover  la 
resistenza . Ma  se  un  tal  mezzo  fa  , che  minor  forza  basti  a muo- 
vere un  dato  peso  , fa  altresì , che  muovasi  con  altrettanto  mi- 
nor velocità,  onde  se  per  un  lato  accresce,  diminuisce  per  l’al- 
tro l’effetto  della  macchina.  Per  avere  il  massimo  effetto,  cioè 
la  massima  celerità  nel  peso  o resistenza  , che  si  muove  , con- 
viene, che  i raggi  della  rota  e del  cilindro  abbiano  tra  loro 
un  determinato  rapporto , che  facilmente  si  fissa  nella  seguen- 
te maniera  . 

Sia  C la  celerità  , con  cui  si  moverebbe  la  potenza  , se 
non  fosse  in  contrasto  con  altra  forza;  m ne  siala  massa  , tal- 
ché ella  sia  rappresentata  dal  prodotto  mC . Sia  ml  la  massa 
della  resistenza.  La  potenza  perde  pel  contrasto  colla  resisten- 
za tanta  celerità  x , o tanta  forza  mx , quanta  corrisponda  alla 
forza  m'z  della  resistenza, cui  vien  comunicata  la  celerità  2(70)  ; 
onde  la  potenza  non  si  moverà  , che  colla  celerità  C — x.  Ora 
nel  tempo,  che  il  raggio  A , cui  è applicata  la  potenza  fa  un 


giro  n colla  celerità  C — x il  raggio  «,  cui  è applicata  la  re- 
sistenza ne  fa  uno  7T  colla  celerità  s . Dunque  (77)  sarà 

^ x'  z IT  II:  7r  I*  n;  onde  z — ~ "f  ) , 

Ma  la  forza  mx  fa  per  ipotesi  equilibrio  alla  forza  to' 3 = 

m' * (~/)  ' Dunt*ue  A-  mx  = *—  -AX>>am'  (173);  x 

n*  m*  (7  AaCm 

~ A'  m + Che  dehbe  CSsere  un 

massimo  . Differenziando  pertanto  presa  per  variabile  a , avremo 
d±__(  A*  m f a’m'  ) ACm  — iant*  iaCm  . 

_ C = 0 ? ^,ndl 

A m — a*m\  che  si  trova  essere  il  massimo  cercato , da  cui 

si  ottiene  « — A onde  per  aver  nell’argano  il  massi - 

nt»  effetto  dee  aversi  l’analogìa  A:  all  J/m':  f/m . 

Potrebbero  queste  considerazioni  estendersi  anche  alle  al- 
tre macchine , ma  il  fin  qui  detto  basta  per  noi . 
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SEZIONE  SECONDA 

IDRODINAMICA 


9' 


CAPITOLO  I. 

Idrostatica. 

x 65 1.  Due  oggetti  comprende  l’Idrodinamica,  la 
Scienza  dell’equilibrio  dei  fluidi  detta  altrimenti  Idro- 
statica , e la  scienza  del  loro  moto  detta  altrimenti 
Idraulica  . Noi  accenneremo  sommariamente  i princi- 
pi più  interessanti  di  ambedue  queste  scienze . 

652.  Diconsi  il  ui di , o liquidi  quei  corpi , le  cui 
particelle  slegate,  e indipendenti  affatto  le  une  dalle 
altre  banuo  una  perfetta  mobilità  , e cedono  per  con- 
seguenza al  più  piccolo  impulso.  Vero  è,  che  non  si 
conosce  in  natura  alcun  fluido,  cui  esattamente  con- 
tenga una  tal  definizione , poiché  le  particelle  di  tutti 
i fluidi,  o liquidi  sono  soggette  a certe  speciali  attra- 
zioni, che  più,  o meno  si  oppongono  alla  loro  perfet- 
ta mobilità  . Ma  i Fisici  per  se'mplicizzare  le  loro  con- 
siderazioni gli  suppongono  tutti  perfettamente  mobili 
in  teorica  , e si  riserbano  a correggere  in  pratica  cori 
particolari  esperienze  gli  errori , che  introduce  nei  lo- 
ro calcoli  quest’  ipotesi  generale. 
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653.  I fluidi  si  distinguono  in  omogenei  e incom- 
pressibili, che  da  molti  chiamansi  liquidile  in  eteroge- 
nei ed  elastici,  chediconsi  propriamente/2Wc?t.  I fluidi 
omogenei  hanno  non  solo  le  loro  parti  tutte  d’  egual 
natura , ma  anche  guai  densità  in  tutti  i loro  strati  . 
Tali  sono  l’acqua,  il  mercurio,  ec.  Gli  elastici,  o ete- 
rogenei detti  anche  misti,  o per  la  diversa  pressione, 
o per  la  diversa  qualità  dei  loro  componenti  hanno  nei 
loro  strati  ove  una  minore  , ove  una  maggior  den- 
sità. 

I fluidi  imperfetti  come  l’arena,  la  cenere  , ec. 
che  per  aver  le  loro  parti  .soverchiamente  grossolane 
non  hanno  la  proprietà,  che  noi  supponghiamo  (65a) 
non  posson  esser  l’ oggetto  delle  attuali  nostre  ricer- 
che . 

654*  Tutta  la  dottrina  idrostatica  suol  dedursi,  e 
noi  la  dedurremo  dalla  proprietà,  che  l’ esperienza  di- 
mostra aver  tutti  i 'fluidi  di  trasmettere  egualmente  in 
ogni  senso  le  pressioni  esercitate  sopra  di  loro;  nel 
che  consiste  il  principio  di  fatto  conosciuto  in  Mecca- 
nica sotto  il  nome  di  principio  d’  eguaglianza  di 
pressione  dei  fluidi  in  ogni  senso . 

Per  sviluppare  questo  principio  supponghiamo  , 
che  un  vaso  prismatico  retto  sia  pieno  di  un  fluido  in- 
compressibile, che  per  maggior  semplicità  si  considtera 
per  ora  come  non  grave . Se  sulla  superficie  superiore 
di  questo  fluido  si  eserciti  per  mezzo  d’uno  stantufo, 
che  abbia  l’area  A eguale  alla  base  orizzontale  del  vaso 
una  pressione  verticale  P,  la  base  orizzontale  del  vaso 
parallela  allo  stantufo  soffrirà  una  pressione  Pjogni 
punto  , o porzioncella  a della  base  soffrirà  una  pres- 
sione proporzionale  alla  sua  ampiezza , ed  equivalente 
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a una  forza  verticale,  che  abbia  alla  pressione  sull’ in- 
tera  base  il  rapporto,  che  la  sua  ampiezza  ha  all’am- 
piezza della  base  , cioè  che  sia  espressa  per  — ? . Pel 

principio  d ’ eguaglianza  di  pressione  questa  stes- 
sa pressione  è sofferta  non  solo  da  tutte  le  porzioncelle 
o punti  a della  base, ma  anche  da  tutte  le  porzioncel- 
le delle  pareti , dello  stantufo  , e della  massa  fluida  , 
che  abbiano  l’ ampiezza  a . i,  : , 

Così  pure  se  in  una  parete  verticale  di  un  vaso 
prismatico  pieno  esattamente  di  fluido  incompressibi- 
le non  grave  si  scavi  un  foro  dell’ampiezza  A , e vi  si 
faccia  normalmente  con  uno  stantufo  della  base  A una 
pressione  P ; per  l’accennato  principio  dell’eguaglian- 
za di  pressione  soffriranno  una  pressione  non  solo 

A 

tutti  punti  a della  porzione  A corrispondente  allo 
stantufo  nell’  opposta  parete  verticale , ma  ancora  tutti 
gli  altri  punti , o porzioncelle  a dalle  altre  pareti  ver- 
ticali, e orizzontali,  e della  massa  fluida.  ,, 

Tutto  ciò  si  verifica  anche  quando  il  vaso  sia  un 
poliedro  di  lati  finiti,  o infinitesimi,  prendendo  in  que- 
st’ultimo caso  infinitesime  le  porzioncelle  premute  . 
Se  si  supponga  = w una  porzioncella  elementare,  sa- 
Pf  1 

rà  —j  la  pressione  da  essa  sofferta  : e detta  p la  pres- 

sione  esercitata  sull’ unità  di  superfìcie,  avremo  p : i ;; 

P : A ; p — e conseguentemente  la  pressione  sof- 

ferta  da  una  porzioncella  infinitesima , o da  un  ele- 
mento di  superficie  &>  sarà  espressa  per  p w . 

655.  Se  il  fluido  così  premuto  è grave , trasmette 
x.  i • *8 


Digitized  by  Google 


4i8 

esso  pure  la  pressione  egualmente  in  ogni  senso  j ma 
* in  tal  caso  a questa  pressione  se  ne  unisce  un’altra  do- 
vuta al  suo  peso  varia  ne’varj  punti  sì  della  massa  flui- 
da , come  delle  pareti . 

Anzi  un  fluido,  le  cui  particelle  siano  sollecitate  o 
dalla  gravità , o da  qualunque  forza  acceleratrice  data, 
esercita  in  conseguenza  di  questa  forza  una  pressione 
contro  tutti  i punti  delle  pareti  necessarie  al  suo  equi- 
librio indipendentemente  da  qualunque  estrinseca  a- 
zione  . Diconsi  necessarie  all'  equilibrio  del  fluido 
quelle  pareti , nelle  quali  facendo  un  foro,  il  fluido  ne 
escirebbe  naturalmente.  «■ 

Facilmente  si  calcola  questa  pressione.  Siccome  essa  ge- 
neralmente varia , come  vedremo,  da  un  punto  all’altro  <^lle  pa- 
reti , cosi  non  può  considerarsi  per  costante  , se  non  che  in 
una  piccolissima  estensione  0)  di  superficie.  Dicendo  p la  pres- 
sione sofferta  dall’unità  di  superficie,  avremo  espressa  per  p Oi 
la  pressione  sull’elemento  infinitesimo  di  superficie.  La  quan- 
'tità  p è la  pressione  in  ogni  punto  del  vaso  riferita  all’unità 
dì  superficie  , c determinata  che  ella  sia  in  funzione  delle  coor- 
dinate del  punto  considerato,  si  ha  la  pressione  p w sopra  un 
elemento  qualunque  , e quindi  può  agevolmente'!  conoscersi  la 
pressione  sull’intera  superficie  per  mezzo  del  calcolo  integrale. 

656.  Se  il  fluido  sia  contenuto  in  un  vaso  chiuso 
per  tutte  le  parti,  e tutte  le  pareti  siano  necessarie  all’ 
equilibrio,  tutte  le  pareti  soffriranno  una  pressione  , e 
premeranno  il  fluido,  come  se  al  medesimo  fosse  ap- 
plicata esternamente  una  forza  comprimente  : perciò 
la  pressione,  che  in  tal  caso  soffrirà  una  data  parte 
delle  pareti  risulterà  dalla  somma  della  pressione  va- 
riabile dovuta  alla  forza  acceleratrice  , e dalla  pressio- 
ne costante  prodotta  dalla  reazione  delle  pareti. 

657.  Il  principio  dell’  uguaglianza  di  pressione 
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conviene  tanto  ai  fluidi  incompressibili , quanto  agli 
elastici.  Solo  è da  notarsi  rispetto  a questi  ultimi,  che 
la  pressione  costante  è in  essi  dovuta  alla  elasticità  , 
che  in  ciascun  fluido  elastico  è proporzionale  alla  den- 
sità, e non  vi  ha  bisogno  perchè  ella  si  eserciti,  che 
alcuna  forza  estrinseca  prema  il  fluido. 

658.  Stabiliti  questi  principj  di  fatto , l>en  facilmente  pos- 
sono trovarsi  le  equazioni  d’  equilibrio  per  una  massa  fluida 
A BOD  omogenea  , o eterogenea , incompressibile  , o compres- 
sibile , le  cui  particelle  siano  affètte  dalla  forza  di  gravila  , o 
da  qualunque  altra  forza  acccleratricc.  Immaginati  nello  spazio 
tre  assi  ortogonali  ( Fig.  87  ) OX  , OY  , O Z siano  x , y , z , 
le  coordinate  parallele  a questi  assi  per  un  punto  qualunque. 
Sia  il  piano  delle  x y orizzontale  , e situato  al  disopra  della 
massa  fluida , c sia  l’asse  OZ  verticale , c situato  al  disotto  del 
detto  piano.  Suppoughiamo  la  massa*  fluida  divisa  in  una  in- 
finità di  parallelepipedi  rettangolari  infinitesimi  limitati  da  pia- 
ni paralleli  a quelli  delle  coordinate  infinitamente  vicini  gli  uni 
agli  altri.  I Iati  di  questi  parallelejnpedi  saranno  paralleli  , ed 
eguali  alle  differenziali  delle  coordinate . he  due  basi  orizzon- 
tali di  quello,  ebe  corrisponde  alle  coordinate  x,y,  z saranno 
dxdy  ; dz  ne  sarà  l’altezza  , e dxdydz  l’ intero  volume.  Ognu- 
no di  questi  prismettini  potrà  assumersi  per  1’  elemento  del  vo- 
lume , e in  ciascuno  di  essi  la  densità  D del  fluido  potrà  ri- 
guardarsi come  costante;  onde  se  la  massa  ne  sia  indicata  per 
dm , sarà  dm  =r  Ddxdydn . La  quantità  D sarà  una  costante 
ne’  fluidi  omogenei  incompressibili,  e una  funzione  di  x,y,z 
negli  elastici  non  compressi  egualmente  per  tutto  . 

Siano  X ,Y,Z  le  somme  delle  componenti  delle  forze  accele- 
triei  secondo  gli  assi  OX  , OY  , O Z . Nell’  estensione  dell’  e- 
1 omento  dm  qualunque  forza  acceleratrice  polendosi  prender  per 
costante,  i prodotti  Xdm  , Ydm , Zdm  saranno  le  forze  motrici 
di  questo  elemento  parallele  agli  assi  OX  , OY , QZ . 

Le  sei  facce  del  prisma  dxdydz  sono  .premute  di  fuori  in 
dentro  dal  fluido  ambiente  , e le  loro  pressioni  debbono  fare  e- 
quilibrio  alle  tre  forze  Xdm  , Ydm  , Zdm  . Essendo  p la  pres- 
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sione  verticale  sofferta  dall’unità  di  superficie  secondo  la  direzio- 
ne OZ  , la  pressione  dell’  elemento , che  si  considera  nella  su- 
perficie orizzontale  superiore  sarà  pdxdy  . La  quantità  p varierà 
secondo,  che  varia  la  posizione  di  questo  elemento  , e conseguen- 
temente sarà  una  funzione  di  x , y , s . Se  pertanto  restando  co- 
stanti x , y , la  coordinata  z divenga  s dz,p  diventerà  p -^~ 


. dz  , e la  pressione  sulla  superficie  inferiore  sarà 

( p . di  ) dzdy . Dunque  il  prisma  dxdydi  soffrirà  nel- 

la superficie  superiore  la  pressione  pdxdy  , che  fende  ad  ab- 
bassarlo ,e  nell*  inferiore  la  pressione  ( p + ~ . di  ) dxdy  , 


che  tende  a sollevarlo.  Sarà  dunque  affetto  da  una  pressione  eguale 
all’  eccesso  della  seconda  sulla  prima  ; e perchè  esso  possa  star  in 
equilibrio,  questo  eccesso  dovrà  esser  “ Zdm . Avremo  dunque 

. dzdxdy=  Zdm  . Nella  stessa  maniera  troveremo,  che  per 
l’equilìbrio  del  prismettino  considerato  debbono  aversi  anche  le 
equazioni  . dxdydi  ~ Y dm  : ^ — dydxdi  ~ Xdm , chia- 
mando q , ed  r le  pressioni  riferite  all’unità  di  superficie,  che  si 
esercitano  secondo  x , e y . 

Sostituendo  i valori  di  dm  in  queste  equazioni  , e togliendo 
il  fattor  comune  dxdy  di , avremo 

0)  DZ-,~q-  = DY,~z=DX. 

dz  dy  dx 

Ora  l’eguaglianza  della  pressione  dovendo  aver  luogo'  non 
tanto  nella  intera  massa  fluida , quanto  ancora  in  ognuna  del- 
le sue  porzionrelle  , o elementi , la  pressione  sopra  ogni  superfi- 
cie del  prismettino  elementare  considerato  dee  trasmettersi  anche 
all’ahre;  talché  se  sia  pdxdy  la  pressione  sulle  facce  orizzontali, 
su' le  verticali  si  dovrà  avere  nna  pressione  risultante  da  pdxdy 
e da  pdydi.  Dunque  per  aver  l’intera  pressione  qdxdz  della  fac- 
cia verticale  parallela  , e più  vicina  al  piano  delle  x z bisognerà 
sommare  il  termine  pdxds  colla  pressione  dovuta  alle  forze  mo- 
trici Xdm  , Ydm  , Zdm . Ma  questa  ultima  pressione,  qualunque 
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ella  sia  , dee  esser  proporzionale  a dm  , e perciò  infinitesima  di 
tere’ordine  . Esprimendo  questa  quantità  infinitesima  di  terz’ordi- 
ne  per  sdx 3 , avremo  qdxdz  pdxdz  -|-  sdz1 . Ma  dividendo 
questa  equazione  per  dxdz  si  trova,  che  q differisce  da  p solo 
per  una  quantità  infinitesima  di  prim’  ordine . Dunque  si  può 
considerar  p —q . Cosi  si  troverà , die  r =:  p ; onde  si  posson 
prendere  come  eguali  le  quantità  p,  q , r nelle  tre  equazioni  (1) 
che  perciò  diventano 


65g.  Queste  sono  le  equazioni  generali  dell’  equilibrio  dei 
fluidi  . Ora  se  dopo  aver  moltiplicata  la  prima  per  dz  , la  seconda 
per  dy,  la  terza  per  dx  si  sommino,  avremo 

(3)  dp  — D ( Xdx  + Ydy  + Zdz  ) . 

Dunque 

660.  i6.  Perchè  si  abbia  equilibrio  in  una  massa  fluida  , fa 
d’uopo,  che  possa  trovarsi  per  p una  funzione  di  x , y , z ca- 
pace di  sodisfare  all’ equazioni  ( [l ) , osivvero,  che  come  dp  è un 
differenziale  esatto  nell’equazione  (3);  così  sia  differenziale  esatta 
la  quantità  D ( Xdx  4 Ydy  4 Zdz  ) . Reciprocamente  se 

D ( Xdx  4~  Ydy  4"  Zdz  ) è una  differenziale  esatta  potrà  aversi 
l’equilibrio  . E noto,  e noi  l’abbiamo  accennato  anche  altrove, 
che  questa  formula  è differenziale  esatta,  quando 

( d-DX\ fd.DY^  ( d.DX\_fd.DZ\  (d.DYs_fd.DZ\ , 

v dy  ) ( dx  )’v  dz  ) ^ dx  ' ' dz  1 v dy  ' 

661.  3°.  Se  il  fluido  è omogeneo  incompressibile,  la  quan- 
tità D è costante,  e perchè  sia  possibile  l’equilibrio  , (tasterà, 
che  sia  differenziale  esatta  la  formula  Xdx  4 Ydy  4"  Zdz  ■ 

66a.  3°.  Il  valore  di  p esprime  la  pressione  riferita  all’unità 
di  superficie , che  il  fluido  esercita  in  un  punto  qualunque,  le 
cui  coordinate  siano  x , y,  z o nell’  interno,  o nella  superficie 
della  massa  . Quando  dunque  la  massa  fluida  è contenuta  in  un 
vaso  , si  avrà  la  pressione  sofferta  dal  vaso  in  ogni  suo  punto 
ponendo  nel  valore  di  p le  coordinate  convenienti  a quel  punto 
in  luogo  delle  x,y,  z.  Questa  pressione  è distrutta  dalle  pareti 
resistenti  del  vaso;  ma  ne’ luoghi,  dove  non  son  necessarie  le 
pareti , e il  fluido  è interamente  libero , nulla  potendo  distrugge- 
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re  questa  pressione,  bisogna  ch’ella  non  esista,  perchè  il  fluido 
possa  essere  in  equilibrio  . 

Ciò  per  altro  s’intende  solo  de’fluidi  incompressibili,  giacché 
quanto  agli  elastici  la  pressione  per  ciascuno  di  essi  è proporzio- 
nale alla  densità,  e perciò  un  fluido  elastico  non  può  essere  in 
equilibrio  se  non  sia  tutto  racchiuso  in  un  vaso  , o se  la  sua  den- 
tila non  si  riduca  insensibile . 

663.  4°.  Quando  p è nulla  , ovvero  quando  è costante  , si 
avrà  dp  so,  e quindi  Xdx  -f-  Ydy  *4“  Zdz  so,  Questa  ù 
l’ equazione  della  superficie  del  fluido , quando  la  pressione  « 
nulla  , o quando  è costante  . 

664-  5°.  E noto  , che  tirando  su  questa  superficie  una  nor- 
male essa  farà  cogli  assi  delle  X , Y,  Z degli  angoli , i coseni 

, . . X Y Z 

dei  quali  saranno  respcttivamente  espressi  per  — , ; — , 

facendo  R rs  J/  (X2  Y2  Z2') . ("Vedi  Biot  Essai  de  Geo. 
miai,  appliquóc  aux  courbes  de  second  ordre  n.  65  ):  ma  que- 
sti sono  anche  i coseni  degli  angoli , che  co’  detti  assi  fa  la  ri- 
sultante delle  forze  X , Y , Z.  Dunque  questa  risultante  coincide 
colla  normale  alla  superficie , e conseguentemente  la  risultante 
delle  forze  acccleratrici , che  agiscono  su  ciascuna  particella  con- 
tenuta in  questa  superficie  è normale  alla  superficie  medesima  , 
cproe  debbe  essere , perchè  ne  sia  distrutto  interamente  l’effetto. 
Questa  superficie  è detta  superficie  di  livello  . 

665.  6°.  La  formula  Xdx  -j-  Ydy  -4~  Zdz  è esattamente 
integrabile , quando  le  forze  acccleratrici  sono  dirette  verso  dei 
centri  fissi  , c le  loro  intensità  sono  funzioni  delie  distanze  da 
questi  centri  (344)  • Dunque  una  massa  fluida  soggetta  a forze 
acceleratrici  di  tal  genere  può  stare  in  equilibrio  , ma  perchè  ef- 
fettivamente vi  stia  è d’uopo  , che  la  risultante  di  queste  forze 
sia  normale  alla  superficie  del  fluido  in  tutti  quei  punti,  in  cui 
non  si  oppongono  al  fluido  le  preti  del  recipiente, 

666.  Quindi  si  determina  per  ogni  caso  particolare  la  spe- 
cial configurazione,  che  prende  la  superficie  d’una  massa  fluida 
in  equilibrio  . Se  per  es.  il  fluido  non  sia  soggetto,  che  ad  una 
sola  fm-za  d’ attrazione  diretta  verso  un  determinato  centro , la 
figura  , che  prende  naturalmente  una  massa  di  questo  fluido  sarà 
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quella  d’  una  sfera , che  abbia  per  centro  il  punto , cui  è diretta 
l’attrazione. 

Se  questo  centro  sia  moltissimo  lontano  , le  direzioni  della 
forza  per  le  particelle  , che  non  sono  tra  loro  a notabil  distanza 
divengon  parallele,  e un  non  molto  ampio  tratto  di  questa  su- 
perficie diviene  un  piano  normale  alle  direzioni  dell’  attrazione . 

Tal  h il  caso  de’  fluidi  affetti  dalla  gravità. 

667.  Importantissima  è la  dottrina  relativa  all’  e- 
quilibrio  dei  fluidi  gravi,  e noi  ci  tratterremo  ad  e- 
sporla  con  qualche  diffusione  riferendo  specialmente 
all’acqua  il  nostro  discorso. 

La  superficie  libera  , o il  livello  d’  un  fluido  grave 
in  equilibrio,  cioè  la  superficie  cui  non  son  necessarie 
(655)  le  pareti,  è sempre  in  tutti  i punti  normale  alla 
direzione  della  gravità . Poiché  se  ciò  non  fosse,  de- 
componendosi la  gravità  delle  respettive  particelle  in 
due  F una  verticale , F altra  orizzontale,  la  prima  sola 
resterebbe  distrutta,  e l’altra  produrrebbe  un  moto 
contro  F ipotesi . Ora  se  sia  sicuramente  trascurabile  il 
rapporto  dell’  ampiezza  del  recipiente  al  raggio  terres- 
tre, le  direzioni  della  gravità  di  tutte  le  particelle  sa- 
ranno sensibilmente  parallele  ; ma  se  sia  notabile  saran 
convergenti  . Quindi  la  superficie  del  liquido  è piana 
in  un  piccolo  , sferica,  o sferoidiea  in  un  ampio  reci- 
piente. Il  Picard  calcolò,  che  sulla  superficie  terre- 
stre per  uno  spazio  di  100  tese  la  curvatura  del  livel- 
lo d’  un  fluido  non  differisce  da  un  piano  , che  per  li- 
nee 1 */, , cioè  se  ( Fig.  88.  ) BC  indichi  il  livello , 
RD  la  tangente,  sarà  DC  = 1 ’/,,  posto  BD  = 100 
tese  . Se  BD  = 200  tese;  CD  = 5 ’/j  linee  . Se  BD 
— 3 00  tese,  DC  = 1 poli . Quindi  è,  che  nei  reci- 
pienti non  molto  estesi  il  livello  d’un  fluido  può  con- 
siderarsi come  un  piano  geometrico , 
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6t>8.  Preso  i!  piano  , o la  superfìcie  di  livello  della  massa 
fluida  per  il  piano  delle  coordinate  xy , l’asse  delle  z ne  sarà  ver- 
ticale , e diretto  nel  senso  della  gravità  g . Quando  la  forza  ac- 
ccleratrice  è la  sola  gravità,  le  componenti  X , Y sono  zxzo,  e Z 
~ g . Quindi  dp  — Dgdz  , e integrando  p — Dgz  senza  co- 
stante , perchè  quando  Z = o;  p r:  o;  e poiché  nell’acqua  la 
densità  è costante  , relativamente  ad  essa  si  avrà  p — gì  = ag  , 
facendo  D zxz  \ ^ z — a . 

Dunque 

669.  La  pressione  p sull’  unità  di  superficie  come 
dipende  dal  peso  delle  particelle,  che  le  sovrastano, 
eosì  è eguale  al  prodotto  della  gravità  g nel  prisma  a- 
queo,  che  ha  per  base  l’unità  di  superficie  , e per  altez- 
za la  distanza  a della  superficie  premuta  dal  livello  . 
Laonde  poiché  1 : p li  b :bp  = P la  pressione  P sul- 
la superficie  b sarà  eguale  al  peso  del  prisma  ab  sovra- 
stante alla  medesima;  cioè  P = abg  (49)$  e<l  essen- 
do g una  quantità,  che  può  prendersi  per  costante,  P 
varierà  solo  al  variare  dia.  Ma  le  particelle  d’una 
massa  fluida  in  equilibrio  sono  premute  e premono  e- 
gualmente  in  ogni  senso.  Dunque  le  pressioni  sofferte 
in  ogni  senso  per  l’azione  della  gravità  dalle  particelle 
d’una  massa  fluida  in  equilibrio  sono  generalmeute 
espresse  per  la  formula  P ~g.  ab.  Quindi 

670.  I.  Un  fluido  equilibrato  in  due,  o più  tubi 
non  capillari  comunicanti  CcB;  DdB  ( Fig.  89  ) arri- 
va in  tutti  alla  medesima  altezza  . Poiché  ogni  parti- 
cella  b della  sezione  AB  intermedia  ai  tubi  dee  essere 
egualmente  premuta  dalle  corrispoudenti  colonne  flui- 
de contenute  in  CB , e in  DB . Dette  dunque  a , a'  le 
altezze  di  queste  colonne  nei  tubi 0,D sarà  abg  =a'b'g> 
a = a1 . Questa  verità  serve  di  fondamento  all’arte  di 
livellare,  a quell’arte  cioè,  con  cui  si  determina  quale  di 
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due  luoghi  sia  più  -vicino,  e quanto  più  vicino  al  cen- 
tro della  terra.  Possono  vedersene  le  regole  nei  libri 
dei  Pratici  e segnatamente  nel  trattato,  che  ne  ha  fat- 
to il  Picard  . 

671.  III.  Tutti  i punti  A delle  pareti, e del  fondo  di 
un  recipiente  pieno  di  fluido  in  equilibrio  soffrono 
dalle  contigue  particelle  una  pressione  — abg.  E sic- 
come perchè  il  fluido  possa  stare  in  equilibrio,  questa 
pressione  dee  rimanere  interamente  distrutta  , così  la 
direzione  ne  dee  esser  normale  alla  superficie  premuta. 
* 672.  Perciò  in  un  recipiente  pieno  di  fluido  in  equilibrio 

le  parti  b d’ una  parete,  che  faccia  coll’  orizzonte  un  angolo  <p 
soffriranno  una  pressione  orizzontale  = abg  sen.  <p,  ed  una  ver- 
ticale rr  abg  cos.  rp.  Laonde  riducendosi  cp  =o,e  perciò  sen-cp 
~ o,  svanirà  ogni  pressione  orizzontale , e svanirà  ogni  pressione 
verticale,  riducendosi  <p  ss  1 oo°  $ e perciò  cos.  <p  zz  o . 

673.  Ma  qualunque  sia  la  pressione,  contro  le  par- 
ticelle prementi  reagiscono  egualmente  i punti  premu- 
ti (70).  Perlochè  il  primo  strato  di  particelle  contigue 
al  fondo,  o alle  pareti  del  recipiente  dee  risentire  dal 
fondo , o dalle  pareti  una  pressione  eguale , e diretta- 
mente  opposta  a quella  , che  risente  dal  secondo  stra- 
to contiguo  (669) . Ma  dee  questo  pure  risentire  dal 
terzo  una  pressione  eguale,  e direttamente  opposta  a 
quella  , che  risente  dal  primo , e così  sempre.  Dunque 
ogni  strato  dee  soffrire  dalli  strati  contigui,  cui  è frap- 
posto, eguali,  e direttamente  opposte  pressioni,  che 
variano  nei  diversi  punti  secondo,  che  varia  l’altezza 
a . Perciò  se  nel  recipiente  MNQH  ( Fig.  90  ) si  con- 
sideri particolarmente  lo  strato  di  particelle  DBA , po- 
tremo dire,  che  esso  soffre  egual  pressione  dal  fluido 
ÀCDMNQH,  e dal  fluido  DBA.  Pertanto  se  questo 
strato  consolidandosi  formi  una  capacità  DBA, 
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soffrirà  sempre  dal  fluido  esterno  una  pressione  e- 
guale  a quella , che  soffre  dal  fluido  interno . Ora  se  si 
supponga  estratto  il  fluido  dalla  capacità  interna  ABD 
o dall’esterna  ACDMNQH , non  vi  lia  ragione,  per  cui 
debba  variare  la  pressione , che  su  detto  strato  esercita 
il  fluido  rimanente  esterno,  o interno.  Perciò  lo  stra- 
to sarà  egualmente  premuto  sia  ripieno,  o sia  cir- 
condato di  fluido.  Onde  può  stabilirsi  in  generale,  che 
un  recipiente  di  sottili  pareti  soffre  egual  pressione  o 
sia  ripieno,  o sia  circondato  da  un  fluido,  purché  ne  sia 
il  livello  tanto  nell’uno,  che  nell’  altro  caso  nel  medesi- 
mo piano . 

6^4*  IH*  In  un  vaso  di  figura  irregolare  per  es. 
AaCDbB  (Fig.  91)  pieno  di  fluido  in  equilibrio  si  tiri 
la  linea  mn , dall’  una  all’  altra  parete  parallelamente 
al  livello  AB , e dal  punto  q si  sollevi  la  normale  qc 
misura  della  distanza  della  particella  fluida  q dal  li- 
vello. Questa  particella  soffre  in  ogni  senso  la  pressio- 
ne P = a.  bg  (669) . Ma  tutte  le  particelle  , che  sono 
in  detta  linea  debbono  soffrire  egual  pressione . Dun- 
que la  particella  m,  o n contigua  alla  parete  soffrirà  co- 
me in  ogni  senso,  cosi  d’alto  in  basso  una  pressione 
abg . Ma  d’ alto  in  basso  non  agisce  su  questa  particel- 
la , che  il  corrispoudente  punto  della  parete  contigua. 
Dunque  per  la  resistenza  della  parete  soffrirà  una 
pressione  eguale  a quella,  che  soffrirebbe,  se  le  sovra- 
stasse una  colonna  mF  del  fluido  stesso . Per  lo  che 
premerà  le  particelle  inferiori , e quindi  il  fondo  come 
lo  premerebbe  , se  fosse  realmente  gravata  da  una  co- 
lonna fluida  mF. 

Al  contrario  se  la  figura  del  recipiente  sia  tale , 
che  le  pareti  divergano  dal  fondo  in  modo , che  una 
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verticale  abbassata  da  m ne  cada  fuori,  questa  parli- 
cella  non  eserciterà  pressione  alcuna  sul  fondo . Ma 
ciò  , che  abbiamo  detto  della  particella  m può  dirsi  di 
tutte  la  altre  particelle  contigue  alle  pareti  si  conver- 
genti , che  divergenti  dal  fondo . Dunque  il  fondo 
non  è gravato,  che  dalle  particelle  comprese  tra  i pia- 
ni verticali  , che  limitano  la  sua  estensione  ; e queste 
lo  gravano  con  pressioni  espresse  generalmente  per 
abg . Dal  che  è chiaro,  che  la  pressione  totale  sul  fon- 
do d’ un  recipiente  è eguale  alla  somma  dei  pesi  di  tut- 
ti i prismi  fluidi , che  hanno  per  base  ciascuu  elemen- 
to del  fondo  , e per  altezza  l’altezza  stessa  del  fluido  . 
Per  lo  che  i recipienti  d’egual  fondo,  e altezza  risen- 
tono sul  fondo  egual  pressione  dal  fluido  , che  li  riem- 
pie , per  quanto  ne  sia  diversa  la  figura . Così  il  fondo 
CD  sarà  egualmente  premuto  o sia  il  vaso  della  figura 
MFDC  o della  figura  AaCDbB  , o della  figura  LCDH, 
purché  il  fluido  arrivi  sempre  al  livello  LH  . E quin- 
di è , che 

67  5.  i°.  La  pressione  esercitata  da  un  fluido  sul 
fondo  d’un  recipiente  può  essere  eguale,  maggiore, 
e minore  del  peso  del  fluido  stesso.  È eguale,  se  il  va- 
so è un  prisma  retto  ; è minore  se  il  vaso  è piramida- 
le più  stretto  in  basso,  che  in  alto;  maggiore  se  il  vaso 
è pur  piramidale , ma  più  stretto  in  alto,  che  in  basso. 

676.  a*.  Si  può  agevolmente  aumentare , o dimi- 
nuire la  pressione  di  un  fluido , cioè  colla  medesima 
quantità  di  fluido  si  possono  produrre  pressioni  mol-  * 
to  diverse,  variando  la  figura  del  recipiente.  Così  per 
es.  con  poche  libbre  di  acqua  infuse  nel  tubo  cd 
lungo  otto , o dieci  piedi  comunicante  col  recipien- 
te MD  pieno  d’ acqua  si  aumenterà  la  pressione  con- 
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tro  il  fondo  DC , quanto  si  aumenterebbe  per  l’ ag- 
giunta di  una  colonna  di  fluido , che  avesse  per  base  il 
fondo  del  recipiente,  e per  altezza  la  lunghezza  del 
tubo  ed. 

Dunque  la  pressione  è ben  diversa  dal  peso , onde 
per  determinarne  la  quantità  bisogna  prevalersi  di  me- 
todi ben  diversi  da  quelli,  con  cui  si  determina  la  quan- 
tità del  peso.  Il  seguente  è quello,  di  cui  si  suole  co- 
munemente far  uso . 

677.  IV.  Le  pressioni  contro  tutti  gli  elementi  del 
fondo,  e delle  pareti  essendo  espresse  per  a Xbg;  posso- 
no riguardarsi  come  i momenti  dei  pesi  infinitesimi  bg 
riferiti  al  piano  di  livello  del  fluido.  Ora  la  somma  di 
tutti  questi  momenti  è eguale  al  momento  della  som- 
ma di  tutti  questi  pesi  riuniti  nel  centro  di  gravità 
riferito  allo  stesso  piano  (a35).  Dunque  la  somma  dì 
queste  pressioni , o la  pressione  totale  sofferta  dal 
fondo , o da  una  parete  sarà  eguale  al  peso  d’ un 
prisma  di  fluido,  che  abbia  per  base  la  superficie  del 
fondo  , o della  parete  , e per  altezza  la  distanza  del 
suo  centro  di  gravità  dal  livello  del  fluido. 

Data  dunque  per  la  Geometrìa  l’espressione  del- 
la superficie  del  fondo,  o della  parete  , si  avrà  la  pres- 
sione moltiplicando  la  data  espressione  per  il  pro- 
dotto della  gravità  specifica  del  fluido  nella  distanza 
del  lor  centro  di  gravità  dal  piano  del  livello . 

678.  Ora  convien  distinguere  i casi  in  cui  la  superficie  pre- 
muta è piana , o curva . Se  sia  piana  , 1’  espressione  genera- 
le data  per  le  coordinate  ortogonali  ne  è fydx  ; se  è curva  , e 
prodotta  dal  moto  progressivo  d’ una  linea  curva  tale  , quale  è 
rappresentata  in  profilo  da  DRC  nella  Fig.  91,  detta  l la  lun- 
ghezza dell’  elemento  indicato  da  Rr  — ds  , ne  sarà  l’espressio- 
ne /7Rr  zzi  fidi  . Supponendo!#  poi  generata  dalla  rivoluzione 
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di  una  figura  intorno  ad  un  asse  si  esprimerà  colla  nota  formula 
generale  'iTt  fy  y'  ( dx%  ).  Moltiplicando  queste  espres- 

sioni per  g , e quindi  respettivamente  pelle  formule  generali  dei 
nn.  217 , 2t5,  224»  che  danno  le  respettive  distanze  del  centro 
di  graviti»  di  queste  superficie  dall’asse  o piano  dei  momenti  a- 
vremola  pressione  sulle  pareti  o fondi  piani  generalmente  espres- 
sa per  P — gfxydx  -C;  e sulle  pareli,  o fondi  curvilinei  per 
P — gflxds  C ; ovvero  per  P ~ 27Tg fxyds  4-  C . E qui  si 
noti , che 

1°.  La  quantità  g indica  in  queste  formule  la  gravità  speci- 
fica del  fluido . Tutte  le  volte  , che  non  farà  necessario  per  le  cir- 
costanze di  considerare  distintamente  la  forza  acceleratrice  di  gra- 
vità , e la  densità  d’  un  corpo , esprimeremo  la  gravità  specifica 
colla  lettera  g , o y . 

6"] Q.  2°.  Essendo  il  fondo , o le  pareti  del  recipiente , che 
si  considera  inclinati  all*  orizzonte  per  un  angolo  <p , converrà 
moltiplicare  le  formule  ora  trovate  per  sen.  <p  , o per  cos.  <p , se- 
condo, che  si  vorranno  le  pressioni  orizzontali, o le  verticali  (672). 

680.  3®.  Ponendo  P origine  delle  x nella  sezione  del  loro 
asse  col  piano  di  livello  dei  fluido  , la  costante  C = o ; perchè 
quando  x ~ o tutto  svanisce  . Ma  ponendola  al  disotto  del  livel- 
lo la  costante  diviene  uguale  al  peso  della  colonna  fluida  supe- 
riore . 

681  • Per  fare  un’applicazione  delle  formnle  sopra  stabilite, 
sia  la  superficie  premuta  il  segmento  sferico  NOP  , che  ser- 
ve di  fondo  al  vaso  cilindrico  AC,B  ( Fig.  g3  ).  Detto  r il  rag- 
gio della  sfera , cui  appartiene  il  dato  segmento , MZ  “ x , RZ 

zz:y,  avremo  ds  z=  — ; e perciò  P = IKgrfxdx  + C = 

'Ttgrx*  4*  C . E siccome  quando  x = o , y = NM  , e la  pres- 
sione residua  è eguale  al  peso  del  prisma  fluido  ANMPB  , che 
ha  per  altezza  MD  = a (680)  ; così  avremo  C = agì T.  y*  ; e 
l’ intera  pressione  sofferta  dal  fondo , fatto  x rr:  MO  “ c , sarà 

P=  7tg  ( re» 

682.  Dopo  tutto  ciò  egli  è facile  di  trovare  nella  parete 
piana  ST  ( Fig  35  ) d’un  recipiente  pieno  di  un  fluido, che  ab- 
bi la  gravità  specifica  g il  punto  P,  per  cui  passa  la  risultante  di 
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tutte  le  pressioni  parziali  ,che  ella  soffre,  o sia  il  centro  di  pres- 
sione 

Il  livello  del  fluido  corrisponda  alla  linea  AB  , e la  linea  Fm 
divida  il  piano  in  due  eguali  e simili  parli . Tirate  normalmente 
su  questa  linea  le  ordinate  infinitamente  vicine  RG,  rg,  sia  FR= 
x;  Rr  ~dx',  RG  ~ y-  Siccome  noi  supponghiamo  i Gnidi  in 
equilibrio , l’ azione  delle  colonne  fluide  può  considerarsi , come 
1*  azione  di  verghe  inflessibili , laonde  il  punto , per  cui  passa  la 
risultante  delle  loro  pressioni  potrà  determinarsi  col  metodo  stes- 
so, con  cui  determinammo  il  centro  d’  equilibrio  delle  forze  pa- 
rallele (i65)  « E poiché  il  centro  di  pressione  dee  trovarsi  ; come 
è evidente , nella  linea  Fra  , che., divide  il  piano  premuto  in  due 
eguali  e simili  parti  ;la  posizione  ne  sarà  data  dal  valore  della  so- 
la coordinata  Z,  che  ne  misura  la  distanza  dal  piano  di  livello  ; 
valore,  che  è eguale  al  quoziente  della  somma  di  tutti  i momenti 
delle  pressioni  riferiti  al  detto  piano  divisa  per  la  somma  delle 
pressioni  medesime  • 

Per  tanto  la  pressione  sull’elemento  Rg  del  piano  essendo 
dP  — gxydx  (676),  e il  momento  riferito  al  piano  di  livello 

ex*  ydxisam  la  distanza  FP  rr:  Z — . 

b J \ • Cyxdx  . 

Si  osservi  per  altro  , che  se  il  piano  ST  fosse  obliquo  all’  oriz- 
zonte , e facesse  col  medesimo  l’angolo  < p , bisognerebbe  molti- 
plicare per  sen.  <p  il  valore  della  pressione  ; e prendere  la  distan- 
za dell’  elemento  Rg  dal  piano  di  livello  = x sen.  <p  ; onde  si 

avrebbe  Z = 

fyxdx 

682.  Se  la  superficie  premuta  sia  un  parallelogrammo , la 
cui  semibase  mT  — y ~b,  l’altezza  mF  = a,  sarà  Z ~*^x 
ss  /j  a fatto  x — a ; cioè  il  centro  di  pressione  sarà  ai  jA  del- 
l’altezza cominciando  a contar  dal  livello  . 

683.  Abbiamo  6n  qui  supposti  omogenei , ed  in- 
compressibili ì fluidi  nel  calcolarne  la  pressione  , ed 
abbiamo  perciò  potuto  far  D = 1 nella  formula  ge- 
nerale del  n°.  669.  Resta  per  compire  questo  trattato, 
che  aggiungiamo  qui  alcune  considerazioni  su’  fluidi 
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eterogenei  , o misti.  Con  questo  nome  indichiamo 
quei  fluidi,  la  cui  densità  varia  nelle  diverse  loro  se- 
zioni orizzontali.  Talché  può  ogni  fluido  misto  esser 
considerato  come  un  complesso  di  strati  di  fluidi  di 
gravità  specifica  diversa . Qualunque  per  altro  sia  la 
gravità  specifica  di  questi  diversi  strati,  qualora  il  lor 
complesso  sia  in  equilibrio  ciascun  di  essi  dee  avere  un 
perfetto  livello,  cioè  le  loro  superficie  debbono  esser 
normali  alla  direzione  della  gravità  . Ciò  è dimostrato 
per  lo  strato  superiore  (667).  Siccome  pòi  le  particelle, 
che  costituiscono  la  superficie  d’uno  strato  sottoposto, 
per  es,  del  terzo  ( e ciò,  che  si  dice  d’uno  strato  s’in- 
tenda di  tutti  ) debbon  esser  tutte  egualmente  premu- 
te, cosi  debbon  essere  egualmente  alti  i filetti  fluidi, 
che  stan  sopra  di  esse,  e ciò  non  potrebbe  avverarsi,  se 
esse  non  fossero  tutte  nello  stesso  livello  . 

684-  Per  tanto  se  due  colonne  di  diversi  fluidi, 
che  abbiano  la  base  b eguale , e situata  nello  stesso 
piano  orizzontale  premano  una  massa  qualunque  fluida 
che  stia  in  equilibrio,  e per  mezzo  della  quale  essi  co* 
comunichino  fra  di  loro,  ne  saran  le  altezze  a, a'  reci- 
proche alle  densità  , o gravità  specifiche  D , ZA  In  fat- 
ti dette  P , P'  le  pressioni , abbiamo  P — abgD  P ' 
= a'  bgD'  ( qui  si  esprime  per  g la  forza  acceleratri- 
ce  di  gravità,  che  si  prende  per  costante  )}  ed  essen- 
do per  l’ equilibrio  P = P*.  sarà  aD  ==  a'/)’;  e per- 
ciò a:  ai  J : D'  : D . 

Dunque 

685.  i*.  Posto  D = 1 j D'  = i4  ( come  accade 
quando  i due  fluidi  sono  acqua , e mercurio  ) se  sia 
a = 385  poi.  si  troverà  a'  s=  27  '/,  poL  e posto,  che 
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si  abbia  a = 385  poi.  «l  = 27  ’/,  poi.  fatto  D ~ \ si 
troverà  D'  — i4* 

686.  2°.  Equilibrati  in  due  vasi  o tubi  comunican- 
ti  due  fluidi  di  diversa  gravità  specifica,  il  livello  del- 
l’uno sarà  tanto  più  alto  del  livello  dell’altro  , quanto 
ne  sarà  minore  la  gravità  specifica . E quindi  si  ha  un 
metodo  per  determinare  la  gravità  specifica  dei  fluidi  . 

687.  3°.  Se  diversi  strati  di  fluidi  eterogenei  si  contengano  in 
un  recipiente,  la  pressione , che  ne  soffrono  il  fondo,  e le  pareti 
eguaglierà  quella  che  ne  soffrirebbero,  se  il  recipiente  contenesse 
un  fluido  omogeneo  distribuito  in  strati , che  compensassero 
colla  diversa  respettlva  altezza  la  diversa  ispettiva  gravità  spe- 
cifica. Per  ciò  anche  in  tal  caso  la  pressione  sofferta  da  un» 
qualunque  particella  del  fondo,  o delle  pareti  sarà  eguale  al  pe- 
so del  filo,  o prisma  di  fluido , che  le  sovrasta  (669) . Chiaman- 
do z l’ altezza  del  fluido  sopra  la  particella  qualunque  nG 
( Fig.  ) della  parete  o del  fondo , D la  densità , o gravità 
specifica  del  fluido  presso  nG , il  peso  del  filo  o prisma  fluido 
soprincombente  a nG  è evidentemente  nG fgDdz.  Dunque  la 
pressione  sofferta  dal  punto,  o elemento  nG  sarà  11G  X f\ ^,F>dz\ 
e la  pressione  totale  soffèrta  dalla  parete,  cui  11G  appartiene,  sarà 
/nG  X ./'gDt/s ; espressione,  che  non  può  integrarsi,  se  D non 
sia  data  per  z ; vale  a dire  se  la  densità  del  fluido  non  sia  espres- 
sa da  una  funzione  cognita  dell’altezza. 

688.  Si  voglia  pertanto  la  pressione  sofferta  dal  fondo  Tn 
del  recipiente  ST  ( Fig.  35  ) ripieno  d*  un  fluido , la  densità 
de’ cui  strati  KG,  bd  sono  in  ragione  dell’altezza  FR  , FP. 
Detta  a l’ altezza  Tm ; z zs  FR;  D la  gravità  specifica  in  R;  A 


la  gravità  specifica  in  m , sarà  a : z ; A : D = — - ; onde  • 

a s. 

_ _ , e /A  zdi  gAz*  . . 

f gDdz  — — " senza  costante  , perche  tutto 


svanisce,  quando  z = o ; e facendo  z z=  a , la  pressione  contro 
il  fondo  KD  sarà  //»  gAa.  Tn. 

789-  Alla  classe  de’ fluidi  misti  appartengono  iu  un  certo 
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senso  anche  gli  elastici . Possono  questi  considerarsi  come  fluidi 
misti , la  densità  de’  quali  vada  variando  d’  una  maniera  conti- 
nua , cioè  da  strato  a strato  infinitesimo.  Poiché  essi  hanno  in 
virtù  della  elasticità  P attitudine  a scemare,  o crescere  di  volu- 
me, secondo  che  sono  più,  o meno  premuti;  e perciò  essendone 
gravi  tutte  le  parti,  debbono  gli  strati  inferiori  ridursi  successi- 
vamente più  densi)  c tanto  più  densi  a circostanze  pari,  quanto 
più  grande  è il  numero  degli  strati , che  loro  sovrastano.  Quello 
dunque, che  è stato  detto  de’ fluidi  misti  s’applica  ancora  agli  e- 
lastici.  E perciò  la  stessa  formila  servirà  a rappresentare  la  pres- 
sione degli  uni  e degli  altri  j avremo  cioè  anche  pei  fluidi  elastici 
( detta  b la  parte  premuta  ) P = b fg  Ddz. 

Non  può  darsi  in  generale  una  regola  per  esprimere  la  varia- 
bile D per  z senza  fondarsi  so  pia  ipotesi  molto  incerte , onde 
sarà  necessario  di  ricorrere  ne’  casi  particolari  ad  esperienze  di- 
rette. 

* 690.  Nei  fluidi  perfettamente  elastici,  lo  sforzo  dell’  elasti- 
cità eguaglia  esattamente  la  forza, con  cui  vengon  compressi) vale 
a dire  con  quanta  forza  questi  fluidi  son  compressi,  con  altret- 
tanta tendono  a dilatarsi,  e premono  gli  ostacoli , che  si  oppon- 
gono alla  loro  dilatazione.  Talché  la  pressione  de*  fluidi  elasti- 
ci dipende  non  tanto  dal  loro  peso , quanto  principalmente  dal- 
lo stato  di  compressione,  in  cui  si  trovano.  E quindi  è,  che 

* 691.  i°.  Se  una  massa  di  fluido  elastico  premuta  dal  peso 
del  fluido  soprancombente , e ridotta  a un  dato  volume  si  serri 
dentro  un  recipiente,  che  non  le  permetta  di  dilatarsi,  essa  eser- 
citerà contro  le  pareti  del  recipiente  una  pressione  precisamente 
eguale  a quella , che  contro  di  esse  si  eserciterebbe  dal  fluido 
soprancombente  . Tutto  questo  si  conferma  colle  esperienze,  e 
noi  ne  riferiremo  alcune  nel  trattato  dell’aria,  che  é il  fluido 
elastico , su  cui  possiamo  più  comodamente  sperimentare. 

* 69Z.  9,°.  E siccome  1’  esperienza  dimostra  ancora  , che  ge- 
neralmente al  crescere  della  compressione  proporzionalmente  (al- 
meno fino  a no  certo  segno)  scema  il  volume, e cresce  la  gravi- 
tà specifica  dei  fluidi  elastici, cosi  generalmente  le  pressioni  d’una 
cgual  massa  d*  uno  stesso  fluido  elastico  si  considerano  come 
proporzionali  reciprocamente  ai  volumi,  e direttamente  alle  densità. 

x.  1.  ‘ a9 
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* 6g3.  Dalla  considerazione  delle  pressioni  de'  fluidi  nasce  la 
dottrina  della  slabilità  delle  pareti  de’ recipienti  destinati  a con- 
tenergli. 

Riducesi  questa  dottrina  a trovar  le  condizioni  d’equilibrio 
tra  la  pressione  de'  fluidi , che  tende  a rompere  le  pareti;  e la 
forza,  con  cui  le  pareti  resistono  alla  rottura.  Noi  accenneremo 
come  possan  determinarsi  queste  condizioni  in  primo  luogo  pei 
condotti,  che  supponghiamo  cilindrici,  e in  secondo  luogo  pegli 
argini. 

* 6q4-  Due  sono  gli  elementi  de^a  resistenza  n , che  i corpi 
oppongono  alla  rottura  ; la  grossezza  s del  corpo  resistente,  e la 
tenacità  t della  materia,  di  cui  è composto  ; onde  n m st  per  un 
corpo  ; «'  rrr  $'  t ' per  un  altro. 

La  pressione  P dell’  acqua  contro  una  circonferenza  orizzon- 
tale del  raggio  r,  fatto  D — 1 , è espressa  per  P — arg  (669) 
essendo  le  circonferenze  come  i raggi  ; e per  un’  altra  circonfe- 
renza del  raggio  r'èP'  ~ a'r'g.  Dunque  le  prensioni  contro  due 
condotti  cilindrici  simili  danno  l’analogìa  P : P J*  arg  : a'r{g. 
Ma  perchè  le  resistenze  dei  condotti  siano  in  equilibrio  colle  pres- 
sioni dell’acqua  conviene, .che  si  abbia  P — n;  P' — nl;  cioè 
arg  = st  ; a’r*  g — s't' . Avremo  dunque  peli’ equilibrio  arg: 


asr[g::st:s'ts,i  c quindi  ",  fonnula,  che  indica  la  grossezza 

art 

da  darsi  alle  pareti  di  qualunque  recipiente  cilindrico  dell’ampiez- 
za , o raggio  r\  che  debbano  esser  premute  dall’acqua  ad  un'  al- 
tezza «*,  sol  che  sia  nota  per  l’ esperienza  la  grossezza  s , e il  rag- 
gio r d’  altro  tubo  premuto  da  detto  liquido  ad  mja  data  altezza 
a , e la  ragione  della  tenacità  del  materiale  del  tubo  dato  a quel- 
la del  materiale  del  tubo  da  costruirsi.  Se  poi  i fluidi  prementi 
fossero  di  diversa  gravità  specifica , come  per  es.  acqua  , e mer- 


curio, la  formula  si  ridurrebbe  s1  =: 


a'r'st  D' 
art'  D 


indicando  D la 


gravità  specifica  dell' acqua,  2P  quella  dell'altro  fluido. 

Risulta  dall’  esperienze  del  Mariotle,  che  un  tubo  di  piombo 
di  16  poi.  par.  di  diametro  colla  grossezza  di  linee  6 ’/,  ba  so- 
stenuto un  carico  di  fio  piedi  par.  d’  acqua  . Quindi  si  deduce  , 
che  un  tubo  dello  stesso  metallo  di  6 pollici  di  diametro  per  so- 
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stencre  un  carico  di  ino  piedi  debbe  aver  le  pareli  di  una  gros- 
sezza = 4 i/g  lin . ; poiché  5o  X *6’;  ioo  Xri  I!  ri  */,  : 4 7/a  • 
Parimente  l 'esperienze  del  medesimo  Mariotte  dimostrando, 
che  un  tubo  di  rame  di  fi  pollici  di  diametro  per  sostenere  il  ca- 
rico di  3o  piedi'  di  acqua  delibe  avere  uua  mezza  linea  di  gros- 
sezza , si  troverò , cVie  un  simil  tubo  di  4 pollici  di  diametro  per 
sostenere  una  colonna  di  r*o  piedi  di  mercurio  dovrebbe  avere 
nelle  pareti  una  grossezza  di  7 ?/,  lince,  poiché  essendo  la  gra_ 
viti»  specifica  dell’acqua  a quella  del  mercurio  , come  1 : 1 4 si  ha 

3o  X 6 X 1 : 5o  X 4 X »4::  '/.••  7 >/»■  . 

Deesi  notare  su  questo  proposito , che 
i®.  Tj«  grossezze  accennate  dal  Mariotte  non  stanno  precisa- 
mente  in  equilibrio  colla  pressione  dei  fluidi  ; almeno  ciò  non  si 
ritma  dalla  descrizione  delle  sue  esperienze  Ma  è sempre  bene 
ner  la  pratica,  che  la  grossezza  delle  pareti  dei  recipienti  ria  mag- 
giore dì  quel , che  sarebbe  rigorosamente  necessario  in  teorica. 

i°.  Siccome  la  pressione  «fi  un  fluido  varia  al  variare  di  n ; 
così  le  sezioni  orizzontali  piii  alte  di  un  lungo  condotto  verticale 
son  nifii  premute  , che  le  più  basse  ; resiston  per  ciò  avendo  an- 
che minor  grossezza  ; e sarebbe  una  dispendiosa  superfluità  il  da- 
re a tali  condotti  pareti  grosse  egualmente  per  tutta  la  loro  al- 
tezza . 

* fiq’t.  La  pressione  dell’acqua  può  tendere  a rompere  in  tre 
maniere  gli  argini  , che  se  le  oppongono  : ^ 

i°.  Imnrimendo  a una  porzione  dell’argine  un  moto  di  ro- 
tazione intorno  alla  linea,  che  ne  limita  esteriormente  il  piano 
della  base  . In  questo  caso  la  sua  azione  è eguale  al  momento 
della  pressione  orizzontale  riferito  all’asse  di  rotazione  ;o  sia  al 
prodotto  della  pressione  orizzontale  nella  distanza  del  centro  di 
pressione  dall’ale  di  rotazione. 

2°.  Tmpri inondo  a una  porzione  dell'argine  un  moto  pro- 
gressivo lungo  il  piano  orizzontale  della  sua  base.  Questo  eàm 
sebben  possibile  , non  ha  forse  mai  luogo  in  natura  , perché  for- 
se non  si  combina*!  mai  le  circostanze  necessarie  a ridurre  nella 
stessa  orizzontale  i centri  di  pressione , g di  gravità  dalla  massa 
dell’argine.  Ma  se  il  caso  si  desse,  F acqua  agirebbe  contro  l’ar- 
gine colla  sola  pressione  orizzontale  . 
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3°.  Staccandone  degli  strati  orizzontali  : e per  distaccarli  può 
agire  o col  momento  della  pressione  orizzontale  riferito  alla  li- 
nea , che  limita  esteriormente  la  base  d’ ogni  strato , o colla  sem- 
plice pressione  orizzontale. 

Ora  perchè  1*  argine  sia  stabile  dee  resistere  alla  pressione 
dell*  acqua  con  una  forza  eguale , o maggiore  . Dunque  nel  primo 
caso  il  momento  della  resistenza  riferito  all’  asse  di  rotazione 
debbe  essere  eguale  , o maggiore  del  momento  della  pressione 
orizzontale;  nel  secondo  la  resistenza  dee  eguagliare,  o superare 
la  pressione  orizzontale  , e nel  terzo  caso  dee  o il  momento  della 
resistenza  , ola  semplice  resistenza  eguagliare,  o superare  lo  sfor- 
zo dell’acqua  , secondo  che  ella  agisce  o col  momento  della  pres- 
sione orizzontale,  o colla  semplice  pressione. 

La  resistenza  resulta  dalla  tenacità  della  materia  , ond’  è 
composto  l’argine,  dalla  sua  grossezza,  e configurazione,  e an- 
che dalla  pressione  verticale  dell’acqua,  se  l’argine  abbia,  come 
suol  sempre  avere  , una  scarpa  interna.  Perciò  nel  calcolo  della 
resistenza  debbono  entrare  le  dimensioni  dell’  argine  , e quindi 
dall’equazione,  che  si  stabilisce  per  l’equilibrio  tra  l’azione  del- 
l’acqua, e la  resistenza  dell’argine  si  può  dedurre  il  valore  della 
larghezza  della  base,  e i rapporti  tra  i lati  dell’argine,  che  son 
necessarj  per  determinarne  la  configurazione  pih  opportuna  alla 
circostanza . 

Io  non  debbo  trattenermi  su  questo  soggetto , che  interres- 
sa  puramente  la  pratica.  Gli  Studiosi  potranno  vederlo  ampiamen- 
te trattato  nell’Architettura  Idraulica  del  Pronv,  e nell’opera  del 
Bossut  intitolata  Bpeherches  sur  la  constr.  des  digues , ec. 

Dai  principi,  e dalle  formule  sopra  stabilite  si  de- 
duce tutto  ciò  , che  appartiene  non  solo  alle  pressioni 
de’  fluidi  contro  i recipienti,  ma  a quelle  ancora  , che 
►fluidi  esercitano  contro  i corpi  immersi  dentro  di  essi. 

696.  V.  Sia  una  massa  fluida  in  equilibrio  in  un 
recipiente  scoperto.  Qualunque  porzione  se  ne  consi- 
deri o nella  superfìcie  , o nell’  interno  della  massa  dee 
esser  in  equilibrio,  e perciò  sottoposta  in  ogni  senso  a 
pressioni,  che  scambievolmente  si  distruggono.  Un 
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dato  volume  b,  per  es.  un  pollice  cubico,  della  massa 
fluida  si  consolidi  : l’equilibrio  non  sarà  turbato  , e 
questo  volume  soffrirà  su  tutti  i punti  della  sua  super- 
fìcie delle  pressioni  in  ogni  senso , che  scambievolmen- 
te si  distruggeranno.  Se  per  tanto  in  luogo  di  b sia  po- 
sto unegual  volume  |3  d’  altra  materia,  che  abbia  una 
gravità  specifica  eguale,  questo  sarà  premuto  precisa- 
mente come  il  volume  b : e per  la  stessa  cagione  re- 
sterà come  quello  iu  uu  perfetto  equilibrio.  Ora  il 
volume  b è spinto  dalla  gravità  verso  il  fondo  del  re- 
cipiente con  una  forza  eguale  al  suo  peso,  e per  una 
direzione,  o linea  , che  dal  suo  centro  di  gravità,  iu 
cui  il  detto  peso  può  supporsi  riunito , cade  normal- 
mente sul  fondo  } e quindi  perchè  esso  sia  in  uu 
perfetto  equilibrio  bisogna , che  sia  spinto  in  parte 
opposta  , cioè  di  basso  in  alto*,  e per  la  direzione 
medesima  da  una  forza  eguale  al  suo  peso  : che  è 
quanto  dire  la  risultante  delle  pressioni  , che  esso 
soffre  dee  eguagliare  il  suo  peso , ed  agire  di  bas- 
so in  alto  secondo  la  direzione  della  sua  gravità  . 
Dunque  il  volume  (3  posto  in  luogo  di  b , soffrirà  dal 
fluido  ambiente  tali  pressioni,  che  la  risultante  ne  sa- 
rà eguale  al  peso  del  volume  b,  e diretta  di  basso  in  al- 
to verticalmente  secondo  la  linea , che  passa  pel  suo 
centro  di  gravità,  ond’  è che  questa  risultante  vien  det- 
ta spinta  verticale . Ora  essendo  le  pressioni  su  di  un 
corpo  immerso  proporzionali  al  volume  premuto  , va- 
rieranno solo  al  variare  di  questo , e quando  resti  co- 
stante il  volume  non  varieranno  le  pressioni,  per  quan- 
to varj  la  massa  contenuta  sotto  al  medesimo.  Dunque 
la  risultante  del  lepressioni,o  la  spinta  verticale  contro 
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al  volume  solido  j3,  qualunque  ne  sia  la  densità  , sarà 
sempre  eguale  al  peso  dell’  egual  volume  fluido  b. 

697.  I.  Siccome  il  volume  fi  non  può  entrare  nel 
luogo  del  volume  b senza  scacciamelo  , così 

r°.  La  spinta  verticale  d’ un  fluido  contro  un  so- 
lido immerso  è sempre  eguale  al  peso  del  volume  flui- 
do discacciato . 

20.  La  direzione  di  essa  passa  pel  centro  di  gra- 
vità del  volume  solido  immerso , e può  conseguente- 
mente considerarsi  come  una  forza  applicala  a quel 
punto . 

Pertanto  sia  g la  gravila  specifica  del  solido  fi , y 
quella  del  fluido , s la  spinta  ; avremo  s — yb.  Dunque 

698.  II.  11  volume  prismatico  rappresentato  in  pro- 
filo dal  parallelogrammo  MNPQ  ( Fig.  q4  ) indichi  il 
volume  fluido  discacciato  da  un  solido  immerso  nel 
fluido  AO  . Contiguo  alla  base  NQ  sia  lo  strato  NC 
all’  altezza  BA  sotto  il  livello  . La  pressione , che  eser- 
cita di  basso  in  alto  il  volume , o lo  strato  JNC  è espres- 
sa per  y . BC.  BA  (669);  e la  pressione,  che  d’ alto  in 
basso  esercita  il  volume  AP  è espressa  per  y.  MP  X 
AM  = y . BC  X AM  . Il  peso  poi  del  volume  fluido 
discacciato  è y X NQ..  NM  = y.  BC.  JNM.  I rapporti 
di  queste  due  pressioni  col  peso  del  volume  fluido  di- 
scacciato sono  indicati  da’ rapporti  di  queste  tre  espres- 
sioni , o togliendo  da  tutte  la  quantità  comune  y.  BC, 
dai  rapporti  delle  linee  MN  , MA , BA  . Ma  per  l'equi- 
librio delle  pressioni  debbe  essere  AM  -j-  MJN  = AB; 
ovvero  MN  — BA  — MA . Dunque  il  peso  del  volu- 
me fluido  discacciato , e perciò  la  spinta  verticale  è e- 
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guale  alla  differenza  tra  la  pressione,  che  di  basso  in 
alto  esercita  il  volume  o strato  inferiore  j\(i,e  la  pres- 
sione, che  d’ alto  in  basso  esercita  il  volume  superiore 

AP. 

699.  ili.  Scema  sempre  il  peso  di  un  solido  im- 
merso in  un  fluido , come  lo  dimostra  anche  la  mag- 
gior facilità,  con  cui  si  solleva  un  corpo  attraverso  un 
fluido,  che  nel  vuoto;  e tal  diminuzione  di  peso  come 
debbe  essere  eguale  alla  spinta  verticale , così  eguaglia 
sempre  il  peso  del  volume  fluido  discacciato.  Talché 
delti  P,p  i pesi  del  volume  fluido,  e del  solido  ,q  il 
peso  rimanente  al  solido  immerso,  avremo  gfi  — yb  = 
q — p — • P ; ovvero  essendo  /3  — b-,  g[ 3 -—  y|3  = q ; 
gfì  — q — yfì  perdita  di  peso , che  il  solido  soffre 
per  P immersione.  Quindi  è chiaro  , che 

700.  i°.  Quanto  è maggiore  il  volume  del  corpo 
immerso  in  un  dato  fluido,  tanto  ne  è maggiore  la  per- 
dita di  peso.  Dal  che  segue,  che  generalmente  quan- 
do due  corpi  di  diversa  gravità  specifica  sono  in  equi- 
librio sopra  una  bilancia  nell’aria  , sono  in  realtà  di- 
versamente pesi,  poicliè  il  diverso  loro  volume  fa,  che 
soffrano  una  diversa  spiuta  verticale  dall’  aria.  Così  se 
siano  in  equilibrio  1000  grani  di  piombo  con  1000 
grani  di  sughero,  il  sughero  peserà  più  del  piombo,  e 
si  trova  , che  la  differenza  è di  4 grani  in  circa . 
Per  lo  che  quando  si  pesano  i corpi  nell’aria,  se  si 
voglia  molla  esattezza  , bisogna  servirsi  di  contrap- 
pesi di  gravità  specifica  o eguale,  o poco  diversa. 

701.  a°.  Data  la  gravità  specifica  del  fluido,  e la  * 
perdita  di  peso  del  solido  per T immersione  si  ha  il 
volume  dall’  equazione  g(i--q(t£2Tc)=zyfi,  ch.e 

da  0 = 
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39.  Se  si  moltiplichi  per  g l’equazione  gfi  — q — y{ 3 
©e  ricaveremo  1’  analogia  g ly  : ; gfi  : gfi  — q.  Dun- 
que la  gravità  specifica  del  solido  immerso  è a quella 
del  fluido,  come  il  peso  del  solido  immerso  è alla  per- 
dita di  peso  sofferta  nell’immersione. 

702.  4°.  Se  lo  stesso  volume  solido  fi  s’ immerga 
in  due  diversi  fluidi , avremo  due  diverse  perdite  di 
peso,  e quindi  gfi  — q : gfi  — q'  ;;  yj 3 ” y'  j 3j  ov-  1 
vero  y : y'  Il  g fi  — q • gfi  — </;  cioè  le  gravità  spe- 
cifiche di  due  diversi  fluidi  sono  come  le  diverse  per- 
dite di  peso,  che  soffre  un  corpo  in  essi  immerso } teo- 
rema , che  serve  di  fondamento  a un  metodo  per  de- 
terminare le  gravità  specifiche  de’  fluidi. 

yo3.  5°.  Se  nello  stesso  fluido  s’immergano  due 
diversi  solidi  fi  , fi',  avremo  due  equazioni  gfi—q  — yfi, 
g'  fi'  — q'  = y/3'j  onde  gfi  — q : g'  fi'  — q'  ::  yfi  : 
yfi'  I*  fi  : fi1}  e se  sia  gfi  — q g'  fi'  — ■ q,  sarà 
yfi  — yfi'  •,  ovvero  fi  — fi'  ; cioè  due  corpi  immersi  in 
un  Jluido  stesso  hanno  i volumi  proporzionali  alle  re- 
spettive  perdite  di  peso  ; onde  se  siano  eguali  le  per- 
dite , saranno  eguali  i volumi , e viceversa  se  ab- 
biano eguali  volumi,  perderanno  eguali  quantità  di 
peso.  * j 

yo4-  Su  questo  principio  idrostatico  si  fondò  Ar- 
chimede nella  soluzione  del  famoso  problema  della 
corona,  che  si  riduce  a determinare  se  una  corona  sia 
di  puro  oro  senza  guastarla.  Essendo  di  puro  oro  do- 
vea  la  corona  immersa  nell’acqua  diminuir  di  peso 
tanto,  quanto  per  l’ immersione  nella  stessa  acqua  di- 
minuiva il  peso  di  una  verga  di  puro  oro  egualmen- 
te pesa  , giacché  nei  corpi  omogenei  i volumi  son  co- 
me i pesi. 
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7o5.  IV.  La  gravili  specifica  di  un  solido  può  esse- 
re eguale,  maggiore,  o minore  di  quella  d uu  fluido, 
entro  cui  sia  immerso.  La  spinta  verticale  eguale  co- 
stantemente al  peso  del  volume  fluido  discacciato  nel 
primo  caso  distrugge  esattamente  il  peso  del  solido  , 
che  rimane  perciò  immobile  ovunque  si  trovi  nel  flui- 
do ; nel  secondo  ne  distrugge  solo  una  porzione  egua- 
le a se;  e il  solido  scende  spinto  da  una  forza  eguale  al 
peso  residuo  j seppure  questa  forza  non  venga  distrut- 
ta dall’  opposizione  che  i fluidi  presentan  sempre  ai 
solidi,  che  gli  traversano  (4f>2):  opposizione,  che  a 
circostanze  pari  è proporzionale  alla  superficie  norma- 
le alla  linea  del  moto.  Nel  terzo  caso,  la  spinta  verti- 
cale maggiore  del  peso  del  sòlido  lo  spinge  in  alto 
finché  esca  dal  fluido  tanta  porzione  del  volume  di 
esso,  quanta  si  esige  perchè  il  peso  del  volume  flui- 
do discacciato  (il  quale  diminuisce  a proporzione, 
che  il  solido  emerge  ) si  riduca  eguale  al  peso  del  so- 
lido , e si  abbia  per  ciò. equilibrio  tra  esso  e la  spiuta 
verticale  . 

7o6.  Ma  perchè  si  producano  questi  effetti  biso- 
gna, che  possano  liberamente  esercitarsi  le  pressioni, 
dalla  cui  differenza  risulta  la  spinta  verticale  (698). 
Se  accada  , che  manchi  sopra  di  un  solido  la  pressio- 
ne di  basso  in  alto , come  per  es.  se  una  tavola  ben 
piallata  fosse  collocata  sul  fondo  liscio  d’un  recipiente 
pieno  d’  acqua;  per  quanto  la  gravità  specifica  del 
solido  sia  minore  di  quella  del  fluido , il  solido  non 
può  salire.  Così  pure  può  accadere , che  non  scenda 
un  corpo  più  grave  specificamente  del  fluido,  in  cui 
s’ immerge , se  con  qualche  artifizio  s’ impedisca  al 
fluido  di  premerlo  d’  alto  in  basso. 
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707.  Del  resto  uu  solido  spinto  cosi  in  alto  dalla 
maggior  gravità  specifica  d’un  fluido , in  cui  è immer- 
so in  modo  da  emergerne  in  parte,  dicesi  galleggiante. 

La  dottrina  dei  galleggianti  è si  interessante , che 
non  possiamo  dispensarci  dall’  esporne  sommariamen- 
te i principi  . 

708.  La  proprietà , che  i galleggianti  hanno  di  re- 
stare tanto  immersi  nel  fluido  da  discacciarne  un  vo- 
lume,  che  pesi  quanto  essi  pesano,  da  l’equazione  fon- 
damentale della  loro  teorica.  Se  dicasi  F il  volume 
totale  del  galleggiaute , v la  porzione,  che  resta  im- 
mersa nel  fluido,  onde  il  peso  del  galleggiante  sia 
gF  \ yv  il  peso  del  volume  fluido  discacciato  (49)  > 
avremo  per  1’  equilibrio  de’  galleggianti  1’  equazione 
gF  — y\>  , e quindi 

709.  I.  Il  volume  della  porzione  immersa  del  gal- 
leggiante sari»  o — . Date  per  tanto  l’altezza  a di 

un  prisma  galleggiaute,  la  base  b , e le  gravità  specifi- 
che g , y , se  sia  x l’altezza  del  volume  immerso,  a- 

vremo  v — bx  — — -----  ; onde  x — $ e 

y y y 

quindi  a — x ■=  a — ?£.Si  noti  per  altro  ie.che  l’e* 

y 


quazione  v — ^ - non  è rigorosamente  vera , che  nel 

7 

vuoto  . Se  siano  nell’aria  il  fluido,  e il  galleggiante, 
i loro  volumi  scaccernuno  un  volume  d’aria,  e perciò 
soffriranno  dall’  aria  una  spinta  verticale,  che  produr- 
rà una  diminuzione  di  peso  proporzionale  al  diverso 
respettivo  volume , come  resulta  da  ciò , che  dicemmo 
sopra  (700).  a*.  Se  il  fluido,  su  cui  sta  il  galleggiante 


Digitized  by  Googl 


443 

è di  tal  natura , che  debba  o deprimersi , o sollevarsi 
attorno  al  medesimo , come  si  sollevano , e si  depri- 
mono  i fluidi  nei  tubi  capillari,  la  diminuzione  dipeso 
del  galleggiante  eguaglia  il  peso  di  un  volume  fluido 
eguale  a quello  del  volume  solido  immerso  più,  o me- 
no il  peso  del  volume  fluido  depresso,  o sollevato 
( V.  Bibl.  Britann.  T.  34  p-  ?9  )* 

• 710.  II.  Dall5  equazione  g V = 7 v si  ha  v : V II 
g:y  ■ cioè  il  volume  della  parte  immersa  sta  al  volume 
totale  come  la  gravità  specifica  del  galleggiante  a quel- 
la del  fluido.  Perciò  diminuendosi  la  gravità  specifica 
del  galleggiante,  si  diminuirà  corrispondentemente  la 
parte  immersa . 

711.  Due  utili  applicazioni  di  questo  teorema  si 
fanno  nella  pratica  . La  prima  è il  metodo  di  staccare 
dal  fondo  del  mare,  e dei  fiumi  dei  gran  pesi,  attac- 
cando loro  un  forte  battello  moltissimo  carico,  e quin- 
di diminuendone  moltissimo  la  gravità  con  scaricarlo. 
La  seconda  è il  metodo  di  determinare  la  gravità  spe- 
cifica dei  diversi  solidi  per  mezzo  della  diversa  quan- 
tità del  loro  volume,  che  resta  immersa  in  un  dato 
fluido. 

712.  III.  Se  il  medesimo  galleggiante  sia  immerso 
successivamente  in  due  diversi  fluidi , che  abbiano  la 
gravità  specifica  7 , 7',  avremo  due  equazioni  gV—yv\ 
gV  = y'  e':  onde  yv  — 7V  ; e quiudi  7:7'  ::  v : v , 
cioè  le  gravità  specifiche  di  due  diversi  fluidi  stan- 
no fra  loro  in  ragione  inversa  dei  volumi , o parti 
immerse  in  essi  d’ uno  stesso  galleggiante . Dal  che  si 
deduce  il  metodo  più  usitato  per  determinare  la  di- 
versa gravità  specifica  dei  fluidi.  , 

713.  Adoprasi  a tale  oggetto  una  semplice  macchi- 
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netta  conosciuta  sotto  il  nome  d’ Idrometro  . Una  delle 
più  comunemente  usitate  è quella  immaginata  dal 
Farenheit,  ed  eccone  la  costruzione,  e il  modo  di  pre- 
valersene . Un  cilindro  di  vetro  DH  ( Fig-  p5  ) equa- 
bilmente graduato, e terminato  con  due  globi  B,  C so- 
vraposti , il  superiore  più  ampio,  e vuoto,  onde  far 
galleggiare  lo  strumento  in  un  fluido  anche  assai  leg- 
gero , Y inferiore  più  piccolo , e pieno  d’ una  materia 
assai  densa,  onde  farlo  immergere  in  un  fluido  anche 
assai  grave,  s’insinui  successivamente  in  due  fluidi. 
Le  diverse  profondità,  cui  si  abbassa,  mostrano  reci- 
procamente le  diverse  gravità  dei  fluidi. 


* Siano  H,  cD,  ovvero  i,  e 66  i punti,  cui  si  affonda  l’Idrome- 
tro in  due  fluidi , per  es.  nel  mercurio , c nell’  acqua.  Sia  g F il 
peso  costante  dell’  Idrometro.  Dette  y , y'  le  gravità  dei  due 
fluidi  , u il  volume  immerso  nel  primo  , v'  il  volume  immerso 
nel  secondo  ; avremo  come  sopra  g F — y v per  il  primo , e 

^ y1  p 

per  il  secondo  g F—y'v\  onde  yv=Zy'v\  e perciò 


Ora  facilmente  si  calcolano  nella  seguente  maniera  i volumi  v 
t»'.  Sia  rt®  7T  la  base  del  cilindro  DH , r il  raggio  del  globo  mag- 
giore B , r'  quello  del  minore  C } talché  sia  il  volume  del  primo 
—4/5  r’Tt } del  secondo 4/5  r'5  7T}  e il  volume  d’eutrambi*/j7TX 
(r5  -t-  r's).  Riducasi  questo  volume  ad  un  cilindro  della  base 
a®  71  ( per  renderlo  omogeneo  al  volume  DH  ) e dell*  altezza  s. 

• 1 4 

Avremo  a*  71*  = 4/j  n (r’-f-  r'5  ),  onde  a ==  (r3  -f-  r'3)| 

talché  se  le  dimensioni  delle  diverse  parti  della  macchina  diano 
a — '/si  r = ; r1  zzz  •/$  ; sarà  * =3  4*  Ora  il  volume  im- 

merso nel  primo  fluido  è la  somma  dei  volume  cilindrico  H 1 
— 1 , e del  volume  dei  due  globi  ridotto  cilindrico , cioè 
a*7T  ( 1 1 ) = a*TT  ( 4 + 1 ) = 5 a ® 7T  = v\ 

e il  volume  immerso  nel  secondo  è il  volume  dei  globi  più  ì| 
volume  HD  = 66 , cioè  a*it  ( 4 -f -66  ) = Jo  a* 7T  — v'.  Dun- 

que  ~ — = */,•  = «/,*  5 onde  / ==  1 J y = 14. 
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* 7l4*  IV*  Tosto  , che  il  galleggiante  sia  emerso  tanto,  che  si 
abbia  1’  equazione  gV  ~ yv,  dee  cessare  in  esso  ogni  moto  ver- 
ticale . Ma  perchè  sia  in  equilibrio  conviene,  che  non  abbia 
nemmeno  movimento  alcuno  di  rotazione.  Ora  ciò  non  può  esse- 
re, se  la  direzione  della  spinta  verticale  non  passi  pel  centro  di 
gravità  dell’intiero  galleggiante;  poiché  luori  di  questo  caso  il 
peso  Hon  essendone  distrutto  da  alcuna  forza  opposta,  dee  far  de- 
scrivere un  arco  d’alto  in  basso  al  centro  di  gravità  (243).  Ma 
la  spinta  verticale  dee  anche  passare  per  il  centro  di  gravità  del 
'volume  immerso  (697).  Dunque  il  centro  di  gravità  del  volume 
immerso , e del  galleggiante  debbono  trovarsi  nella  stessa  verti- 
cale . Per  lo  che  due  sono  le  condizioni  necessarie  per  1’  equili^ 
brio  dei  galleggianti } che  si  verifichi  l’equazione  g V — yv , e 
che  i centri  di  gravità  del  galleggiante,  c della  parte  immersa  sia- 
no nella  stessa  verticale. 

* 7«5.  La  special  figura  fa, che  varie  siano  anche  per  un  mede- 

simo galleggiante  le  posizioni,  in  cui  queste  due  condizioni  avve- 
randosi possa  aversi  equilibrio.  Nel  cap.  l3  dell’Idrostatica  del 
Bossut , e nel  cap.  4 del  libro  4 della  Mecc,.  del  Poisson  si  de- 
terminano queste  posizioni  d’  equilibrio  per  galleggianti  di  di- 
versa figura.  ’ ; , . ’ -•  f •• 

Ma  sebbene  tali  posizioni  producan  tutte  l’ equilibrio,  non  tut- 
te procurano  al  galleggiante  un  egual  grado  di  consistenza  e sta- 
bilità- Disturbato  un  galleggiante  dall’equilibrio  talvolta  vi  si  ri- 
stabiliscéi  con  maggiore  o minor - facilità  ; talvolta  si  rovescia* 
Per  comprendere  quando  debba  accadere  l’una,  o l’altra  di  que- 
ste cose,  sarà  opportuno  di  fare  le  seguenti  osservazioni. 

* 716.  Un  galleggiante  , che  noi  rappresentiamo  per  la  figura 
MKN  ( Fig.  96  ) emerso  rial  fluido  quanto  conviene  è contem- 
poraneamente affetto  da  due  eguali , ed  opposte  forze  , cipè  dal- 
la propria 'gravità  , e dalla  spinta  verticale  del  fluido  , in  cui  nuo- 
ta . Se  queste  forze  agiscono  nella  direzione  stessa  , cioè  se  il  cen- 
tro G di  gravità  del  galleggiante , e quello  F del  volume  fluido 
discacciato,  o sia  della  parte  immersa  sono  nella  stessa  verticale, 
l’effetto  dell’  una  è pienamente  distrutto  dall’effètto  dell’altra  , 
e si  ha  un  perfetto  equilibrio.  Ma  se  per  qualche  cagione  ineli- 
unudosi  la  figura  , il  centro  F si  traporti  in  Fl  mentre  sta  fisso 

•vii 
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il  centro  G di  graviti,  e perciò  la  direzione  della  spinta  verti- 
cale non  passi  piò  per  questo  centro  $ dee  immediatamente  ec- 
citarsi nel  galleggiante  un  moto  di  rotazione  intorno  al  mede- 
simo (4°9)  • Questo  moto  è prodotto  dalla  spinta  verticale  S, 
la  cui  nuova  direzione  F'g  seniori  normale  al  livello  del  fluido 
passando  costantemente  pel  centro  di  graviti  del  volume  fluido 
discacciato,  o della  parte  immersa,  si  allontana  nel  senso  dell* 
inclinazioue  dal  centro  di  graviti  del  galleggiante,  e fa  un  ango- 
lo F'  gG  colla  linea,  che  nella  posizione  d’equilibrio  univa  i due 
contri  G,  F.  Ora  se  questi  centri  siano  situati  in  modo,  che 
la  spinta  verticale  agendo,  per  es.  secondo  F'g  si  opponga  al  mo- 
to , con  cui  la  figura  s’ inclina  rotando  intorno  a G ; la  figu- 
ra per  l’azione  di  S ritorna  alla  posizione  d’ equilibrio { ha  per- 
ciò stabilii?»,  e il  momento  di  S riferito  al  centro  p dicesi  pro- 
priamente la  stabilità  del  galleggiante  . Ma  se  la  spinta  verti- 
cale per  la  situazione  di  F relativamente  a G agendo  per  es. 
secondo  la  direzione  F1’  g*,  anzi  che  contrariare  il  moto,  con  cui 
la  figura  s’ inclina  rotando  intorno  a G , lo  favorisca , la  figura 
manca  di  stabilità  , e si  rovescia  . 

Potrebbe  facilmente  dedursi  dai  principi , che  abbiamo  e- 
sposti  la  dottrina  completa  della  stabilità  dei  galleggianti  ; ma 
no?  ci  contenteremo  di  riferirne  semplicemente  i seguenti  re- 
sultati . 1 ‘ 

* 717.  I.  Se  il  centro  G di  gravità  del  galleggiante  sarà  più 
basso  M centro  F di  gravità  della  parte  immersa,  il  galleg- 
giante avrà  una  stabilirà  tanto  maggiore,  quanto  maggiormen- 
te saranno  tra  loro  discosti  i due  centri'. 

* 718.  n.  Se  il  centro  di  gravità  del  galleggiante  sarà  più 

allo  di  quello  della  parte  immersa  , i°.  il  galleggiante  avrà  della 
stabilità, quando  il  quoziente  del  cubo  della  linea  AB  =9,  che 
separa  la  parte?  immèrsa  dall’emersa  ( detta  dai  Francesi  ligne 
de  flottai son  ) diviso  per  12  è maggiore  del  prodotto  del- 
Y area  immersa  AKB  “ b*  per  la  distanza  h , che  passa  tra’ 
due  centri  di  gravità:  cioè  quando  */ì»  <7 5 e tanto  più. 


quanto  il  primo  termine  sarà  maggior  del 
i°.  Non  avrà'  stabilità  , quando  sia 

0 **  Y " ' u ' ' * 

PU,C  k = ' 


secondo . 

*/.*  qi  5=  hb*  ) op- 

i L’  ir.  • 
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, 3°.  Dovrà  ad  ogni  piccolo  urto  rovesciarsi , se  sìa 

*/i»  <7’  < h b\ 

* 719.  Per  lo  che  la  maggiore  altezza,  cui  possa  situarsi 

il  centro  di  gravità  del  galleggiante  al  disopra  di  quello,  della 


parte  immersa  è limitata  dall’  equazione  h ~ — - — 


se  si  vo- 


glia dare  stabilità  al  galleggiante.  Ora  siccome  quando  si  veri- 
fica questa  equazione  , essendo  nulla  la  stabilità  , il  momento 
della  spinta  verticale  diventa  = o ; dee  diventar  — o anche  Li 
distanza  tra  la  direzione  di  essa  spinta, e il  centro  di  gravità  del 
galleggiante,  onde  questo  centro  dee  cadere  sul  punto  g.  Dun- 
que perchè  il  galleggiante  abbia  della  stabilità  conviene  , che  il 
centro  «li  gravità  ne  sia  sempre  al  disotto  del  punto  g.  Questo 
punto  nell’Architetfnra  navale  h dello  Metacentro  , e al  disotto 
di  esso  dee  cadere  il  centro  di  gravità  del  vascello  caricato  per- 
chè questo  j tossa  avere  della  stabilità. 

La  dimostrazione  di  questi  resultati,  e molte  altre  importati- 
ti cose  relative  alla  stabilità  dei  galleggianti  potran  vedersi  nel 
cap.  iq.  dell’Idrostatica  del  Possiti  , dove  si  trovali  citati  tutti 
gli  Autori,  che  meglio  han  trattata  questa  materia. 


Macchine  Idrostatiche . 

••'i. 

270.  Le  più  comuni  tra  le  macchine  idrostatiche 
sono  il  Barometro  , e le  Trombe,  che  si  usano  per  sol- 
levar l’acqua. 

Il  Barometro  macchina  a tutti  nota  serve  a misura- 
te il  peso  dell’aria  tenendolo  in  equilibrio  con  quello 
del  mercurio.  La  teorica  di  questa  macchina  si  appog- 
gia principalmente  sulle  proprietà  dell’  aria,  e perciò 
noi  la  riserbiamo  al  trattato  particolare,  che  daremo 
in  seguito  di  questo  fluido.  Qui  ci  contenteremo  di  no- 
tare, che  questa  macchina  mostra  , che  il  peso  di  una 
colonna  ammosferica  al  livello  del  mare  fa  ordinaria- 
mente equilibrio  a una  colonna  di  mercurio  d’  egual 
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base , cbe  abbia  V altezza  di  28  poi.  fr.  o in  altri  ter- 
mini, che  la  pressione  di  una  colonna  d’aria  alta  quan- 
to l’ammosfera  tiene  elevato  il  mercurio  dentro  un 
cilindro  d’  egual  base  perfettamente  vuoto  fino  all’al- 
tezza di  28  poi.  e mostra  pure,  cbe  questa  pressione  è 
soggetta  a variazioni  frequenti , e notabili. 

721.  Di  tre  specie  sono  le  Trombe,  A spiranti-,  Pre- 
menti} ; Aspiranti  insieme  e prementi.  La  tromba  aspi- 
rante è composta  di  due  tubi  metallici,  l’uno  AN 
(Fig. 97)  detto  corpo  della  tromba  ordinariamente  pii 
ampio  dell’altro  NT  detto  tubo  d’aspirazione.  Questo 
ha  la  sua  estremità  inferiore  nell’acqua  XY,  e la  supe- 
riore unita  all’  altro  tubo  per  mezzo  del  piano  meta  1- 
lico  MN,  nel  quale  è una  animella  O,  che  si  apre  solo 
di  basso  in  alto.  Questa  può  anche  essere  in  TV , cioè 
nel  piano  di  livello  dell’acqua,  ma  noi  la  supponiamo 
nel  piano  MN,  dove  ordinariamente  suol  mettersi.  Nel 
corpo  della  tromba  è insinuato  lo  stantufo  GHI  guar- 
nito di  un  animella,  che  si  apre  essa  pure  di  basso  in 
alto.  Combacia  questo  esattamente  colle  pareti  in  mo- 
do, che  impedisce  l’accesso  dell’aria  esterna  , ma  può 
peli’ azione  della  leva  EC  sollevarsi  alternativamente  , 
ed  abbassarsi,  percorrendo  un  determinato  spazio  H L 
tale  , che  LN  sia  minore  di  NV. 

Allorquando  lo  stantufo  KI  passa  in  KL  l’aria  am- 
mosferica  contenuta  in  MI  si  dilata,  riducendosi  ad  oc- 
cupar lo  spaziò  ML,  e quindi  diminuisce  la  sua  pres- 
sione(657)contrò  l’animella  E:  perlochè  l’aria  più  den- 
sa contenuta  in  TN  coll’eccesso  della  sua  pressione  l’a- 
pre, e penetrando  nello  spazio  ML,  si  riduce  tutta  l’aria 
contenuta  in  TL  densa  egualmente,  ma  meno  densa, 
die  l’aria  esterna;,  La  quale  premendo  perciò  l’acqua  con 
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maggior  forza  l’obbliga  a sollevarsi  dentro  del  tub  o fi- 
no ad  una  altezza  RS  tale , che  il  peso  del  cilindro  a- 
queo  sollevato  nel  tubo  insieme  con  la  pressione  del-  , 
l’aria  rarefatta  in  RL,  faccia  equilibrio  alla  sua  pres- 
sione. Mentre  poi  lo  stantufo  deprimendosi  ritorna 
alla  situazione  primitiva , l’ aria  contenuta  in  ML  sof- 
fre una  compressione  , per  cui  chiude  1’  animella  O , 
ed  apre  la  G,  d’ onde  ella  puòescire  liberamente.  Rial- 
zandosi nuovamente  lo  stantufo,  per  la  stessa  ragione , 
e nella  stessa  guisa  si  rarefa  l’aria  del  tubo  TN,  e perc  iò 
si  solleva  più  alto  in  PQ  1*  acqua,  che  dopo  un  certo  * 
numero  di  tali  moti  penetra  per  1’  animella  O.  nello 
spazio  ML.  Introdotta  l’acqua  in  questo,  spazio  sof- 
fre dallo  «tantufo  l’ azione  stessa , che  prima  soffriva 
1’ariaj  oltrepassa  l’animella  G,  e giugne  finalmente  al- 
lo sfogo  F , per  cui  si  versa. 

7 a a.  È Aiaro  pertanto,  che  in  questa  tromba  Peleva- 
zione  dell’acqua  dipende  dalla  pressione  delle  colonne 
ammosferiche  sulla  superficie  XY  della  medesima  . 
Dunque  i°.  siccome  sappiamo  dall’esperienza,  che  que- 
ste colonne  fanno  equilibrio  a colonne  d’ acqua  di  3» 
piedi,  ovvero  io, 3 metri  d’altezza,  e d’egual  base  ( si 
suppone  la  tromba  situata  a livello  del  mare)  cosi  l’a-, 
equa  colla  tromba  aspirante  non  si  può  sollevare , che 
a circa  3 a piedi.  Per  lo  che,  il  tubo  d’aspirazione  non 
può  aver  altezza  maggiore } sarà  anzi  opportuno,  che 
l’abbia  alquanto  minore. 

7^3.  Dunque  a°.  tanto  più  sollecitamente  l’acqua 
dee  alzarsi  nella  tromba  aspirante,  quanto  più  solleci- 
tamente questa  si  vuota  d’ aria . Ora  ciò  segue  tanto 
più  sollecitamente,  quanto  minor  quantità  d’aria  è 
x.  1.  3o 


Digitized  by  Google 


45o 

contenuta  nel  tubo  d’aspirazione,  e nello  spazio  IM, 
é quanto  è maggiore  il  vuoto , che  si  genera  per  l’ ele- 
vazione dello  stanttifo  ; cioè  quanto  è minore  l’ altez- 
za, e il  diametro  del  tubo  d’ aspirazione,  e quanto  è 
maggiore  il  corpo  della  tromba,  e più  lungo  il  tratto, 
che  ne  percorre  lo  stantufo  elevandosi . Dunque  tanto 
più  solleciti  sono  gl’ inalzamenti  dell’acqua,  quanto 
maggiore  è il  tratto  HK,  per  cui  si  muove  lo  stantufo, 
quanto  è maggiore  il  rapporto  del  diametro  del  corpo 
della  tromba  a quello  del  tubo  d’aspirazione,  e quan- 
to  è minore  l’altezza  di  questo  tubo,  e la  sua  distanza 
MH  dallo  stantufo  depresso. 

* 724.  Ciò  premesso , egli  è evidente  , che  ad  ogni  cólpo  di 

stantufo,  cioè  ogni  volta,  che  lo  stantufo  è arrivatoain  RL,  tre 
forze  si  fanno  equilibrio  in  questa  tromba  ; la  pressione  dell’aria 
ammosferica  , quella  dell’  aria  rarefatta  contenuta  nello  spazio 
TM  ■+■  ML,  e il  peso  del  cilindro  aqueo  TS  sollepto  nel  tubo 
d’aspirazione.  Ora  ponendo  32  zz  q , e dicendo  g la  gravita 
specifica  dell’  acqua  , b la  base  del  tubo  d’  aspirazione , la  pres- 
sione dell’ammosfera  sarà  bgq . Detta  x l’altezza  TR  , la  pres- 
sione dell’aria  rarefatta  sarà  espressa  per  bg  ( q — x ) zz bgz, 
facendo  q — x ; e il  peso  o la  pressione  del  cilindro  aqueo 
TS  sarà  bgx",  onde  per  l’ equilibrio  dopo  il  primo  colpo  dello 
stantufo  sarà  bgq  = bgx  4-  j q x z . ( , 

Avanti  1’  elevazione  dello  stautufo , la  massa  d’ aria  con- 
tenuta nel  tubo  d’aspirazione  TN  siccome  era  d’egual  densità 
dell’ ammosferica, così  esercitava  una  pressione  zz  bgq  ; dopo  l’e- 
levazione dello  stantufo  essendosi  la  detta  massa  d’  aria  dif- 
fusa in  un  maggior  volume  SK  , la  pressione  è divenuta  bgz . 
Ma  le  pressioni  d’  una  stessa  massa  di  aria  sono  reciproche 
al  volumi  (632) . Dunque  avremo  bgq:  bgz  ’*  SK:  TN;  s 


cioè  detto  r il  raggio  del  tubo  d’aspirazione  , fi 


quello  del  corpo  della  tromba , a l' altezza  del  tubo  d’ aspira- 
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rione , a'  lo  spazio  HK , che  si  descrive  dallo  stantufo , d la 
minima  distanza  HM  dello  stantufo  depresso  dal  tubo  d’aspi- 
razione , fatto  «’  4“  dz=  n;e  posta  1 : ir  la  ragione  del  dia- 


metro alla  periferìa  z — 


<7 


Dunq  uè  q = x z 

K* 


7t  n if»4-7tr»(  a — x) 
r + 


a qr* 


; e quindi,  fat- 


n/f*4"r*  ( « — x )’ 

ti  per  comodo  = k ; h = q a 4-  k n , 

(ì)  x =y,  [ h + |/(  A*  — 4 <7  k n ) ] . Perciò 

CO  * = 7 — *=’A  [iq~h  + y (A»— 4*n)]; 

rielle  quali  equazioni  convien  prendere  il  segno  inferiore  pei  ra- 
dicali , giacché  tanto  x,  quanto  a debbono  essere  minori  di  q, 
e ciò  non  potrebbe  essere  prendendo  i segni  superiori. 

* 7»5.  Precisamente  nella  stessa  maniera  potrà  trovarsi  la 

condizione  dell’  equilibrio  tra  le  pressioni  dell*  ammosfera , del 
cilindro  aquoo  TQ  , e dell’aria  rarefatta  contenuta  in  QK  dopo 
il  secondo  colpo  dello  stantufo  . Detta  x*  l’altezza  TP;  q - x'=  z’ 
avremo  al  solito  q = xl  -f-  z'.  E col  medesimo  ragionamento 
troveremo  bgz  : bgz'  ; * QK  : SN  ; z'  — 1 

z -SN  zTzr*(a— x)  z(a — x) 

QK  Tri?»  n-^-Tcr*  («— x‘)  An4*(« — x') 

Quindi  q — x'  -f-  — — — — r1  I (*?—*)  Ca  , 


e finalmente 


Aw-f-x — 3 


( $)  x’  — h V f — 4 qkn  — 4xCf/  -f  a — x ) f 

2 

equazione,  in  cui  abbiamo  dato  al  radicale  il  segno  , che  no- 
tammo sopra,  che  li  conviene . 

* 726.  Collo  stesso  metodo  potremmo  determinare  x",  z"  ec. 
per  il  terzo , e quanti  si  Cogliono  colpi  di  stantufo  ; ma  senza 
diffonderci  in  ciò  dedurremo  piuttosto  alcune  importanti  con- 
seguenze dallo  fofrriule  trovate. 

**•  La  mass»  delP acqua,  che  ad  ógni  colpo  di  statuto 
si  solleva  nel  tubo  d’aspirazione,  sarà  data  dal  prodotto  <fc  tró* 
vati  valori  di  x , x' , ec.  per  la  base  nr*  del  tubo. 

* 727.  2».  Se  nell’  equazione  prima  (724)  faremo  x=  a 
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e la  risolveremo  per  rapporto  ad  a , conosceremo  la  lunghezza 
da  darsi  al  tubo  d’aspirazione  TN,  perchè  al  primo  colpo  di 
stantufo  riempiasi  tutto  d’ acqua  . 

• 728.  3°.  Si  avrà  equilibrio,  e l’acqua  non  continuerà  a 

salire,  se  il  valore  di  x , x1,  ar",  ec.  sarà  reale;  onde  perchè 
1*  acqua  continui  e salire  bisogna  , che  questi  valori  siano  im- 
maginar j . Cosi  1’  acqua  si  arresterà  dopo  il  primo  colpo  di 
stantufo , se  non  sia  AJ  4 r/kn. 

* 729.  Sia  1*  acqua  arrivata  in  DF  ; cioè  cominci  a sgorga- 
re. In  tal  caso  la  forza  f per  sollevar  lo  stantufo  dee  vincere 
una  resistenza  risultante  dal  peso  dello  stantufo,  dal  peso  del 
cilindro  aqueo  HF,che  li  sta  sopra,  e dal  peso  dell’ammosfera; 
ma  è coadiuvata  in  tal  azione  dallo  sforzo, che  esercita  di  bas- 
so in  alto  il  cilindro  aqueo  TI . Dunque  si  avrà  equilibrio  , 
quando  la  resistenza  eguagli  la  somma  di  f , e dello  sforzo  del 
cilindro  aqueo  TI.  Detta  per  tanto  by  la  base  dello  stantufo,  e 
1*  altezza  HD , avremo  la  pressione  del  cilindro  aqueo  HF  es- 
pressa per  b'cg  , e lo  sforzo  del  cilindro  aqueo  TI  eguale  alla 
pressione  dell’  ammosfera  sull’  acqua  , meno  il  peso  del  cilindro 
stesso,  cioè  bgq  — bg  ( a -p.  d ).  Talché  detto  p il  peso  dello 
stantufo , la  resistenza  sarà  p -}-  bcg  -4»  bgq  ; e perciò  in  caso 
d’ equilibrio  sarà  f = p + bcg  -f-  bgq  — bgq  -f-  bg  ( a 4-  d") 
rs  p .4-  b'cg  -4*  bg  d~)  . Dovendosi  poi  aumentar  la  forza 
di  xfi  di  se  stessa  , perchè  dall’  equilibrio  si  passi  al  moto  (644) 
avremo  pel  caso  del  moto  f zs  A/s  [ p + &cg  4 bg  X 

(«+<*)]• 

73o.  La  tromba  premente  non  è,  che  l’aspirante 
rovesciata.  Il  tubo  BCKA  ( Fig.  98  ) sia  immerso  nel- 
l’ acqua,  e sia  dentro  il  medesimo  lo  stantufo  YHI , 
ebe  fermato  per  mezzo  della  verga  ZY  allo  strumento 
abcdmn  possa  alternativamente  alzarsi , ed  abbassarsi 
per  1*  azione  della  leva  gL.  Abbia  questo  stantufo  una 
animella  F,  cbe  si  apra  di  basso  in  allo.  Nel  piano 
metallico  orizzontale  YP  bastantemente  grosso,  e salda- 
to alle  pareti  del  tubo  sia  un’  altra  simile  animella  E , 
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che  si  apra  pure  di  basso  in  alto.  Tale  è la  costruzio- 
ne della  tromba  premente  . Ora  quando  lo  stantufo  si 
abbassa  l’ acqua  s’insinua  al  disopra  di  esso  nel  tubo 
per  l’ animella  F $ e quando  torna  ad  alzarsi,  quest’a- 
cqua serra  la  detta  animella  F,  e a traverso  del  foro 
E vien  spinta  sopra  il  piano  VP , dove  si  arresta , chiu- 
dendone T animella  colla  sua  gravità.  Se  lo  stantufo 
torna  nuovamente  a deprimersi , una  nuova  quantità 
d’acqua  s’insinua  aldi  sopra  di  esso  , ed  è costretta 
per  la  successiva  elevazione  a sorpassare  il  piano  VP . 
Così  va  successivamente  sollevandosi  l’ acqua  nel  tubo 
VO,  e tanto  maggiormente,  quanto  maggior  numero 
di  volte  si  alterna  l’abbassamento,  e l’elevazione  del- 
lo stantufo  . È chiaro  duuque , che  l’ acqua  nella  trom- 
ba premente  può  elevarsi  ad  un’  altezza  quanto  si  vuo- 
le superiore  a 3a  piedi , giacché  non  ne  dipende  l’ i- 
nalzamento  dalla  gravità  dall’aria,  ma  dalla  sola  azio- 
ne della  potenza  , che  muove  lo  stantufo , la  quale 
debb’ essere  capace  di  vincere  una  resistenza  eguale  al 
peso  dello  stantufo,  e del  cilindro  aqueo  sovrastante 
al  medesimo . 

y3t.  La  tromba  aspirante  insieme , e premente  ri- 
sulta dalla  combinazione  delle  due  descritte  trombe. 

Nella  parete  del  corpo  della  tromba  A B M N 
( Fig.  99  ) poco  sopra  alPjjjrfone  d’ esso  col  tubo 
d’ aspirazione  MV  mette  foce  un  tubo  «curvo  GPRL 
serrato  da  una  animella  E , che  si  apre  di  dentro  in 
fuori , cioè  da  P verso  L.  Lo  stantufo  IH  non  è fora- 
to. L’azione  dello  stantufo  spinge  1’  aria  contenuta 
nel  tubo  d’  aspirazione  fuori  dalla  tromba  pel  tubo 
GZ,  in  quella  maniera  appunto,  che  nella  tromba  a- 
spirante  è spinta  fuori  per  il  foro  dello  stantufo  me- 
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desimo.  Vuotato  d’aria  il  tubo  d’ aspirazione,  penetra 
nel  corpo  della  tromba  1’  acqua , ebe  per  la  pressione 
dello  stantufo  abbassato  è forzata  a passare  per  l’ani- 
mella E nel  tubo  GZ,  in  eui,  essendo  dalla  detta  ani- 
mella impedito  il  regresso,  tanto  maggiormente  solle- 
vasi , quanto  maggior  numero  di  volte  lo  stantufo  al- 
terna i suoi  movimenti . Questa  è l’ordinaria  costru- 
zione della  tromba  aspirante , e premente . Monsignor 
Castelli  Canonico  del  Duomo  di  Milano  ha  immagi- 
nata una  nuova  tromba  aspirante  e premente  da  lui 
detta  Tromba  Napoleone,  che  spinge  l’acqua  in  gran- 
dissima distanza  per  estinguere  gli  incendj , e sotto 
piccole  dimensioni  solleva  grandissima  quantità  d’a- 
cqua. Essendone  anche  economica  la  costruzione,  è da 
desiderarsi,  che  se  n’estenda  l’uso,  e noi  consigliamo 
i nostri  lettori  a vederne  la  descrizione  data  dall’Au- 
tore in  un  suo  opuscolo  stampato  nel  1808  nel  n°.  X. 
del  giornale  d’ incoraggiamento,  che  si  pubblicava  in 
Milano . 

Anche  con  questo  genere  di  trombe  può  .sollevar- 
si l’acqua  a qualunque  altezza  nel  tubo  GZ,  perchè 
l’elevazione  per  questo  tubo  dipende  dall’azione  non 
dell’aria,  ma  bensì  della  potenza  applicata  allo  stantufo. 
* 73».  Per  calcolare  la  forza  necessaria  a sollevare  e depri- 

mere lo  stantufo  in  questa  tromba,  convien  riflettere,  i°.  che 
quando  si  solleva  , la  resistenza  resulta  dal  peso  p dello  stan- 
tufo,  e dalla  pressione  bgq  dell’  ammosfera , e la  forza  è coa- 
diuvata dallo  sforzo  del  cilindro  aqueo  TI  espresso,  come  av- 
vertimmo sopra  , per  bgq  — bg  ( a -f-  d ) ; onde  detta  f la  for- 
za , che  solleva  lo  stantufo  , avremo  come  sopra  (72^)  f — 

4/s  I P + «+<*)]• 

2°.  Che  quando  lo  stantufo  si  abbassa  la  resistenza  egua- 
glia il  peso  del  cilindro  aqueo , ehe  dee  sollevarsi  nel  tubo 
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GQ,  e la  pressione  dell’ aramosfera  sopra  il  detlo  cilindro; e la 
forza  è secondata  dal  peso  y dello  stantufo , c dalla  pressione 
bgq  dell’ainmosfera.  Ora  siccome  l’acqua  spontaneamente  si  sol- 
leva nel  tubo  GZ  fino  all’altezza  Iy  per  livellarsi  col  piano,  cui 
è giunta  nel  corpo  della  tromba  , cosi  resisterà  all*  azione  dello 
stantufo  solo  un  cilindro,  che  avrà  per  altezza  yK  = c ( po- 
sto , che  l’acqua  giunta  in  E.  si  versi  ) , è per  base  la  base  b 
del  tubo  GZ  ; onde  detta  /'  la  forza  necessaria  ad  abbassar  lo 
stantufo  , avremo  per  l’equilibrio/'  = bcg  -j-  bgq  —p  — bgq 
~ bcg  — pi  e per  il  moto  /*  =B  4/s  ( bcg  — p )•  Siccome 
poi  nelle  macchine  generalmente  è opportuno, che  il  moto  sia 
uniforme,  sarà  pure  opportuno,  che  sia  in  questa  f ~f* , cioè 
p 4-  bg  ( a -fd  ) = bcg  — pip  = '/,[%  (c  — a — d)]. 
Laonde  perchè  il  peso  dello  stantufo  non  sia  nullo,  o nega- 
tivo, converrà , che  sia  c perciò  se  varia  la  si- 

tuazione del  livello  Iy,  e quindi  il  valore  di  a,  si  dovrà  cor- 
rispondentemente aumentare,  o diminuire  il  peso  dello  stantu- 
fo applicandovi,  o togliendone  qualche  grave. 

CAPITOLO  IL 
Idraulica  ^ 

7 33.  Quattro  sono  gli  oggetti , che  principalmen- 
te si  considerano  nell’  Idraulica . 

i°.  L’egresso  del  fluido  dal  recipiente; 

2°.  Il  moto  di  esso  per  gli  alvei,  o per  i condotti  ; 

3° . La  celerità , che  vi  acquista  , 

4°.  Gli  ostacoli , che  v’incontra  . 

Noi  gli  esamineremo  tutti  separatamente  colla 
massima  possibile  brevità , dirigendo  il  nostro  discor- 
so all’  acqua  principalmente . 

^34-  Se  si  conoscesse  la  massa,  il  numero,  e la 
figura  delle  parti , che  costituiscano  un  fluido  in  mo- 
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to , la  teprica  del  movimento  dei  fluidi , potrebbe  age- 
volmente ridursi  a un  semplice  problema  dinamico 
considerando  le  particelle  fluide  come  piccoli  corpi  a- 
genti  l’uno  sull’altro, e sottoposti  a qualche  forza,  per' 
es.  a quella  di  gravità . Ma  noi  siamo  tanto  lungi  da 
una  tal  cognizione , abbiamo  d’altronde  un’analisi  co- 
si imperfetta,  che  ben  poco  si  potrebbe  su  ciò  stabilire 
a priori.  Perciò  isoli  metodi  indiretti,  e fondati  sul- 
l’esperienza sono  atti  alle  ricerche  idrauliche,  special- 
mente  se  vogliano  riferirsene  alla  pratica  i resultati. 
E quindi  è , che  alle  indicazioni  dell’esperienza  par- 
ticolarmente ci  atterremo  in  queste  nostre  conside- 
razioni . 

735.  Dai  molti  esperimenti  fatti  sui  fluidi  , che 
per  un  foro,  o lume  escono  dal  loro  recipiente  si  è 
principalmente  dedotto:  i°.  Che  la  superficie,  del  flui- 
do si  mantiene  orizzontale,  finché  non  arrivi  vicino  al 
foro  di  sgorgo , che  suppongo  piccolissimo  relativa- 
mente alla  parete,  in  cui  è scavato,  a*.  Che  in  vici- 
nanza del  foro  gli  strati  fluidi  s’  inclinano  formando 
una  specie  di  ombuto}  probabilmente  perchè  la  pressio- 
ne dell’  aria  superiore  sulla  superficie  del  fluido  non  è 
controbilanciata  dalla  pressione  dell’  aria  inferiore  ra- 
refatta dall’urto  dell’  acqua  sgorgante . Quindi  o per- 
chè resti  cosi  vicendevolmente  ritardato  l’ egresso  dei 
minimi  filetti  fluidi , che  obliquamente  e in  disordine 
si  presentano,  o per  altra  cagione  la  vena  Jluida  si 
contrae  nel  suo  passaggio  attraverso  il  foro , sia  esso 
armato  d’un  tubo,  o disarmato  ; si  mantiene  con- 
tratta per  un  piccolo  spazio  oltre  il  foro}  e forma  una 
specie  di  piramide  tronca  ( Fig.  94  ) pyxq,  che  ha  la 
base  più  piccola  xy  nel  luogo , in  cui  cessando  la  con- 
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trazione,  la  vena  prende  una  figura  prismatica.  Se  il 
foro  sia  disarmato,  X effettiva  portata,  o quantità  d’a- 
cqua , che  n’esce  sta  a quella  che  seuza  la  contrazio- 
ne dovrebbe  escime  secondo  l’ampiezza  di  esso,  o sia 
alla  poi'tata  teoretica  come  5 : 8 ; se  poi  sia  armato 
d’  un  tubo , la  portata  effettiva  sta  alla  teoretica  co- 
me i3  : 16.  Talché  se  l’area  del  foro  o lume  sia  b,  l 
la  linea  , che  misura  la  velocità  della  colonna  fluida  , 
che  esce  dal  foro  in  un  dato  tempo , sarà  la  portata 
teorica  bl,  e l’effettiva  */$  bl,  o ,s/,6  bl  ; e generalmente 

, supposto  m — 5,  ovvero  m — ì 3 ; n = 8,  ov* 
n 

vero  n = 16:  giacché  tanto  maggior  copia  di  fluido 
deve  escire  in  un  dato  tempo , quanto  è più  ampia  l’a- 
pertura vera  , o corretta , che  li  da  l’egresso,  e quanto 
è maggiore  la  velocità , con  cui  sgorga . 

7 36.  Ciò  premesso  supponghiamo , che  mentre 
dall’  apertura  LF  del  recipiente  AO  ( sia  essa  nella 
parete  verticale,  o nell’orizzontale)  esce  il  prisma  aqueo 
pqgf,  la  superfìcie  o strato  di  fluido  VT  si  abbassi  da 
YT  in  vt  $ che  quant’  acqua  esce  per  LF,  altrettanta 
n* entri  nel  recipiente  per  KI,  onde  se  ne  conservi 
sempre  il  livello  alla  medesima  altezza  ; e che  l’afflus- 
so della  nuova  acqua  non  produca  alcun  moto  in 
quella , che  trovasi  nel  recipiente  . Il  prisma  aqueo  qf 
sarà  eguale  al  prisma  tV,come  è evidente,  e fatta 
P area  TY  = e,  P area  LF  = b-,y  l’altezza  qg  del 
prisma  qf,  x l’altezza  Tt  del  prisma  Yt,  avremo  ex 
= by , onder  :y  \\b:e.  Ora  siccome  nel  tempo,  che 
la  superficie  YT  descrive  l’altezza  Tt,  la  superficie 
pq  descrive  l’altezza  gq,  avremo  le  celerità  medie  dei 
due  prismi  rappresentate  dalli  spazj  x,y.  Perciò  la 
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celerilà  media  d’uno  strato  o prisma  qualunque  preso 
nell’interno  del  fluido  è alla  celerità  del  fluido  all’e- 
gresso dall’  orifizio  , come  l’ area  dell'orifìzio  alla  base 
del  prisma . E perciò  se  l’ area  dell’  orifizio  sia  infinite- 
sima rapporto  alla  base  del  prisma , o dello  strato  , e 
sia  la  velocità  all’orifizio  finita,  sarà  infinitesima  la 
celerità  del  prisma  o dello  strato . La  qual  cosa  deb- 
be  intendersi  siccome  in  generale  d’ogni  strato  del- 
la massa  fluida  del  recipiente  , cosi  ancora  di  quel- 
lo , che  è contiguo  all*  orifizio  . Laonde  lo  strato  , 
inferiore  della  colonna  fluida , che  corrisponde  al  lu- 
me pq  resisterà  agli  strati  superiori,  come  se  det- 
to lume  fosse  serrato,  e quindi  detta  a F altezza  della 
colonna  fluida,  che  sovrasta  al  lume,  g la  gravità  spe- 
cifica dell’acqua,  il  prisma,  o strato  pF  soffrirà  una 
pressione  abg  . Noteremo  in  seguito  qual  rapporto 
debba  avere  l’ area  del  foro  a quella  del  fondo , o della 
parete,  in  cui  è scavato,  perchè  possa  considerarsi  pra- 
ticamente come  infinitesima. 

737.  Ora  se  nel  tempo,  che  la  pressione  abg  fa 
escire  dall’  orifizio  il  prisma  Lq,  il  peso  d’un  prisma 
pqxy  espresso  per  bgz  ( ponendo  l’altezza  qx  = s ) 
faccia  percorrere  la  piccola  altezza  z a questo  prisma 
riguardato  come  immobile  al  principio  del  moto , sa- 
ranno le  forze  motrici  indicate  da  abg,  bgz.  Queste 
forze  motrici  sono  proporzionali  alle  quantità  di  molo 
che  esse  producono , onde  detti  m , mi  i prismi  qgfp , 
qxypi  c,  c'  le  loro  celerità,  avremo  abg  : bgz  “ me  : 
me  i tèi  m:  : tuo  : m c1 . Ma  essendo  i prismi  eguali  al 
prodotto  della  base  nelFallezza,  abbiamo  m=bj  ,m  — 
bz , e perciò  me  : mi  c’  : : bye  : bzc\  Siccome  poi  in  tempi 
eguali  gli  spazj  y,  z sono  come  le  celerità  c,  c'j  così  me: 
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m*  c'  II  be'  i be''  ; e e*  : clt  II  a:  z.  Ora  se  C fosse  la 
celerità,  che  un  grave  acquisterebbe  cadendo  dall’al- 
tezza a , si  avrebbe  C*  : c''  II  a:  z . Ma  abbiamo  tro- 
vato ora  che  c*  : e'*  II  a :z . Dunque  C*  — c*  ; C = c . 
Perciò  la  celerità  del  fluido  nell'  egresso  dall ’ orifi- 
zio è esuale  alla  celerità  , che  un  grave  acquisterebbe 
cadendo  dall ’ altezza  a che  il  fluido  ha  nel  recipien- 
te ; lo  che  è confermato  ampiamente  dall’  esperienza  . 
Quindi,  poiché  il  moto  dei  ^avi  è uniformemente  ac- 
celerato 

738.  i*.  L’acqua  uscendo  dall’orifizio  LF  ha  una 
celerità  tale,*che  la  farebbe  salire  per  tutta  l’altezza 
a (1 13). 

n3g.  2°.  Se  la  celerità  con  cui  l’acqua  esce  dal- 
l’orifizio restasse  uniforme , il  prisma  aqueo  percor- 
rerebbe uno  spazio  2 a uel  tempo,  che  un  grave  im- 
piegherebbe a cadere  dall’  altezza  a (i  12). 

74o.  3°.  Se  siano  a , a‘  le  altezze  dell’  acqua  al  di» 
sopra  degli  orifizi  in  due  recipienti  ( supposta  costau- 
te  la  gravità) , dette  e,  c'  le  velocità,  con  cui  essa  esce 
da  infinitamente  piccoli  orifizj,  sarà  c : c'  ::  jfa  : J /a'  ; 
cioè  , le  celerità,  con  cui  l’acqua  esce  da  orifizj  infini- 
tesimi , sono  tra  loro  come  le  radici  qua  ire  dell ' al- 
tezze di  essa  neJ  diversi  recipienti. 

* 74». Dunque 


I.  Essendo  J/a  : f/d  JI  c : df  a : ak  JJ,  c*  : c'1  H 
ch 

(26 6),  se  y denoti  la  forza  costante  di  gravità  , V altezza  a 
£*  • • 

— — (si  suppone , che  sia  a*  = = 1 ) sarà  1’  altezza 

2 y 2 y * 

dovuta  alla  celerità  c dell’  acqua.  E qnindi  1®.  la  forza  abg  tro- 
vata  sopra  (737)  si  riduce  bg  — J cioè  la  foiz*  della  pressio. 

2 y 


\ 
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ne , o l’ urlo  diretto  dell’  acqua  è eguale  al  peso  d’ un  prisma 
d’ acqua  , che  abbia  per  base  F area  premuta  , o urtata , e per  al- 
tezza l’altezza  dovuta  alla  celerità  dell’  acqua , come  colP  espe- 
rienza dimostrarono  i sigg.  D’Alembert,  Condorcet  ( Nouv.Exp . 
sur  la  resistence  des  Jluides  Par.  1777)»  e bossut  ( Mem . de 
V Acai.  des  Sc.ien.  de  Par.  1 77®  )*  avremo  c*  ~ a.  iy 
c = y a.  iy  misura  della  celerità  assoluta  del  fluido  ,^he  esce 
da  un  foro  infinitesimo. 


* 74*.  II.  Dicasi  q la  quantità  d’acqua  escita  dall’orifizio  nel 

tempo  / ; il  tempo,  che  un  grave  spenderebbe  a cadere  da  un* 

altezza  a',  avremo  ya':  y a ::  t'  : T = * ( 1 1 1 ) tempo  * *n 

cui  un  grave  percorrerebbe  l’altezza  a.  Ora  in  questo  tempo  (es- 
sendo costante  l’ altezza  a , e perciò  la  celerità  nell’egresso  ) e- 
sce  dall’  orifizio  LF  un  prisma  aqneo , che  ha  per  base  l’area  b , 
e per  altezza  la  (73g),  cioè  un  prisma  eguale  lab.  Pertan- 
to essendo  le  quantità  di  fluido,  che  escono  dallo  stesso  orifìzio 
in  virtù  della  stessa  pressione  come  i tempi , in  cui  escono , 

<’  1/a  , , , 1 bt  y a',  a' 

avremo  ■ tT-  : t ::  a ab  : q ; onde  t q = /- — 

y a'  ya 

’ìbt  y a.  equazione, che  esprimendo  il  rapporto  tra  le  quanti- 
tà del  fluido,  che  esce  dal  piccolo  foro  LF,  il  tempo  in  cui  e- 
sce,  e l’altezza  del  fluido  nel  recipiente  , da  le  seguenti  impor- 
tanti determinazioni  : 


-itb  y a.  a' 


, ovvero  q = 


tb  ya.  a1 


t».  q — , ovvero  q = ! (735).  E s« 

due  siano  gli  orifizj  b , b',  due  le  altezze  costanti  a1 , avremo 

q : q » ” b ya'  : b ' 

, *'  ? 
a*,  b = — —?r — r • 

a t y a.  a' 

, t'  q 

ó * 1 — lbya.  a ' 

a — ~jyt*  b* 

Se  in  vece  della  celerità  relativa  e proporzionale  a si 
consideri  l’assoluta,  convien  sostituire  y’xy.  a in  luogo  di  y a 
nelle  formule  superiori. 


\ 


Dìgitized  by  Google 


46 1 

* 743-  ni.  Che  se  sia  scavato  il  lume  E = b ( Fig.  100  ) 

in  una  parete  verticale , che  abbia  l’altezza  AG  = k , l'acqua, 
che  esce  dal  medesimo  con  una  celerità  dovuta  all’  altezza  a , sa- 
rà come  un  proietto  scagliato  colla  forza  abg , e descrìverà  perciò 
una  parabola  EF  (368),  che  avrà  par  diametro  EP,  per  para- 
metro 4 a — 4^®*  » pe*"  «scissa  EG  — x ~ k — a;-  per  ordi- 
nata GF  = y. 

744-  Ora  nella  parabola  y*  r=  4 ox  ; y = a y ax  ~ 

2 J/([  ^ — a ] a) . Volendo  perciò  conoscerne  la  massima  am- 
piezza, o sia  il  valore  massimo  di  y,ne  differenzieremo  questo 

, dr  k — la  , k 

valore , e avremo  —,  — —r- — =rr  o : onde-— ->-=^=t^= 

da  y^JZZay  V(k—a)a 

; a—  ‘/%k'y  cioè  la  massima  ampiezza  si  ha 

V ( k — a)  a 

quando  il  lume  E sta  ne!  mezzo  dell’  altezza  del  recipiente.  Nel 
qual  caso  sostituendo  il  valore  di  a , avremo  y — 2 y ^ k 

— ] =:  1;  cioè  l’ampiezza  della  parabola  eguaglia  1’  altez- 


za del  vaso  . Che  se  si  aprano  in  K , e in  L due  lumi  ad  egual 
distanza  h dal  punto  medio  E , le  parabole  KO  , LO  avran- 
no eguale  ampiezza,  poiché  per  ambedue  si  ha  lo  stesso  valore 

di  y.  La  prima  in  fatti  day*  = 4AK  X KG  = 4 (~~ ^ X 

— |-  h ^ ; la  seconda  da  y * = 4AL.LG=4  (4  + *)  X 

( h ^ ; le  quali  cose  son  tutte  ampiamente  confermate 

dall’esperienza. 

* 745.  Dee  qui  notarsi,  che  se  dal  recipiente  AB  costantemen- 
te pieno  esca  l’acqua  per  il  piano  inclinato  GM,tirata  la  orizzon- 
tale PM  dallo  sbocco,  o punto  estremo  M al  prolungamento  del- 
la verticale  AG , la  vera  altezza  dell’  acqua  sopra  lo  sbocco  sa- 
rà AP  — MN , e 1’  altezza  GA  si  potrà  chiamare  carico  di 
acqua. 

* 746.  IV.  Se  nell’  altezza  AG  del  recipiente  si  scavino  diver- 
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sì  fori  K , Ttf  , E , Q , L;  colle  VK,  Aft,  4F,ee.  sì  esprimano 
Jc  altezze  a , A"  ; e colle  Kk,  Nn  ordinate  ad  AG  le  celerilà 
relative  e,  c',  c%  ec.  o le  assolute  J/«.  2y , |/a'.  %y , f/ a''.  %y; 
la  linea  Akcnl  , che  passa  per  1’  estremità  di  queste  ordinate 
sarà  una  parabola,  e la  figura  ALI  si  suoi  chiamare  la  scala  del- 
le velocità  relative , o assolute  dei  fluidi,  che  sgorgano  da  una 
parete  verticale  in  un  mezzo  non  resistente. 

* 747.  V.  Sia  ora  H recipiente  ( F7>.  ibi  ) ABLKHGFD 

traversato  dai  diaframmi  verticali  FO  , GK , ne»  quali  siano  i fo- 
ri infinitesimi  C,  E,  per  cui  la  divisione  AC  comunichi  colla 
divisione  FE,  e questa  con  EK  in  modo,  che  possa  il  fluido  dal- 
F una  passar  nell’  altra  , ed  escir  finalmente  per  il  foro  L esso 
pure  infinitesimo.  Supponghiamo,  che  si  mantenga  1’  acqua  sem- 
pre alla  medesima  altezza,  e che  nel  passaggio  da  una  all’ al- 
tra .di  visione  non  si  produca  alcuna  agitazione.  E chiaro,  che 
l'altezza  DF  è la  sola,  che  agisce  per  spinger  l’acqua  per  C, 
poiché  la  mass»  OFOB  è in  equilibrio  colla  massa  egualmente 
alta  FCF.G  ; e per  la  stessa  ragione  l’ altezza  GK  è la  sola  , che 
spinge  il  fluido  per  E , e l’altezza  RL  quella , che  lo  spinge  per 
L.  Siccome  per  ipotesi  si  mautiene  1’  acqua  nel  recipiente  alla 
medesima  altezza  costantemente,  le  quantità  d’acqua,  che  ne! 
tempo  t passano  per  i fori  C , E , L saranno  eguali , e potranno 


esser  tutle  rappresentate  dalla  stessa  lettera  q.  Sia  A l’altezza 
nota  AB,  x la  DF,  y la  GH,  z la  RL  : C,  = e , E ==  e , L ==  / , 


e per  a numero  74*  avremo  tfz=z 


'a'  x %te  |/o' y 


-iti 

-, 


Abbiamo  in  oltre  r y,  -f-  z z=z  A.  Da 


queste  quattro  equazioni  si  ricavano  i valori  delle  quantità  jr,  a, 
r*  q con  altrettante  liquazioni,  che  contengono  tutto  ciù,  che  vi 
ha  di  pii»  interessante  rapporto  al  proposto  problema  ; e siccome 
la  più  piccola  notizia  del  calcolo  basta  a svilupparlo*  così  lascia- 
mo, che  gli  Studiosi  da  loro  stessi  lo  sviluppino.  Dobbiamo  ]>er 
altro  notare , che  le  sgorgo  per  i fori  C,  E , L non  diviene  uni- 
forme, cioè  le  altezze  del  fluido,  che  lo  producono  non  divengo- 
no costanti , ( come  Ib  dimostra  l’esperienza  che  dopo  un 
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certo  tempo.  Questo  tempo  facilmente  si  determina  per  i casi 
particolari,  ma  con  un  calcolo  assai  lungo-,  che  può  vedersi  uel 
cap.  VI.  dell’ Idraulica  delBossut. 

748.  Il  vaso  ApqC  ( Fig-  g4  ) vada  successivamente  vuotan- 
dosi per  l’ infinitesimo  orifizio  pq  in  modo,  che  la  superficie  del 
fluido  prenda  successivamente  le  posizioni  AD,  TV,  BC.  Nelle 
indicate  posizioni  la  celerità  dello  scolo  è proporzionale  alle  ra-, 
dici  delle  respettive  altezze  pA  , pG , pB  . 

Supponghiamo  pertanto  arrivato  il  livello  del  fluido  alla  po- 
sizione TV,  e facciasi  pA  a ; AG  ~ x .onde  pG=  a x. 
Se  l’altezza  a — x si  mantenesse  costante,  si  avrebbe  (74*  ) 1® 
celerità  assoluta  espressa  per  f/[  2 y («  — x )],  e perciò  nel 
tempo  t , fatta  l’altezza  a'  =r  »,  e il  tempo  /'  1,  uscirebbe  dal 

foro  pq  una  quantità  di  fluido  bt  y'  [ 2 y ( a — x ) ] ovvero 
i/*bt  X */»  y[  y ( a — x )]  ( 74*  .)•  Ora  l’altezza  del  fluido 
si  può  considerare  come  costante, e il  moto  di  scolo  come  unifor- 
me nel  tempo  infinitesimo  dt  . Dunque  t : dt  \\  5 A bt  X 
V*  V '/  (® — */4  bdt  X */*  Vy  ( « — x ) quantità  di  flui- 
do^ che  esce  nel  tempo  dt-  Ma  detta  X la  superficie,  o piano  di 
livello  del  fluido,  la  quantità,  che  ne  esce  nel  tèmpii  dt  è eguale 


anche  al  prisma  infinitesimo  Xdx  di  fluido.  Dunque 
i/‘i  bdt  X 'A  { / y («  — x)  ~ Xdx  ; e perciò  dt  — 

4 x dx  . , 4 * y 

» x ■/.  v?  ( < - 5t  y ■ 


C — ry——— — x 4-  cost-  ? equazione,  che  da  valori  diversi  di  t, 

J V(n  — x) 

secondo  che  diverso  è il  valore  di  X,  il  qual  dipende  dalla  figu- 


ra del  vaso. 


* 749-  In  tutto  quello,  che  abbiamo  detto  fin  qui  del  moto  de» 

fluid»  gli  abbiamo  supposti  incompressibili.  Resta,  che  parliamo 
alcun  poco  anche-  dello  sgorgo  de»  fluidi  elastici  dai  fori  infinite- 
simi. E noto,  e noi  l’abbiamo  altrove  accennato,  che  nei  corpi 


perfettamente  elastici , quali  supponghiamo  , che  siano  i fluidi , 
lo  sforzo,  con  cui  la  elasticità  reagisce  è eguale,  e contrario  alla 
forza  di  compressione.  La  forza  poi  di  compressione  può  agevol- 
mente rappresentarsi  per  il  peso  di  ima  colonna  , 0» prisma  fluido 
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d’ una  base  b'  eguale  alla  superficie  premuta , e di  un’  altezza  A 
tale , che  se  ne  abbia  un  carico  capace  di  far  equilibrio  alia  for- 
za elastica  F oppostali.  Per  lo  che  si  avrà  generalmente  nei  flui- 
di elastici  F •=.  A b',*  il  valor  di  A sarà  vario  secondo  la  va- 
ria natura  dei  fluidi , che  si  suppongono  in  equilibrio  coi  com- 
pressi. Così  il  fluido  compresso  essendo  l’aria  densa  come  suol 
essere  sulla  superficie  terrestre,  dovrà  farsi  Azs^8  pollici, se  per 
fluido  comprimente  si  prenda  il  mercurio  i A — 3a  piedi,  se  si 
prenda  l’acqua,  ec. 

Parimente  è nolo , che  generalmente  nei  fluidi  clastici  le  for- 
ze elastiche  a circostanze  pari  d’ altronde  sono  proporzionali  alle 
densità.  * . 


* 75o.  Sia  un  fluido  elastico  compresso  in  un  vaso  in  modo  da 
avere  un’egual  densità  in  tutta  la  sua  estensione,  e supponghia- 
mo , che  31  apra  nelle  pareti  un  piccol  foro  K. , per  cui  possa 
questo  fluido  sgorgar  nel  vuoto.  Sia  F la  elasticità , Q la  densità 
del  fluido , C la  celerità  al  principio  dello  sgorgo  ; q , c la  den- 
sità , e la  velocità  dopo  un  tempo  t ; M la  massa  sgorgata  nel 

primo,  m nel  secondo  egual  tempo:  abbiamo  Q : F JJ  q : -~- 

—f  elasticità  dopo  il  tempo  t.  Ora  F : ~ " MC  :mc.  D’al- 
tronde essendo  le  masse  come  i prodotti  dei  volumi  nelle  densi- 
tà, e i volumi  come  KC  : Kc,  avremo  M : m J J Q.KC  : q.Kc’,\ 

QC  : qc.  E quindi  F : ^ ;;  QC*  :'qd*‘,  C = c , cioè  il  flui- 
do sgorga  con  una  celerità,  che  si  mantiene  contìnuamente 
eguale. 

• ,75i.  Non  così,  se  il  fluido  dovrà  passare  in  un  recipiente 

pieno  d’un  fluido  elastico  più  raro  , qual  farebbe  , per  es.  1’  ani- 
mo sfera  terrestre.  In  tal  caso  detta  D la  densità  del  fluido  ester- 
no , R la  sua  elasticità,  e ritenute  le  altre  denominazioni  del  nu- 
mero superiore,  avremo  F — t f — > essendo  le  forze 

elastiche  proporzionali  alle  densità.  E siccome  alla  forza  F si  op- 
pone dal  fluido  esterno  una  resistenza  ~ R\  così  la  forza , con 
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cui  il  fluido  sgorga  dal  vaso  sarà  in  principio  F — ' R ~ 


_ (Q-D)R 


D 


D 


■5  e 


(7  — D)R 
dopo  un  tempo  t, — - — - — 


«?-*>)* 


D 


Onde  ripetuto  il  ragionamento,  che  sopra , troveremo 

■£-5 ^-1—  ;;  QC*  : qc%  $ analogia,  la  qual  dimostra  , che 

essendo  D xx  Q è nulla  la  velocità  iniziale  C,  e eh©  la  celerità 
c =3  C X è nulla,  quando  diviene  q 

r ?(  <?  — x>> 

— />. 

75cs.  Dopo  tutto  ciò  facilmente  si  conosce  la  celerità , con 
cui  una  palla  MP  del  peso  K è spinta  fuori  del  cannone  DB 
(F/g,  102)  per  1*  impulso  d’ un  fluido  elastico  , o condensato  an- 
tecedentemente , o istantaneamente  sviluppato  nello  spazio  DE . 
Sia  a*  l’area  del  cerchio  rappresentato  da  EF , ovvero  PM.  Sia 
AE=s6,  ÀP  =3  x , c la  celerità  della  {ralla  inP.  Se  il  fluido  nel- 
lo spazio,  o sotto  il  volume  DE  ha  uua  forza  elastica  espres- 
sa come  sopra  per  , ridotto  che  esso  sia  al  volume  DP , 

1’  avrà  espressa  per  X ° — » essendo  ella  re- 

r 1 D a%  x D.  x 

ciproca  ai  volumi  del  fluido.  A questa  forza  oppone  l’aria  una 

resistenza  R,  onde  la  forza  effettiva,  con  cui  è espulsa  la  pai- 

b OR 

la  nell’  aria  verrà  rappresentata  da  ■—  — R.  Ora  dalla  dot- 
trina delle  forze  acceleratrici  esposta  a suo  luogo  (f)i:c)3  ) si 

deduce,  che  Kcdc  — ~ ^ X — - — R dx  ; e integrando 

D ' x ' 

. 2F  r b Q 1,3  Cast.  _ . , . 

c*  = — — jj-  L x — x ! -j — — . E poiché  quan- 

do  c zn  o ; b x , avremo  Cosi.  — — R i b — b J|  f 
„/bQ  h — ar\ 

10  c2  — 2 R Lx  — Lb  'J  — 3 i?X 


« perciò 

LQ 


/ 0 U X b — a-  \ „ 

f ~qk~  ^~b ^ le — ' ) ’ Fatto  dunque  x = All  = E . 

3 1 


T.  I. 
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avremo  il  quadrato  della  velocità  c della  palla  nell’egresso  da! 

f IRE  b— E 
cannone  espresso  per  2 R l ■+ — 


753.  Finché  i fluidi  escono  da  orifizj  infinitesimi 
ben  facilmente  può  dedursi  tutto  ciò,  che  interessa  il 
loro  moto  dal  principio , che  la  celerità  dello  sgorgo  è 
prodotta  dal  peso  della  colonna  soprancombente  all’ 
orifizio.  Ma  se  gli  orifizj  son  ampj  notabilmente,  sic- 
come questo  principio  non  ha  più  luogo,  così  non 
può  più  calcolarsi  con  egual  facilità  il  moto  dei  flui- 
di , che  ne  sgorgano.  È d’ uopo  in  tal  caso  ricorrere , 
e realmente  sono  ricorsi  gl’  Idraulici  a diverse  ipote- 
si più,  o men  vere,  tutte  però  tali , che  esigon  sempre 
per  ogni  caso  una  special  correzione  sperimentale.  Ma 
le  formule,  cui  queste  ipotesi  conducono  sono  nella 
loro  generalità  sì  complicate , che  non  possono  aver 
luogo  in  un  trattato  elementare  j tanto  più,  che  stabi- 
liscono solo  delle  verità  piuttosto  curiose,  e specula- 
tive, che  utili,  e pratiche.  Gli  Studiosi  potranno  con- 
sultare su  tal  soggetto  i Capitoli  IV,  e V.  dell’Idrauli- 
ca del  Bossut,  e il  Libro  V.  del  Trattato  di  Meccanica 
del  Poisson  ; e noi  non  ne  diremo,  che  alcune  poche  co- 
se, le  quali  ci  sembrano  applicabili  utilmente  alla 
pratica. 

754*  Ora  gli  ampj  orifizj  possono  essere  orizzonta- 
li, o verticali.  Se  siano  orizzontali,  a rigor  matematico 
lo  sgorgo  non  è prodotto  dalla  pressione  della  colon- 
na superiore,  mancando  la  resistenza,©  reazione  del- 
l’ultimo strato,  che  è necessaria,  perchè  gli  strati  su- 
periori possano  esercitare  una  pressione.  Ogni  parti- 
cella  di  fluido  obbedisce  in  tal  caso  contemporanea- 
mente alla  gravità  propria,  e all’azione  delle  particel- 
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le  contigue;  azione,  die  ora  è secondata,  ora  è con- 
trariata dalle  reciproche  loro  adesioni.  Per  altro  si 
osserva  nella  pratica,  che  se  il  rapportai  dell’  area 
dell’orifizio  al  fondo  non  altrepassi  quella  di  1 :ao, 
queste  forze  sì  combinano  per  cosi  fatta  guisa , che 
la  celerità  dello  sgorgo  è la  stessa,  che  se  fosse  pro- 
dotta dalla  pressione  della  colonna  superiore . Solo  si 
osserva,  che  ella  non  diviené*uniforme,  se  non  dopo 
un  numero  di  secondi  maggiore  , o minore,  secondo 
che  maggiore,  o minore  è 1!  ampiezza  dell’orifizio. 
Quando  poi  l’orifizio  abbia  al  fondo  una  ragion  mag- 
giore, che  1 : 20,  non  mi  è noto,  che  l’esperienza  ab- 
bia fissato  alcun  canone  generale  sulla  quantità , e ce- 
lerità dello  sgorgo.  Solo  è chiaro,  che  può  in  tal  caso 
avvenire  , che  la  massa  sgorgante  si  muova  anche  in- 
dipendentemente da  ogni  impulso  superiore , e unica- 
mente in  virtù  della  propria  gravità  come  un  corpo 
staccato.  Ciò  accaderebbe , se  per  es.  si  togliesse  il  fon- 
do o ad  un  vaso  prismatico , o ad  un  vaso  piramidale 
più  largo  in  basso.  Fuori  dì  questo  caso  in  ogni  par- 
ticolare circostanza  bisogna  aver  ricorso  ad  una  parti- 
colare esperienza  per  ottener  le  notizie  occorrenti. 

^55.  Cosi  pure  se  l’orifizio,  o emissario  d’un  reci- 
piente sia  di  notabil  grandezza  e verticale , non  può 
determinarsi  lo  scolo , che  per  mezzo  d esperiitìenti, 
e d’ipotesi.  Poiché  come  le  diverse  parti  dell’orifizio 
hanno  diverse  distanze  dalla  superficie  del  fluido  , co- 
si le  diverse  particelle , che  lor  corrispondono  soffro- 
no una  diversa  pressione,  ed  hanno  conseguentemente 
una  diversa  celerità.  Propone  il  Bossut  la  seguente  ipo- 
tesi, che  per  quanto  non  sia  fondata  sopra  un  ragio- 
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namento  pienamente  dimostrativo,  pure  siccome  cor- 
risponde ai  resultati  dell’ esperienza , può  abbracciar- 
si per  la  prtitica  con  tutta  la  sicurezza  . Si  suppon- 
ga l’orifizio  verticale  serralo  con  una  tavola,  in  cui 
sia  un  numero  infinito  di  fori  infinitesimi,  pe’ quali 
l’acqua  possa  escire  ,lale  che  la  loro  somma  sia  egua- 
le all’area  dell’ orifizio  finito.  Da  ognuno  di  questi 
fori  si  fa  lo  scolo  come  nel  caso  contemplato  nei 
nnm.  7 36,  c 740,  cioè  con  una  celerità  proporzionale 
alla  radice  quadra  della  corrispondente  altezza  del 
fluido,  e può  determinarsi  la  quantità  d’acqua,  che 
n’  esce  col  metodo  del  num°.  742-  La  somma  di  tutte 
queste  quantità  elementari  di  fluidi  trovata  o col  cal- 
colo integrale,  o con  altro  mezzo  determinerà  la  quan- 
tità totale , che  in  un  dato  tempo  scola  dall’  intero  ori- 
fizio . Potranno  vedersi  nell’  Idrodinamica  del  Bossut 
eie  applicazioni,  e i fondamenti  sperimentali  di  questa 
ipotesi , 

706.  Ma  sia  dato  un  recipiente  B AEFD  ( Fig . i o3  ) di 
figura  prismatica  a base  qualunque  , ripieno  d’  acqua  , che  si 
mantiene  ad  un’  altezza  sempre  costante  EM  , mentre  k’  acqua 
esce  dal  recipiente  per  un’  apertura  rettangolare  EFDC  . Si  con- 
ducano le  rette  PQ  , j»q  infinitamente  vicine  , parallele  ad  MN, 
e sia  EF  =/;  EVI  = h , MP  = x,  e in  conseguenza  Pp  = 
dx.  Qualunque  sia  la  legge  della  velocità  , con  cui  l’acqua  esce 
dal  recipiente  a diversa  altezza  dell’  apertura  EFDC  , è certo , 
che  la  velocità  in  un  luogo  qualunque  P dipende  dall’altezza 
MP  in  modo  , che  crescendo  questa,  cresce  essa  pure  . Dunque 
la  velocità  dell’  acqua  in  P sarà  una  funzione  tale  di  x , che 
chiameremo  X , la  quale  divenga  maggiore  , allorché  x divien 
maggiore.  E siccome  si  può  supporre,  che  la  celerità  per  l’al- 
tezza infinitesima  Pp  si  mantenga  la  medesima  , la  quantità 
d’  acqua  espila  dal  recipiente  nel  tempo  t per  P apertura  Pq 


Digitized  by  Google 


4% 

sarà  ftXdx , onde  tutta  1’  acqua  uscita  nel  tempo  stes.-.o  dal- 
1’  apertura  EN  sarà  fi  f'Xdx , se  questo  integrale  si  prenda  da 
x zzi  o (ino  ad  x — h . Sarà  dunque  fXdx  cosi  determinato 
una  funzione  di  h , che  chiameremo  F.h,  e la  quantità  dell'a- 
cqua escila  dal  recipiente  sarà  ft.  F.  k , la  quale  essendo  evi- 
dentemente tanto  maggiore  , quanto  più  cresce  1*  altezza  della 
superficie  dell’acqua,  è chiaro  , che  F.h  qualunque  ella  sia, 
dee  però  esser  tale,  che  divenga  maggiore , maggiore  divenen- 
do la  quantità  h . 

Siccome  poi  per  ipotesi  1’  altezza  dell’  acqua  nel  recipien- 
te si  manticn  costante  ; così  sarà  ancora  ft  X ^ A la  quanti- 
tà d’  acqua  portata  nel  vaso  dall’  influente  abb'a*. 

757.  Posto  ora  , che  mantenendosi  costante  l’ apertura  ED , 
e la  quantità  d’  acqua  portata  dall’  influente  , si  diminuisca  l’am- 
piezza del  vaso , cerchiamo  a qual  permanente  altezza  si  stabi- 
lirà l’acqua  in  questo  nuovo  recipiente.  Sia  h -f-  0)  quest’ al- 
tezza maggiore  , se  è possibile,  che  nel  primo  recipiente;  e 1’  a- 
cqua  escita  nel  momento  dt,  sarà  fdtF  (h  -f-«)  . Ma  l’acqua, 
che  vi  entra  essendo  quella  di  prima  , cioè  fdtF.h  , esce  dal 
nuovo  recipiente  una  quantità  d’acqua  maggiore  di  quella,  che 
vi  entra  , perchè  h;  onde  la  superficie  del- 

l’ acqua  tende  ad  abbassarsi  . Lo  stesso  accadere  nel  successi  - 
vo  momento  , finche  1’  altezza  dell’  acqua  si  manterrà  maggiore 
di  h , nè  vi  sarà  eguaglianza  ira  l’acqua,  che  esce,  e quella, 
che  entra  , se  non  quando  1’  acqua  nel  recipiente  sarà  discesa 
all’  altezza  h . Per  tanto  1’  acqua  nel  nuovo  recipiente  sarà  in 
uno  stato  permanente,  quando  sarà  giunta  al  medesimo  livello  , 
cui  era  prima  del  ristringimento  del  recipiente. 

7t>8.  Apparisce  da  ciò  , che  ristringendosi  il  recipiente  dì 
un  lago  senza  , che  se  ne  ristringa  1’  emissario , il  livello  per- 
manente dell’  acqua  non  si  solleverà  sopra  il  livello  dell’  anti- 
co recipiente . 

7*>9.  Che  se  mantenendosi  costante  l’apertura,  la  quantità 
d’acqua  nell’influente  cresca  nel  rapporto  di  l : w,  ne  e ntrerà 
nel  tempo  dt  non  più  una  quantità  fltFh  , ma  bensì  nfdlFh. 


v 
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Per  questo  aumento  si  'alzerà  la  superficie  dell’  acqua , finché  sa- 
rà giunta  ad  una  altezza  tale  , che  esca  dal  recipiente  nel  me- 
desimo tempo  tant’  acqua , quanta  ve  n’  entra  . Chiamata  x que- 
sta altezza  incognita  , 1’  acqua  escita  nel  tempuscolo  dt  sarà 
fdtF.x  ; e supponendola  eguale  ad  J'dt.Fh,  avremo  F.  x xx 
nF.k  , equazione  , che  risoluta  darà  x xx  <p  ( n,  A );  e que- 
sta sarà  1’  altezza , cui  si  stabilirà  l’ acqua  in  tempo  dell’  au- 
mento dell5  influente  . Siccome  quest’  altezza  è indipendente 
dalla  figura  del  recipiente , è chiaro  , che  in  tal  caso  la  super- 
fìcie dell’  acqua  si  alzerà  egualmente  nel  recipiente  più  ampio» 
e nel  più  stretto . 

760.  Ma  c molto  interessante  di  considerare  in  questa  ri- 
cerca anche  un  altro  elemento , cioè  il  tempo  , durante  il  qua- 
le 1’  acqua  si  mantiene  ad  una  data  altezza  . Sia  x P altezza  » 
a. cui  nel  tempo  t per  1’  aumento  dell’influente  si  è sollevata 
la  superficie  dell’  acqua  nel  primo  recipiente  in  modo  , che  h 
diventi  x , e dopo  il  tempuscolo  dt  la  medesima  superficie  sia 
all’altezza  dx.  Chiamata  A la  sezione  orizzontale  del  primo 
recipiente  , sarà  Adx  la  quantità  d’  acqua  acquistata  dal  reci- 
piente nel  tempo  dt  , la  quale  debhe  essere  eguale  alla  diffe- 
renza tra  l’  acqua  JiidtF . A entrata  , e 1’  acqua  fdtF.  x escita 
dal  recipiente  , onde  avremo  fdt  ( n Fh  — Fx  ) ==  Adx  5 
Adx 

fdt  ~~  nFh  — Fx  ' 

Poaghiamo  A'  eguale  alla  sezione  orizzontale  del  secondo 
recipiente,  e t'  il  tempo,  in  cui  la  superficie  dell’acqua  giunge 
in  esso  alia  medesima  altezza  x , e dt'  il  tempo  , in  cui  per- 


corre il  medesimo  spàzietto  dx  , ed  avremo  similmente  j'dt  zx: 

njfr  — Fx  J J nFh — Fx  nl'h-bx 

Adt  x±  Adi'  , e integrando  A't  — AC  senza  Cosi,  perchè 
quando  (ro,  anche  C xx  o.  Dunque  t : C ” A:  A'  ; cioè 
i tempi,  nei  quali  la  superfìcie  dell’acqua  è giunta  nei  due  re- 
cipienti ad  una  medesima  altezza  stanno  tra  loro  come  le  se- 
zioni orizzontali  dei  recipienti  . 


E se  dicaci  1 il  tempo  , in  cui  nel  primo  recipiente  l’ a- 
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equa  ghigne  all’  altezza  massima  , il  tempo  iti  cui  vi  giugne 

A'T 

nel  secondo  recipiente  sarà  — — - , e la  differenza  di  questi 


A j} 

tempi  sarà  — - — 3T, 
A 


cioè  proporzionale  alla  differenza  del- 


le sezioni . E se  0 è il  tempo , in  cui  l’  acqua  nel  primo  re- 
cipiente si  mantiene  alla  massima  altezza  , vi  si  manterrà  nel 

jp 

secondo  per  il  tempo  0'  — — — 7*  -f-  0 , cioè  per  il  tem- 

il, 

po  , che  vi  si  mantiene  nel  primo  unito  alla  differenza  de’  tem- 
pi sia  positiva  , o negativa  . 

761*  Se  l’acqua  dell*  influente , che  prima  cresceva  , ora 
diminuisca  nel  rapporto  di  1 : n , cioè  se  tomi  ad  esser  quel- 
la di  prima , e dicasi  t il  tempo , in  cui  nel  primo  recipiente 
dall’altezza  massima  , che  diremo  si  riduce  all’altezza  x , 

avremo  1’  eq  nazione  =n  » *n  cu*  s*  prende  — dx  , 

perchè  x diminuisce  , quando  t cresce . 

Similmente  per  rapporto  al  secondo  recipiente  avremo  fdty 

J^dx 

~ — — ' pj\  * e corne  sr'pr3  ne  dedurremo  , che  i tempi , 

nei  quali  la  superficie  dell’  acqua  nei  due  recipienti  si  abbassa 
d’ una  data  altezza,  sono  tra  loro  come  le  sezioni  orizzontali, 
e quindi  si  vuota  più  presto  il  recipiente  più  stretto  , che  il 
più  largo  . 

E facile  pertanto  dedurre  da  questi  principi  , che  se  sia- 
no due  recipienti  , dei  quali  il  primo  sia  più  ampio  del  secon- 
do , r acqua  arriverà  alla  massima  altezza  nel  primo  più  tar- 
di , che  nel  secondo . Cominciando  1’  acqua  a calare  contem- 
poraneamente ,in  ambedue  , le  sezioni  superiori  del  recipiente 
più  stretto  restano  coperte  dall’acqua  più  lungamente,  che  quelle 
del  più  ampio.  Ma  il  più  stretto  si  vuota  più  presto,  che  il 
più  ampio.  Debbono  dunque  essere  nel  più  stretto  anche  delle 
sezioui,  che  restino  coperte  dall’acqua  per  minor  tempo  , che  nel 
più  largo.  Il  limite,  che  separa  le  sezioni  coperte  dall’acqua 
più  lungamente  da  quelle  coperte  men  lungamente  nell'  altro  re- 
cipiente è una  piccola  sezione,  al  di  sopra  della  quale  l’acqua 


Digitized  by  Google 


si  trattiene  egualmente  in  ambi  i recipienti  , e dicesi  linea  di 
confine  «lai  Sig.  Cav.  Paoli  in  un  suo  Opuscolo  inedito  co- 
municato all’Accademia  ‘di  Lucca,  dal  quale  abbiamo  presa 
tutta  questa  , ed  altre  importanti  dottrine  . Le  sezioni  situate  al 
disopra  di  questa  lìnea  di  confine  sono  coperte  dall’acqua  pili 
lungamente  nel  recipiente  più  stretto, che  nel  più  largo;  ma  al 
disotto  di  questa  viceversa  si  mantiene  l’ acqua  più  lungamen- 
te nel  recipiente  più  largo , che  nel  più  stretto  . 

762.  Resulta  dalle  cose  precedenti,  che  quandolo  scolo  dei 
due  recipienti  si  mantiene  del  tutto  libero,  il  livello  permanente 
dell’acqua  in  essi  contenuta  è sempre  lo  stesso,  comunque  sia 
o scarso  , o abbondante  d’  acqua  l’influente.  Così  pure  chiaro 
apparisce,  che  lo  stesso  succederà,  quando  l’apertura  del  reci- 
piente soffrirà  qualche  alterazione  nella  sua  ampiezza,  purché 
qnesta  sia  in  ambedue  la  medesima . Ma  se  verrà  ad  impedirsi 
interamente  lo  scolo,  l’acqua  si  solleverà  inegualmente  nei  due 
recipienti;  le  differenze  -del  livello  attuale  da  quello,  che  a- 
veva  prima  staranno  in  ragione  inversa  delle  sezioni  orizzonta- 
li dei  medesimi  recipienti  ; e questo  rapporto  si  manterrà  sem- 
pre, finché  sarà  impedito  lo  scolo.  Se  poi  supponghiamo  , ciré 
tolto  qualunque  impedimento  , si  dia  come  prima  libero  affatto 
1*  esito  all’  acqua  , si  vuoterà  più  presto  il  recipiente  più  stret- 
to , che  il  più  largo , quantunque  nel  primo  l’acqua  sia  a mag- 
giore altezza , che  nel  secondo . 

763-  I resultati  ottenuti  fin  qui  son  veri  esattamente  solo 
quando  le  pareti  dei  recipienti  son  verticali , come  noi  le  ab- 
biamo supposte.  Nel  caso,  che  siano  inclinate  all’orizzonte,© 
curve,  le  dottrine  stabilite  non  si  avverano , che  approssimata- 
mente; e l’approssimazione  sarà  tanto  maggiore,  quanto  mag- 
giore sarà  l’ampiezza  dei  recipienti  . Realmente  chiamando  lì 
la  più  piccola  sezione  orizzontale  d’  uno  di  tali  recipienti , a- 
vremo  in  qualunque  altro  punto  A — R -j-  V,  se  sia  V una  fun- 
zione di  x dipendente  dalla  figura  delle  pareti  ; e i teoremi  di- 
mostrati per  l’ ipotesi , che  la  sezione  A sia  costante  , avranno 
luogo  prossimamente  in  quei  casi , in  cui  si  può  riguardar  co- 
me tale  , cioè  trascurar  senza  errar  sensibile  V~  in  confronto  di 
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y 

B . Ora  ciò  c permesso  * quando  il  rapporto  — è piccolissimo, 

0 sià  quando  l’ampiezza  dei  vasi  in  lunghezza  , o larghezza  è 
grandissima  in  proporzione  della  profondità  dell’  acqua  in  essi 
Contenuta . 

7^4.  Quindi  le  precedenti  dottrine  possono  con  qualche 
modificazione  applicarsi  ai  recipienti  di  considerabile  ampiezza, 
cioè  ai  laghi , e ai  paduli  . E primieramente  qualunque  sia  la 
loro  grandezza  , in  tempo  d’acque  basse  , avrà  luogo  in  essi 
quella  medesima  proprietà  , che  sopra  abbiamo  osservata  nei 
recipienti  di  piccola  estensióne.  Dato  un  lago,  o padule  qua- 
lunque . se  per  mezzo  delle  colmate  verrà  a ristringersene  1*  al- 
veo, il  livello  permanente  dell’  acqua  si  manterrà  il  medesimo; 
onde  se  1’  acque  si  conservassero  sempre  basse , si  potrebbero 
continuar  sempre  le  colmate , ed  in  conseguenza  il  ristringi- 
menfo  dell’alveo  fino  ad  una  data  misura  senza  alcuno  incon- 
venientp  ( V.  Paoli  l.  c.  ). 

765.  Ma  nel  caso  della  piena  degl’  influenti  , bisogna  erta- 
si derare  un  altro  elemento,  che  abbiamo  trascurato  fin  qui. 

Noi  abbiamo  tacitamente  supposto,  che  l’acqua  portata 
dalla  piena  dell’  influente  si  spandesse  subito  per  tutta  la  su- 
perficie del  recipiente,  e giugnesse  in  un  momento  all’emissa- 
rio , Questa  supposizione  può  senza  inconveniente  ammettersi, 
quando  si  tratta  di  piccoli  recipienti.  Ma  in  quei  di  molla  e- 
stensione  è necessario  di  considerare  il  tèmpo  , che  la  piena 
spende  a giugnere  dall’  influente  all’  emissario  : la  qual  consi- 
derazione porta , come  vedremo,  ad  un  limite  del  ristringimen- 
to secondo  le  circostanze  locali,  e insieme  richiede , che  le  col- 
mate si  facciano  non  capricciosamente  , ma  con  una  certa  re- 
gola. 

Sia  pertanto  MQPN  ( Fig.  io4  ) una  sezione  del  letto  di 
un  lago  presa  dall’influente,  che  si  suppone  in  A all’emissa- 
rio, che  si  suppone  inB;  e sia  AB  lo  stato  permanente  del  pelo 
del  lago  ( cioè  del  livello  de|l’  acqua , che  contiene  ) in  tempo 
di  acque  basse.  L’acqua  della  piena  sopravveniente  cominci  a 
stendersi  solla  superficie  del  lago;  in  un  dato  tempo,  per  es. 
in  un  minuto  progredisca  verso  l’ emissario  fino  in  D;  e la  su- 
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dalla  linea  CD . Nel  secondo 
linea  EF , e poi  in  H colla  su- 
perficie GH  ; e Così  in  seguito  arriverà  all'  emissario  in  B dopo 
un  dato'  tempo.  Sopravvenendo  sempre  nuova  acqua  , sempre  si 
alzerà  il  pelo  del  lago,  finche  sia  giunto  all’altezza  permanente 
MN,  perchè  tant’  acqua  sia  portata  dall’  influente,  quanta  appun- 
to se  ne  scarica  per  l’emissario  . 

766.  Supponghiamo , che  la  piena  rimanendo  la  stessa  , l’al- 
veo del  lago  siasi  per  le  colmate  notabilmente  ristretto . L’ acqua 
portata  dalla  piena  nel  primo  minuto  non  avendo  tanta  facilità 
di  spandersi  lateralmente  si  alzerà  di  più,  e insieme  si  avanzerà 
di  più  verso  l’ emissario  in  modo , che  se  la  sua  superficie  era 
nel  primo  caso  CD , divenga  ora,  per  es.  cd.  Lo  stesso  accaderà 
nei  tempi  successivi  , e la  piena  giungerà  più  presto  all’emissa- 
rio in  questo  secondo  recipiente  , che  nel  primo  ; e tanto  più 
presto,  quanto  maggiore  sarà  il  ristringimento  del  recipiente. 

Giunto  il  pelo  del  lago  ad  uno  stato  permanente,  se  fosse 
orizzontale  sì  in  questo  , che  nel  primo  caso  dovrebbe  essere 
precisamente  alla  medesima  altezza  in  ambedue  , poiché  1’  acqua 
portata  dalla  piena  essendo  la  stessa , lo  stesso  dovreblie  esserne 
lo  smaltimento  per  l’emissario.  Ma  il  pelo  del  lago  in  tempo  di 
piena  è inclinato  , e la  sua  inclinazione  ha  un  rapporto  colla  ve- 
locità dell’acqua  , che  in  esso  scorre.  Siccome  dunque  1% pie- 
na nel  secondo  recipiente  più  angusto  corre  con  maggior  velocità 
che  nel  primo,  così  dovrà  essere  in  quello  la  superficie  maggior- 
mente inclinata,  che  in  questo  . Perciò , sebben  l’altezza  raggua- 
gliata dell’acqua  sia  in  ambi  i casi  la  medesima  « il  pelo  del  se- 
condo recipiente  sarà  più  bidinato  di  quello  del  primo,  e sarà 
rappresentato  per  es.  dalla  linea  ntà  . 

767.  Quindi  è,  che  il  ristringi  mento  del  letto  del  lago 

1®.  Riesce  vantaggioso  alle  campagne  vicine  all’ emissario, 
e nocivo  a quelle,  che  ne  sono  lontane . 2°.  Rende  necessario  di 
regolare  le  colmale  in  guisa  , che  le  campagne  bonificate  acqui- 
stino uùa  pendenza  versò  l’ emissario  tanto  più  grande  , quanto 
più  si  atànzano  le  bonificazioni  ilei  letto  del  lago  ; onde  ridotte 
le  colmate  A un  certo  segno , prima  di  progredir  più  oltre , bi- 
sogna osservare  se  le  campagne  già'  bonificate  siano  abbastanza 


perfide  di  essa  sia  rappresentata 
minuto  giugnerà  in  F secondo  la 
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alte  per  non  esser  danneggiate  dalla  maggiore  inclinazione,  che 
acquisterà  il  pelo  del  lago , e in  caso  , che  non  lo  fossero , è 
d’uopo  cominciare  dal  rialzar  queste  prima  d’intraprendere  nuo- 
vi lavori.  Che  se  per  le  circostanze  locali  non  possa  ulteriormen- 
te acccrescersi  la  pendenza  della  campagna  verso  l’emissario, 
ciò  porrà  un  limite  al  ristringimento  , e bonificazione  del  letto 
■del  lago  . Ma  se  le  condizioni  degli  influenti  permettono  di  col- 
mare indefinitamente  tutta  la  campagna,  potrà  senza  dubbio  ri- 
dursi impnnemente  tutto  il  lago  ad  un  semplice  canale , purché 
per  altro  si  usino  le  opportune  cautele  ben  conosciute  dai  Prati- 
ci per  prevenire  i danni  della  troppa  inclinazione  del  pelo  delle 
tacque  ridotte,  che  esse  sianain  canale  . 

76 8.  La  considerazione  dell’egresso  delFacqua  dai 
recipienti  naturalmente  ci  gnida  a esaminarne  il  moto, 
e la  celerità  per  gli  alvei,  e pei  condotti. 

Indicasi  colla  parola  alveo,  o letto  una  lunga  cavi- 
tà naturale,  o artificiale  limitata  lateralmente  da  rive, 
o sponde,  per  cui  scorgono  le  acque  dei  fiumi,  o dei 
canali.  L’alveo  si  divide  in  sezioni ; e le  sezioni  son 
piani  normali  al  fondo,  ed  alle  sponde.  Quando  l’al- 
veo ha  la  figura  esatta  di  parallelepipedo,  le  sezioni  son 
piani  rettangolari  ; ma  è ben  raro  in  natura  , che  gli 
alvei  abbiano  questa  figura  regolare , poiché  le  acque 
che  vi  scorrono , o portando  seco  bene  spesso  delle 
materie  estranee  , le  depositano  or  quà  , or  là , e for- 
mano nel  fondo  dei  rialzamenti  irregolari  detti  pro- 
priamente ridossi  ; o con  troppo  impeto  strisciando 
sul  fondo , vi  formano  delle  cscavazioni , radendo  le 
sponde  ci  fanno  delle  corrosioni,  delle  tortuosità,  ec. 

769.  Se  l’alveo  fosse  perfettamente  regolare,  e pri- 
vo di  scabrosità,  e di  asprezze,  la  celerità  dell’  acqua 
a circostanze  pari  sarebbe  negli  alvei  proporzionale  al- 
le loro  inclinazioni.  Ma  e le  irregolarità  accennate,  ed 
altre  cagioni  rendono  sempre  la  celerità  dei  fiumi  sog- 
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getta  a molte  modificazioni . E segnatamente  ella  noti 
è per  ordinario  uniforme  nè  meno  in  tutte  le  parti  di 
una  stessa  sezione  poste  anche  nella  stessa  linea  oriz- 
zontale . L’acqua,  che  rade  le  sponde  soffrendo  dalle 
medesime  maggiore  attrito  di  quella , che  scorre  nel 
filone , o nel  mezzo,  si  muove  con  una  celerità  minore. 
E diversa  è pure  la  celerità  nelle  diverse  altezze  della 
stessa  sezione  per  la  diversa  pressione  dell’  acqua  so- 
prancombente . Talehè  per  conoscere  la  celerità  di 
un  fiume,  bisogna  misurarla  in  diversi  punti  di  di- 
verse sezioni,  e prenderne  la  media  risultante  da 
replicate  misure.  Noi  accenneremo  altrove  più  oppor- 
tunamente con  quali  mezzi  possa  determinarsi  la  cele- 
rità media  dei  fiumi , e ciò  , che  appartiene  all’essen- 
zial  dottrina  dei  medesimi. 

* 770.  A’metodi  sperimentali  priqpipal mente  bisogna  aver  ri- 

corso per  rilevarne  quello  , che  interessa  il  moto  dell’  acqua  nei 
condotti.  Al  piccolo  foro  G — b ( Fig.  100  ) d’un  recipiente  , 
o conserva  AB , in  cui  1’  acqua  si  mantiene  costantemente  ad 
una  medesima  altezza  uniscasi  un  tubo,  o condotto  GM  .Se  que- 
sto condotto  ba  in  M un’apertura  normale  all’asse , 1’  acqua  sgor- 
gandone formerà  una  parabola  NR  (743)  ; ma  se  sia  in  M curva  - 
to  all’ insù  , e terminato  in  un  orifizio  di  assai  più  stretto  dia- 
metro detto  spillo , formerà  un  getto  MZ  . 

Le  formule  dei  nn.  735;  'jfyiAmno  siccome  la  portata  teo- 
rica , ed  effettiva  , così  ancora  1»  quantità  d’acqua  , che  esce  in 
nn  tempo  t per  questi  fori . E siccome  si  suppone  , che  non  si 
produca  ringorgo  alcuno , quant’  acqua  passa  per  G,  tanta  dee 
sgorgare  per  M . 

Questa  quantità  d’ acqua  se  produce  un  getto , lo  produce 
d’ altezza  diversa  , secondo  che  diverso  è il  rapporto  dèi  diame- 
tro del  condotto  al  diametro  dell’orifìzio , o spillo  M.  Sia  l’area 
h del  foro  G,  o la  sezione  del  condotto  — r’rt , e quella  dello 
spillo  o del  getto  M ( = ^ ) =2  rlln  j dette  Q , Q'  le  loro  por- 
tate * avremo  Q:  Q1  H bl  : /3/’  II  r*l  : rMZ' . Ora 
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poiché  Q—Q'  cioè  r*l  ~ rW  ; avremo  r*  : r'*  ; * Z*  : l . Ma  nel 
moto  nniforme  ( tale  è quello  d’ un  fluido  , che  sgorga  da  un 
foro  per  una  pressione  costante  ) gli  spazj  sono  come  le  celerità 
c , c’  j e gli  spazj  in  tal  caso  sono  come  le  lunghezze  1,1'  ; dun- 

y.1-2 

que  r»:  r’*  H c':  c~  . Ma  l’altezza  dovuta  alla  celerità 

r1 

c * del  getto  è AP  z=  a (745)  • Dunque  la  celerità  enei  dato  con- 
dotto sarà  ’-VjL  • e per  un  altro  condotto,  da  cui  producasi  un 


R'1  1/  A 

altro  getto , C “ — . Supposto  per  tanto  , che  questo 


secondo  getto  si  sia  trovato  per  esperienza  il  più  vantaggioso  di 
quanti  possono  aversene  con  una  medesima  altezza  A,  e con  uuo 
stesso  raggio  R;  perchè  l’ altro  getto  abbia  egual  vantaggio  , do- 
vrà farsi  in  modo  , che  siano  eguali  le  celerità  c , C ne’  due  con- 

r^l/rt  il*1  V 4 

dotti , cioè  , che  sia  — ^ “ — • Dunque  per  la  massi- 

ma possibile  altezza  del  getto  avremo 

r*  : /f*  i:  r'1  y a : R'1  Y A- 

Quindi  siccome  l’esperienza  dimostra,  che  per  uno  spillo  di 
6 linee  di  diametro  sotto  un’  altezza  di  5ì  piedi , il  diametro  dei 
condotto  debbe  esser  di  circa  3q  linee  , e che  per  uno  spillo 
egualmente  di  6 linee,  ma  sotto  un’altezza  di  16  piedi , debbe 
essere  circa  28  linee  e */, , sarà  ben  facile  determinare  il  diame 
tro  da  darsi  a un  condotto, perchè  possa  somministrar  l’acqua 
occorrente  a un  dato  spillo  sotto  a una  data  altezza. 

* 770.  La  massima  altezza  verticale  del  getto  dovrebbe  secon- 
do la  teorica  eguagliare  1*  altezza  costante  della  conserva  (738)  , 
ma  nella  pratica  è sempre  minore , prescindendo  dal  caso  , in  cui 
l’aria  insinuata  dentro  al  condotto  coll’impulso  della  sua  elasti- 
cità la  renda  per  qualche  momento  maggiore.  L’ esperienze  del 
Mariotte,  e del  Bossut  concorrono  a provare , che  la  differenza 
fra  le  altezze  dei  getti  e delle  conserve,  sono  come  i quadrali  dell 

altezze  dei  getti . ...  . 

* 771.  Questa  differenza  dipende  dalla  resistenza  dell  ana,  e 

dalla  diminuzione  di  celerità  , che  nelle  particelle  inferiori  della 
colonna  aquea  o del  getto  producono  le  superiori  , che  ncadono, 
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e orine  Inai  mente  dall’ attrito,  che  l’acqua  soffre  radendo  le  pareti 
del  condotto,  e dello  spillo  . Perl  oche  può  questa  differenza  di- 
minuirsi inclinando  un  poco  il  getto,  e scemando  gli  attriti,  quan- 
to si  può. 

* 773.  L’  attritto  non  solo  diminuisce  l’altezza  del  gett$  , ma 

ancora  la  portata  effettiva  del  condotto  ; onde  equivale  ad  un  ri- 
stringimento del  lume.  Sia  tale  questo  ristringimento , che  la  se- 
zione del  condotto  da  b ( = r*  7T  1 riducasi  (2  r'1  7t)  , e la 

portata  Q diventi  Q*.  La  celerità  dell’acqua  nel  condotto  sarà 

r'*  Va 


'4  a 


(769), e l’altezza  dovutale  —7 — ( iw) 


Ma 


r'4  a 

essendo  r ^ r1,  i o ^ ^ — • Dunque  l’acqua  , che  ha  una  ce- 

lerità, o forza  corrispondente  all’altezza  a,  e intanto  sgorga  con 

r*4  a ' ' - 

una  forza,  o celerità  corrispondente  all’altezza— jj— , impiegherà  il 

r'4n 

restante  della  forza  corrispondente  all’  altezza  a con- 

tro le  pareti  del  condotto.  Per  lo  che  se  normalmente  alla  dire- 
zione del  moto  dell’'  acqua  si  faccia  nelle  medesime  un  piccol  fo- 
ro b\  l’ acqua  farà  per  esso  un  getto  dovuto  ad  un’  altezza 

14  • N 

Si  osservi  la  portata  <7’  di  questo  foro  in  i’,c  si  cal- 

n 

coli  la  portata  q,  che  se  ne  avrehhe  nel  medesimo  tempo,  se  il 
condotto  fosse  chioso,  e l’ acqua  si  conservasse  ad  un’  altezza  co. 
stante.  Essendo  eguale  il  lume,  e il  lempo  ( 74*  ) abbiamo  q r 

r'4  . o5  r'4  r'* 

quindi  q*  : q'*  **  ’ ; : — .a*  — : ; — 

V(q'-q") 


:*'«:« = T pr~’  rl 

Ma  essendo  eguali  i tempi,  e le  altezze  si  ha 
q 

<?:<?::  b : (3  ( 74*  ) ::  r*7T  sr1*  7T.  Dunque  Q'  = 

q _QV(< r-q"_l  ; equazione  , da  cui  istituite  le  op- 


r»  q 

portune  sperienze, e calcoli, si  rileverà  la  diminuzione  della  por- 
tata in  conseguenza  dell’attrito. 
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773.  Queste  diminuzioni  si  rendono  tanto  pili  sensibili», 
quanto  più  lungo  è il  condotto  . Dall’  esperienza  risulta,  cho 
le  quantità  d ’ acqua  sgorgate  in  tempi  eguali  da  uno  stes- 
so condotto  orizzontale  sotto  una  stessa  altezza  di  conser- 
va , ma  a diversa  distanza  dall ’ orifìzio  d‘  egresso  dalla 
conserva  , sono  tra  loro  prossimamente  in  ragione  recipro- 
ca subduplicata  di  queste  distanze. 

Ma  in  molto  maggior  ragione  diminuiscono  queste  quantità, 
se  i tubi  siano  molto  stretti , o curvilinei  , specialmente  poi  se 
abbiano  degli  angoli  o retti , o acuti  , poiché  in  tutti  questi  casi 
si  aumentano,  come  è evidente,  gli  attiiti , e si  diminuiscono 
le  celerità  dell’acqua  . 

Consulteranno  le  opere  dei  Pratici  , ed  il  i.°  tomo  dell’  I- 
drodinamica  del  Bossut  quei,  che  vorranno  delle  ulteriori  notizie 
tanto  d’  esperienza  , quanto  di  calcolo  su  questo  importante  ar- 
ticolo . 

774.  Frattanto  passiamo  a considerare  gli  ostaco- 
li , che  l’acqua  incontra  muovendosi  per  gli  alvei,  e pei 
condotti. 

Questi  ostacoli  sono  le  asprezze,  tortuosità,  esimi- 
li , che  trovansi  nel  fondo  e nelle  pareti  dell’  alveo , e 
dei  condotti . L’acqua  scorrendo  urta  contro  di  essi,  e 
come  avviene  generalmente  nel?  urto,  perde  una  por- 
zione della  sua  celerità . Ma  la  dottrina  dell’urto  del- 
l’acqua, e dei  fluidi  in  generale  è cosi  importante , 
che  noi  dobbiamo  ragionarne  qui  con  qualche  diffu- 
sione. 

775.  Egli  è molto  difficile  di  determinare  le  leggi 
dell’urto  dei  fluidi  in  una  maniera  esatta,  ed  |pplica- 
bile  alla  pratica , mancando  su  tal  soggetto  una  teori* 
ca  sodisfaciente  del  tutto.  Nella  ipotesi  comunemente 
seguita  si  suppone,  che  tutte  le  particelle  , o filetti  pa- 
ralleli urtando  il  solido  non  si  impedi$can  tra  loro  in 
niun  modo  . Ora  ciò  generalmente  è falso,  e porta  tal- 
volta a resultati  sì  lontani  dal  vero,  che  non  possono 
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ammettersi  in  conto  alcuno.  Per  altro  siccome  questa 
ipotesi  è molto  semplice,  facilita  l’intelligenza  d’alcune 
opere  sull’ Architettura  navale,  cui  serve  di  base,  e può 
impiegarsi  senza  notabile  errore  in  calcoli  relativi  alle 
macchine , che  si  muovono  per  mezzo  di  ruote  urtate 
da  qualche  corrente  d’acqua  o d’aria,  così  noi  ab- 
biano. creduto  doverla  seguire;  tanto  più  , che  all’  oc- 
casione possono  con  particolari  esperimenti  corregger- 
sene agevolmente  i resultati  men  veri. 

776.  Prima  d’inoltrarci  nell’ esposizione  di  questa 
dottrina , avvertiremo , che  il  ragionamento  medesimo 
può  applicarsi  al  caso,  che  un  fluido  in  quiete  sia  ur- 
tato da  uu  solido  in  moto,  o che  un  fluido  in  moto 
urti  un  solido  in  quiete. 

777.  Ciò  premesso,  la  massa  fluida  CN  ( Fig. io$  ) 
urti  normalmente  il  solido  AD  in  quiete  per  sì  fatta 
guisa , che  le  molecole  contenute  nella  grossezza  infi- 
nitesima CB  della  porzione,  o dello  strato  urtante  nel 
tempo  piccolissimo  t esercitino  tutte  la  loro  azione 
sul  solido;  cioè  in  guisa  , che  il  solido  nel  tempusco- 
lo t si  trovi  insinuato  nella  grossezza  CB.  Questa 
grossezza  potrà  considerarsi  come  la  misura  dello  spa- 
zio percorso  nel  detto  tempo  infinitesimo  dalla  massa 
urtante;  cioè  sarà  CB  = s;  e siccome  per  un  tempo 
piccolissimo  ogni  moto  è uniforme  sarà  s — et  ( 7$  ) . 
Ora  detta/* la  forza  urtante, Pi  la  porzione  di  CN,  che 
urta  il  solido,  avremo  f = me  (74);  ma  detta  g la 
gravità  specifica  del  fluido,  v il  volume  della  porzio- 
ne urtante  abbiamo  m — g v ; Dunque  f — gv.  Es- 
sendo poi  v eguale  al  prodotto  della  base  urtante  per 
la  sua  altezza  s ( = et  ),  e la  base  urtante  eguale  alla 
superficie  urtata  AD  = b , sarà  f — cg  X bctzzz  bc'gt. 
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E se  un’ filtra  superficie  solida  è1  sia  urtata  da  un  altro 
fluido  della  gravità  specifica  gi  nel  tempo  stesso  con 
una  celerità  = c,  sarà/'  = b'c'*  g'  onde f •f'  II  bc'gi 
b'  c’*  g'. 

778.  Se  il  solido,  clie  abbiamo  supposto  in  quiete 
sia  in  moto,  varierà  l’espressione  di/*  secondo  il  senso, 
in  cui  esso  si  muove.  Se  si  muove  nel  senso  stesso,  che 
il  fluido , bisogna  dalla  celerità  del  fluido  sottrarre  la 
celerità  k del  solido,  onde  sarà/’s::  bgt  X ( c — k )*; 
se  si  muove  in  senso  opposto  , bisogna  con  quella 
sommar  questa  $ onde  sarà  f = bgt.  ( c -J-  k*  ). 

* 77 9-  Tutto  ciò  per  il  caso , che  i piani  siano  urtati  nor- 
malmente dai  fluidi.  Supponghiamo  ora,  che  mentre  il  fluido 
MN  ( Fig.  106.  ) urta  normalmente  il  piano  AB  colla  ce- 
lerità c , il  fluido  YZ  urti  obliquamente  il  piano  CD  coll’  an- 
golo d’ incidenza  RCD  = n , e colla  celerità  cl . Detto  b il 
piano  AB  , ò’  il  piano  CD  , g la  gravità  specifica  del  flui- 
do MN  , gl  quella  del  fluido  YZ  , si  rappresenti  c 1 per  IG  . 
Decomposta  IG  nelle  due  HI  normale  , GH  parallela  al  piano 
CD  , la  sola  HI  urta  il  piano  . Ora  alzata  la  normale  DR 
sol  filetto  fluido  RC  , i triangoli  rettangoli  simili  DCR  , IGH, 

daranno  HI  s=-  --  f RD  ss  CD  sen.  n ; onde  IH  “ c’  sen.  n. 

KjD 

Detti  dunque  f,  /*  gli  urti  contro  AB , CD  , sarà  f:  fx  1 1 bc2gl 
b'c'2gx  X sen2.  n ; analogia,  che  esprime  il  rapporto  dell’  urto 
diretto  all’urto  obliquo  . Che  se  si  paragonine  fra  loro  due  urti 
obliqui  /'  , avremo/*  : /"  “ b'  c1 2 g'  sen2.  n i 
bu  c” 2 g"  sen2.  n\. 

* 780.  E se  invece  del  piano  AB  si  consideri  il  piano  DR  in 
modo,  che  questo  piano , e l’altro  DC  siano  1’  uno  direttamente, 
1’  altro  obliquamente  urtati  dal  medesimo  numero  di  filetti  flui- 
di, detta  l la  larghezza  eguale  d’ambedue , onde  si  abbia  b{  =3 
DC  X J 5 b — X ^ — CD  t sen • n,  avremo  /:/*  l J 

CD.  I.  sen.  ni  DC.  I.  sen2.  n II  1 1 sen.  n. 

781.  Dopo  tutto  ciò  se  sia  data  la  misura,  o quan- 
tità assoluta  dell’urto  di  ua  fluido  potrà  dedursene  la 
t.  1. 


Dìgitized  by  Google 


482 

quantità  d’ un  altr’  urto  simile.  Suol  prendersi  per  u- 
nità  di  misura  l’ urto  perpendicolare  contro  un  dato 
piano  immobile . Il  Bossut  dice,  risultar  dall’espe- 
rienza, che  l’ urto  normale  e diretto  d’un  fluido  qua- 
lunque contro  un  piano  in  quiete  è sensibilmente 
eguale  al  peso  d’  una  colonna  di  questo  fluido  , che 
abbia  per  base  la  superficie  urtata  , e per  altezza  l’al- 
tezza dovuta  alla  celerità,  con  cui  urta  (74»)  • Trovasi 
nell'opera  di  Bouguer  ( Manocuvr«  des  Faisseau.x') 
una  tavola , nella  quale  data  in  piedi  la  velocità  iu 
1”,  si  calcola  in  libbre,  ed  once  l’urto  dell’ acqua 
contro  una  superficie  piana  d’un  piede  quadrato . 

782.  Per  fare  ora  un’  applicazione  delle  dottrine  sopra  sta- 
bilite , supponghiamo  , che  sia  esposta  all’  urto  del  fluido  MN  la 
sfera , o emisferio  ABD  ( dissi  sfera  o emisferio  , giacché  1’  ur- 
to contro  una  sfera  si  riduce  al  solo  urto  contro  un  emisferio  , 
coxn’  è evidente  ) . 

Sia  questo  emisferio  generato  dalla  rivoluzione  del  quadran- 
te ABC  ( Fig.  107  ) intorno  al  semiasse  CÀ  . Si  tirino  le  or- 
dinate infinitamente  vicine  PG,  pg , e il  raggio  CP  . Sia  PG 
— y ; CG  xx.  x , CP  rsr.E  evidente,  che  la  zona  FH  elemen- 
to della  superficie  sferica,  e descritta  dall’archetto  Pp  è urtata  o- 
hliquamente,  mentre  la  zona  elementare  LN  generata  nel  cerchio 
OIG  dalla  lineetta  Gg  = dx  sarebbe  urtata  normalmente  da 
quo  stesso  numero  di  filetti  fluidi . Abbiamo  dunque  il  caso  con- 
templato nel  n.  780  , e conseguentemente  detti  df , df'  gli  urti 
infinitesimi  ricevuti  dalle  zone  LN  , FH , e fatto  l’ angolo  GPp 
-r  n , avremo  df:  df  i;  »:  sen.  n II  CP:  PG  " r :_y,onde 


jj\  __  yj£  . Ora  df  è proporzionale  al  piano  LN  urtato  nor- 
malmente (777)»  ec*  bN  essendo  la  differenziale  del  cerchio 
QjQ  5;  esprime  per  vzxdx . Dunque  sostituendo , dj  * 

vtyxdx  __  inxfx  ( r»  — x»  ) urto  normale  a pp>  0 


sia  secondo  PC  . 
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S’indichi  ora  quest’urto  colla  linea  PS,  e si  risolva  nelle 
due  forze  PT , ST  rcspettivamente  normali . É chiaro , die  la 
sola  PT  concorre  all’urto  secondo  PG.rimanendo  TS  distrut- 
ta da  una  forza  eguale  ed  opposta  nell’  altro  quadrante . I trian- 
goli simili  PCG,  PST  danno  PC  ( = r):  PG 

rs  (=»S2*r)  : pt  = df*  = = nxdx  _ ' ’ 

iTlX^dx  i 37* 

; onde/"=  rrr*  ( 1 — - — ) senza  costante,  per- 


r* 

chfe  fatto  /"  = o,  tatto  svanisce  . Questo  pertanto  è 1»  urto  del 
fluido  contro  il  segmento  FAP,  e se  si  faccia  x — r , l’arco 
AP  diverrà  AB  , e si  avrà/"  = >/,  Ttr*  urto  contro  l’ emisfo 
rio  nella  direzione  del  fluido  . Dunque  P urto  d’ un  fluido  con- 
tro una  sfera  è eguale  all’  urto  normale  contro  là  metà  del  cer- 
chio massimo  ti  r*  della  sfera  stessa  . 

E qui  si  noti , che  se  si  volesse  l’ urto  normale  a Pp , o 
secoudo  la  direzione  PC  i converrebbe  integrare  l’espressione 


37 ixdx  y(r*  — a*  ) 


e si  avrebbe/1 


— 37t  V ( r*  — x*y.  . 

T eost  5 e siccome  l’urto  manca , quan- 
do manca  l’arco  AP,  e perciò  cost.  = nr*  ; cosi  A nr* 

27T  1/  ( r*  — x*  ) s . 

~ r — urto  contro  la  superficie  FAP , e facen- 
do x = r = »/*  rr*  urto  contro  l’intero  emisferio  eguale 
all’  urto  normale  contro  */s  del  cerchio  massimo  7tr*. 

783.  All’urto  è eguale  e contraria  lav  resistenza  del 
corpo  urtato  (70).  Dunque  tutto  quello,  che  si  è det- 
to dell’urto  dei  solidi  e dei  fluidi  si  può  applicare  alla 
resistenza , che  i fluidi  presentano  al  moto  dei  solidi , 
che  gli  traversano  , indicando  le  resistenze  con  quelle 
formule,  con  cui  abbiamo  indicati  gli  urti. 

Ora  un  solido  può  muoversi  attraverso  a un  fluido  orizzon- 
talmente , verticalmente  , e obliquamente  j noi  per  altro  consi- 
dereremo il  moto  orizzontale,  e verticale  semplicemente. 

784.  Muovasi  orizzontalmente  in  un  fluido  della  graviti 
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specifica  g un  solido,  che  abbia  la  massa  r=  m , la  superficie  , 

che  va  contro  il  fluido  espressa  per  b , e la  celerità  iniziale  per 

C.  La  resistenza  , che  il  solido  incontra  nel  fluido  è una  forza  ri- 

tardatrice , che  si  oppone  al  suo  moto  rappresentata  per  f — • 

bc%gdt,  essendo  infinitesimo  il  tempo  (777).  Avremo  dunque  per 

ciò,  che  fu  detto  ai  nn.  92  , g3,  f — (pdt  ~ — mdc  — bc*gdt , 

bgdt  de  . , bgt  1 . , _ 

ovvero  — — r= , e integrando  -2-  = L cosi.  E 

m c*  me  * 

siccome  in  principio  del  moto , quando  la  resistenza  è nulla , 
e = C,  Cosi.  = — ~ , e perciò  l’integrale  completo  sa- 


M = — - 

m c 


d’onde  c =5 


Cm 


bCgt  -J-  m 
• ^ 

785.  Abbiamo  parimente  (92)  dt  = . 


Sostituendo 


perciò  questo  valore  nell’  equazione  bc'gdt  — mdc  , avre- 
mo ÌMt  — , e integrando  ~ = — Le  -f.  cosi. 

E siccome  nel  principio  del  moto , quando  s ~ o , C ~ c, 

avremo  cost-  — LC  ; onde  — LC  Xc  ss  X — ; e 

//l  c 


sostituendo  il  valore  di  c trovato  sopra,  avremo 


78S.  Se  1’  equazione  (a)  riducasi  tutta  logaritmica  molti- 
plicandone il  primo  termine  per  il  logaritmo  e , che  si  suppo- 
ne un  numero  , che  abbia  per  logaritmo  iperbolico  1’  unità  , 
si  avrà  bgs 


m 


+ 1 


o"de,  = ì5g(«i-i-.  )• 

787.  H moto  verticale  può  farsi  d’alto  in  basso,  e di  bas- 
so in  alto . Facciasi  primieramente  d’  alto  in  basso . Dette  g , 
r le  gravità  specifiche,  P , e p i pesi  del  fluido  discacciato,  e 
del  solido  immerso , essendo  eguali  i volumi  dell*  uno , e dell* 
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altro , avremo  gtri!P*'p(49»52);-P  = ^jr-j  e il  pe- 
so residuo  del  solido  immerso  q “ p — ^j=r  (699)  . Ma  nel 

tempo  di  1” , e nel  vuoto  detta  G la  forza  acceleratrice  di  gra- 
vità si  ha  la  forza  motrice  di  gravità  ($3)  f ss  Gm  zs  Gp 
sostituendo  il  peso  alla  massa  (4$)-  Dunque  nel  tempo  dt,  e 

~ nel  fluido  , sarà  f ss  Gqdt  ss  Gdt  ^ p — ) — GpzltX 

i — -j"r^  ss  hpdt  , fatto  G ^ 1 — -j T-  ^ — h.  Xa  resisten- 
za r poi , die  il  fluido  presenta  al  solido  è bc'gdt.  Queste  due 
forze  , che  agiscono  sul  solido  potendosi  considerare  come  due 
urti  , o resistenze , saranno  tra  loro  come  i quadrati  delle  ce- 
lerità , che  imprimono  al  solido  ( 777  ) • Detta  pertanto  k la 
celerità  relativa  alla  forza  hpdt , avremo  hpdt  : bc'gdt  H k*:  c*. 
fin  , , hc'pdt 

e perciò  k*  ss  , e be'  gdt  .ss  — = r.  Dunque  poi- 
ché r si  oppone  ad  f la  forza  residua  acceleratrice,  con  cui  il 

solido  scende , sarà  f — r Ss  hpdt = pdc  (92  ); 

- : : - - 


k'dc  . k* 


KrdlC  K* 

k*dc  ss  (k1 — c»)  hdt;  onde  hdt  ss  } ht  ss  — X 

X senza  costante  , perchè  quando  t ss  o } c ss  o . 

k — c 

k'  ..  A+c 

Dunque  t ss 

ds 

788-  Parimente  poiché  dt  ss  — (92)  sarà 

**_  *^  _***  ^s_ 

c — k * — c* f k * — e*  ' 

A*  [Cost.—  X(A*  — c»)]. 

E siccome  nel  principio  del  moto  , quando  0$  c— OJ 
sarà  Cost.  ss  Lk%  ; onde  aAs  ss  A*  (XA*— * X [ A;*  — c*  ] ) ss 
A*  _ 

*•  i • Dm'!“C 

. 

A* C*  Ac* C*  ;i 


ileru  wb  c: 


' ! 

- *-w 
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789.  1°.  Riducendo  logaritmiche  le  due  parti  dell*  equa- 
zione , come  sopra  (786) 

ihs 


b 


ihsLe 


b — c*  b 

e levando  i logaritmi. 


Le 


b 


"iks 

b_  A* 


è “ = 


b—c 


> onde 


-# 


I90.  I metodi  stessi,  coi  quali  abbiamo  determinati  gli  ac- 
cidenti del  moto  verticale  all’ ingiù  di  un  . solido  attraverso  di 
un  fluido , ci  condurranno  a determinare  quelli  del  moto  verti- 
cale all*  insù  . Si  osservi , che  in  questo  caso  e la  gravità , e la  re* 
sistenza  cospirano  a ritardare  il  moto , onde  si  ha  lidi  z=z 
b de  . 

j;— j~~  * e si  open  come  nei  nn.  precedenti. 


79  *•  Ciò  basti  intorno  all’urto,  e alla  resistenza  dei  fluidi . 
S’  avverta  per  altro , che  le  sole  primarie  deduzioni  dalle  for- 
mule dei  nn.  776,  e seg.  si  trovano  sufficientemente  corrispondenti 
alla  pratica.  Le  altre  tutte  e perchè  le  abbiam  fondate  sopra  un’ 
ipotesi  non  vera  generalmente , e perchè  abbiam  trascurati  diver- 
si elementi,  onde  non  le  rendere  troppo  complicate,  debbono  sem- 
pre esser  corrette  con  particolari  sperimenti;  e potranno  vedersi 
nell’  Idrodinamica  del  Bossut  i metodi  per  eseguirli  . 


Teorica  dei  Fiumi. 

* 792. 1 ragionamenti  teorici,  ed  il  calcolo  si  adattano  diffìcil- 
mente alla  dottrina  dei  fiumi,  e se  vi  si  adattano,  servono  piut- 
tosto a indicare  degli  errori  da  evitarsi , che  delle  verità  gene- 
rali da  abbracciarsi . Tutta , o quasi  tutta  dipende  questa  dottri- 
na dall’  osservazione,  e dall’esperienza  per  ogni  caso  particolare  ; 
onde  quasi  nulla  può*  dirsene  in  generale  . 

* 7g3.  Distinguonsi  i fiumi  in  liberi, ed  impediti.  Sichiaman 
liberi  quelli , che  non  incontrano  nel  loro  corso  Cagione  alcuna 
valutabile  capace  di  ritardarne  il  moto  naturale;  impediti  quelli, 
il  corso  dei  quali  è alterato  da  qualche  cagione  , come  da  sca- 
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brositànel  fondo, e nelle  rive,  da  tortuosità,  da  animassi  di  pietre, 
di  arena,  ec.  Or  siccome  non  vi  è forse  alcun  fiume,  in  cui  non 
concorrano  molti  insieme  di  questi  impedimenti,  cosi  potrebbe  per 
avventura  sembrare  inutile  l’accennata  distinzione.  Ma  Iti  sono 
Spesso  delle  particolari  circostanze,  che  ci  autorizzano  a riguar- 
darli come  lilieri  , per  quanto ‘siano  realmente  impediti.  In  fatti 
gli  ostacoli  permanenti  , ed  uniformi,  che  agiscono  per  tutto  il 
fiume  equabilmente,  per  quanto  lo  privino  della  libertà  assolu- 
ta, li  lasciano  una  libertà  relativa  , per  cui  scorre  con  una  ce* 
lerità  proporzionale  a quella , colla  quale  scorrerebbe,  se  fosse 
tolto  ogni  ostacolo  ; e quando  uu  fiume  è libero  anche  relativa- 
mente, è soggetto  alle  regole,  che  si  sogliono  prescrivere  per  i li- 
beri assolutamente.  'Oltre  di  che  può  supporsi  impunemente  li- 
bero un  fiume  , che  naturalmente  è impedito , fingendone  ri- 
stretta la  sezione  dentro  tutti  gl’  impedimenti  delle  rive , e del 
fondo , e trascurando  1’  acqna  che  ristagna  , o scorre  lentamente 
al  di  là  di  questi  limiti.  D’altronde  qUatorsi  rifletta,  che  gli  anti- 
chi Idraulici  fondarono  le  loro  teoriche  sulla  natura  dei  fiumi 
liberi , le  applicarono  quasi  indistintamente  agli  impediti  , e ciò 
non  ostante  le  loro  grandiose  operazioni  idrometriche  sortiro- 
no il  piò  delle  volte  un  fortunato  successo , siamo  indotti  a so- 
spettare, che  forse  vien  trascurato  nella  teorica  qualche  elemen- 
to, che  ne  compensa  in  molti  casi  il  difetto,  e percui  le  dot- 
trine dei  fiumi  liberi  possono  trasportarsi  senza  pericolo  agli 
impediti.  Noi  diremo  poche  cose  degli  uni , e degli  altri. 

* 794-  Quando  una  massa  d’ acqua  ha  la  superficie  orizzon- 

tale è in  equilibrio  (66']').  Dunque,  quando  ella  è in  moto, 
avrà  la  superficie  inclinata.  Ora  due  cagioni  possono  mette- 
re in  moto  una  massa  d’acqua,  la  pressione  delle  parti  su- 
periori , e 1’  inclinazione  del  piano,  su  cui  ella  posa  . Perciò 
il  moto  dell’  acqua  può  aumentarsi  , o aumentandone  la  pressio- 
ne , cioè  l’ altezza  della  massa  premente  , 0 aumentando  l’ incli- 
nazione dell’  alveo  per  cui  scorre.  Rilevasi  per  altro  dalle  espe- 
rienze , e osservazioni  riferite  nei  nn.  780-87 ,811  dell’  Idrodi- 
namica del  Bossut,  che  nei  fiumi  quest’aumento  di  moto  non  è 
precisamente  proporzionale  nè  all’  aumento  della  pressione , nè 
all’aumento  dell’inclinazione  dell’  alveo. 
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* Jy5.  Per  calcolare  la  forza  di  un  fiume , bisogna  determi 
Darne  la  celerità , e la  portata  , cbc  ne  sono  gli  elementi  (74)  • 

La  determinazione  della  celerità  media  dei  fiumi  è un  prò 
blema  si  difficile , ebe  non  si  è potuto  per  anche  risolvere  gene- 
ralmente . Alcuni  Autori  Idraulici  dopo  il  Gugliclmini  hanno 
opinalo , che  la  celerità  dei  fiumi’dipenda  unicamente  nei  primi 
tronchi , e tra  i seni  delle  montagne  dalla  declività  del  fondo  ; 
nelle  pianure  dall’altezza  del  corpo  d’acqua  sovrastante  ad  ogni 
particella  j presso  la  foce  , dall’  inclinazione  della  superficie  . Per 
misurarne  poi  la  quantità  , usano  il  seguente  metodo . Presa  una 
retta  orizzontale,  che  diremo  O,  la  quale  rappresenti  la  velocità 
superficiale,  si  alza  da  un’  estremità  di  O una  verticale  , che  e- 
sprima  l’ altezza  dovuta  a questa  celerità  : quindi  descritta  una 
parabola , che  abbia  il  vertice  nell’  estremità  superiore  della  ver- 
ticale, e passi  per  l’altra  estremità  dell’orizzontale,  si  dice  , che 
la  velocità  dell’acqua  in  qualuuque  punto  è rappresentata  dal- 
l’ordinata corrispondente  della  parabola.  Fondasi  questa  costru- 
zione sul  seguente  ragionamento.  L’ acqua  uscendo  da  un  foro 
fatto  in  una  parete  verticale  d’ un  recipiente  qualunque  ha  una 
velocità , che  può  rappresentarsi  per  1’  ordinata  d’ una  parabola 
che  abbia  il  vertice  nella  superficie  dell’acqua  del  recìpien- 
te (743).  Considerando  una  sezione  verticale  del  fiume  come  la 
parete  d’un  recipiente  , nella  quale  sia  un  numero  infinito  di 
piccoli  fori  , per  cui  l’ acqua  sia  cacciata  dal  peso  della  colonna 
superiore,  si  esprime  la  velocità  prodotta  da  questa  pressione  in 
ogni  punto  per  1’  ordinata  , che  li  corrisponde . Ma  poiché  così 
la  velocità  alla  superficie  sarebbe  nulla  , mentre  debbe  essere 
proporzionale  ad  O,  si  alza  tanto  il  vertice  dalla  parabola  , che 
all'estremità  superiore  della  sezione  corrisponda  l’ordinata  O,  che 
rappresenta  la  velocità  superficiale  . • 

* 796.  Ora  il  Sig.  Cav.  Paoli  nel  precitato  opuscolo  ha  di- 
mostrato , 1°.  che  è erronea  l’ accennata  opinione  sulla  cagione 
della  celerità  dell’  acque  correnti  , perché  contro  i principi  della 
Meccanica  si  deduce  dalla  sola  più  forte,  e non  da  tutte  le  ca- 
gioni acceleratrici . 3°.  Che  è affatto  arbitrario  ed  inesatto  il  me- 
todo di  misurarla,  e perchè  non  conoscendosi  la  vera  cagione  del- 
la celerità  , che  dipende  da  tanti  incalcolabili  elementi , può  dirsi 
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con  egual  ragione  , che  ella  sia  proporzionale  alle  ordinale  di 
una  parabola,  come  di  qualunque  altra  curva  ; e perchè  la  dottri- 
na dello  sgorgo  dell’acqua  dai  fori  di  un  recipiente  nell’aria,  o 
nel  vuoto , dove  non  incontra  , che  poca  o punta  resistenza  non 
può  applicarsi  alle  sezioni  dei  fiumi  , dove  incontrando  una  resi- 
stenza eguale  alla  pressione,  che  la  spinge,  non  può  concepire  ve- 
lociti alcuna  . 

Vero  è , che  nei  luoghi  più  vicini  alla  superficie  ed  in  un 
letto  molto  regolare  la  scala  delle  velocità  potrà  forse  avvicinarsi 
alla  narabola;  ma  è altresi  certo  , che  la  scala  parabolica,  non  è 
provai  : che  il  ragionamento  , da  cui  si  è fatta  dipendere  è del 
tutto  falso  , e pieno  delle  più  grossolane  contradizioni  ; e che 
la  vera  scala  delle  velocità  dei  fiumi  è tra  le  cose  desiderate . 

* 797-  Quello  , che  si  può  dedurre  di  più  importante  dalle 

osservazioni , e dalle  proprietà  generali  dei  fluidi  per  rapporto 
alla  celerità  dei  fiumi  si  riduce  a ciò,  che  segue  (V . Paoli  l.  c-)- 

i°.  T.a  velocità  d’una  particella  fluida  in  un  dato  punto  del 
fiume  è il  risultato  di  tutte  le  accelerazioni , e resistenze  , che 
la  medesima  ha  sofferte  in  tutto  il  suo  corso  dall*  origine  del 
fiume  fino  al  punto  dato  . 

V:  Per  quanto  non  si  conosca  il  rapporto , che  l’inclina- 
zione della  superficie  d’un  fiume  ( solo  contrassegno  sicuro,  che 
un  fluido  si  muove  ) (667)  ha  col  fondo,  pure  sembra  , che 
quella  sia  specialmente  determinata  dalle  condizioni  di  questo  m 
modo , che  divenga  maggiore , o minore  secondo , che  a circo- 
stanze pari  crescono,  o diminuiscono  le  resistenze  del  fondo  . 

Tutti  i corpi  son  dotati  della  inerzia,  in  virtù  della  quale 
mantengono  per  quanto  possono  invariata  quella  celerità  , che  lo- 
ro è stata  impressa  . I corpi  solidi  sono  continuamente  ritardati 
dagli  ostacoli, che  s’oppongono  al  lor  moto,  senza  che  possati  da 
loro  stessi  recuperare  quella  velocità  ,che  comunque  han  perduta. 
Ma  la  natura  ha  dato  ai  fluidi  il  modo  di  riacquistare  quella  ve- 
locità , che  dagli  ostacoli , e dalle  resistenze  vien  loro  tolta  , me- 
diante l’ inclinazione  della  loro  superficie  . Quando  un  fluido  è 
in  qualche  modo  ritardato  nel  suo  corso , esso  coll’  accrescere 
l’inclinazione  del  suo  pelo  tende  a riacquistare  quella  velocità  , 
che  le  resistenze  tendono  a toglierli.  Ciò  manifestamente  si  vede 
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sotto  gli  archi  dei  ponti , e dalle  proprietà  generali  dei  fluidi 
si  deduce  come  naturalmente  succeda . Sia  CD  il  pelo  perma- 
nente di  un  fiume  ( Fig.  108  ),  e siano  A,  B due  particelle  si- 
tuate a qualunque  profondità  nella  medesima  orizzontale.  E chia- 
ro , che  le  due  colonne  AC , BD  , che  costituiscono  come  un  tu- 
bo comunicante  DBAC  stanno  in  equilibrio  , e si  premono  e- 
gualmeutc  ; perchè  se  ciò  non  fosse , 1*  acqua  dovrebbe  sollevarsi 
iu  quel  braccio,  che  prenle  meno  ; lo  che  per  ipotesi  nou  succe- 
de , essendo  il  pelo  CD  permanente . Se  ora  la  particella  A sof- 
fra qualche  resistenza , questa  si  può  considerare  come  una  forza 
attiva  applicata  alla  medesima  ; e per  le  proprietà  generali  dei 
fluidi  comunicandosi  questa  forza  equabilmente  per  ogni  verso , 
la  particella  B soffi-ira  una  pressione,  per  la  quale  sarà  turbato 
l’equilibrio  tra  le  colonne  AB  , CD  . Laonde  perchè  si  ristabi- 
lisca questo  equilibrio  , Insognerà  , che  cresca  1’  altezza  della 
colonna  BD  , acciò  con  P aumento  del  peso  contrabbilanci  la 
pressione,  che  ricevè  dalla  particella  A . L’acqua  sopravveniente 
somministra  la  facilità  di  questo  aumento  d'altezza  , e il  pelo 
diviene  più  inclinato,  come  .sarebbe  CE.  Si  spiega  con  ciò  an- 
che quell’  increspamento , che  sempre  si  osserva  sulla  superfi- 
cie d’ tin  fiume  , il  quale  nasce  senza  dubbio  per  le  piccole  ir- 
regolarità , che  sono  ovunque  sparse  sul  suo  fondo  . 

* 798.  Del  lesto  qualor  si  rifletta  , che  tutti  gli  artifizj  del- 

1’  Algebra  non  bastano  a risolvere  anche  per  approssimazione  il 
problema,  in  cui  si  cerca  il  moto  d' un  fluido,  che  scorre  in  un 
canale  del  tutto  uniforme  , e regolare,  nel  caso  ancora,  in  cui 
si  prescinda  da  qualunque  resistenza  ; pare  che  vi  sia  tutto  il 
fondamento  di  credere,  che  non  si  arriverà  mai  a trovare  nna  di» 
retta  e generai  soluzione  di  un  problema  più  intralciato  infini- 
tamente, qual  è quello  del  moto  dei  finmi  , come  sono  in  na- 
tura . Per  lo  che  1*  unico  partito  , che  rimane  è quello  di  ri- 
correre agli  esperimenti  eseguiti  senza  prevenzione,  e con  mac- 
chine non  fallaci.  Ed  anzi  che  cercare  la  scala  delle  veloci- 
tà , che  forse  difficilmente  si  troverebbe  in  un  dato  fiume , e 
quand’  anche  pur  si  trovasse , forse  noi»  potrebbe  applicarsi  ad 
un  altro  , in  cui  il  sistema  delle  resistenze  fosse  diverso  ; sarà 
più  opportuno  di  rintracciare  il  rapporto  della  velocità  media 
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alla  superficiale  . Ridotta  la  questione  a maggior  semplicità , sa- 
rà più  facile  di  trovare  un  limite  in  eccesso , o in  difetto , che 
abbia  luogo  in  qualunque  fiume  . Nella  speculazione  sembra  piu 
pregevole  il  ritrovamento  della  scala  delle  velocità  , ma  nella 
pratica  basta  solo  di  conoscere  il  limite  della  velocità  media  per 
regolare  quelle  operarioni  idrometriche  » che  richiedono  la  co- 
gnizione prossima  al  vero  della  portata  dei  fiumi. 

* 799.  Ora  diversi  metodi  , e strumenti  possono  usarsi  per 

misurale  la  velocità  media  d’ un  fiume  , e molti  se  ne  tro- 
van  descritti  nel  capitolo  XIII.  del  Tomo  2°.  dell’  Idrodinami- 
ca del  Bossut  . Noi  ne  accenneremo  uno , che  è tra’  più  sem- 
plici , ed  è fors’ anche  il  più  spedito,  e il  men  soggetto  a 
notabili  inesattezze.  E questo  conosrioto  sotto  il  nome  di  Si- 
fone Idrometrico  del  Pitot  ( Mem.  de  VAc.  des  Scien.  de 
Paris  An  1782  ed  è nn  tubo  ERI!  piegato  in  K ad  angolo 
retto  ( Fig.  261  ).  S’introduce  questo  tubo  verticalmente  nel 
fiume  volgendone  in  principio  la  bocca  E secondo  la  corrente. 
Si  solleva  tosto  dentro  di  esso  l’acoua  fino  al  livello  del  pelo 
del  fiume.  Posto  allora  dentro  al  tubo  un  galleggiante  , su  cui 
sia  verticalmente  impiantata  una  sottil  verga  divisa  in  minute 
parti  eguali  , si  volge  la  bocca  E contro  la  corrente . L’  urto 
dell’  acqua , che  corre  contro  1’  acqua  stagnante  nel  tubo , fa  sol- 
levare il  livello  di  que|ta  , per  es.  in  I;  e le  divisioni  della  ver- 
ga , che  va  essa  pure  sollevandosi , mostrano  di  quanto  si  sol- 
levi 1*  acqua  dentro  del  tubo  sopra  il  pelo  del  fiume  . Ad  ogni 
depressione  del  tubo  si  nota  la  misura  di  li.  Ora  l’elevazione 
LI  dell’acqua  , come  k prodotta  dall’urto  della  corrente  contro 
il  piano  E , cosi  serve  a misurare  la  quantità  di  quest’  urto . Ma 
I’  altezza  della  colonna  , che  misura  l’urto  , h eguale  all'altez- 
za dovuta  alla  celerità  della  corrente  (74*)  • Dunque  i diversi 
valori  delle  altezze  LI  faran  conoscere  le  diverse  celerità  della 
corrente  ne*  diversi  punti,  e nelle  diverse  profondità  del  fiume. 
Sommando  la  serie  delle  celerilà  trovate  nelle  diverse  osserva- 
zioni , e dividendone  la  «cimila  s per  il  numero  n delle  osserva- 
zioni , "avremo  la  celerità  media  del  fiume  espressa  per  k — 

* 800.  Determinata  la  celerità  inedia  di  un  fiume , se  ne  tra- 
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va  immediatamente  la  portata  o la  quantità  q d’ acqua  , che 
porta  in  un  dato  tempo.  Questa  quantità  formando  un  prisma* 
che  ha  per  base  la  sezione  b del  fiume  , e per  altezza  o lun- 
ghezza la  celerità  media  k sarà  — bk.  Se  il  fiume  sia  in  sta- 
to permanente  , le  sezioni  anche  diverse  danno  eguali  por- 
tate in  egual  tempo  poiché  se  dessero  portate  diverse  , 1’  a- 
cqua  continuamente  si  alzerebbe  , o si  abbasserebl>e  ; il  che 
ripugna  all’  ipotesi  dello  stato  permanente . Dunque  per  cono- 
scere la  portata  di  un  fiume  nel  suo  stato  di  permanenza  , basta 
determinare  la  celerità  media  in  una  sola  sezione  libera,  e viva. 
Diconsi  libere , e vive  quelle  sezioni  dei  fiumi  , che  essendo 
regolari  non  ne  alterano  sensibilmente  il  moto  delle  acque . 

* 801.  la  diversa  portata  di  un  fiume,  fa  che  esso  urti  con  for- 
za diversa  contro  il  fondo  , e le  sponde . Se  la  teuacità  del  terre- 
no nelle  sponde  , e nel  fondo  fa  equilibrio  all’  urto  della  mas- 
sima portata  in  tempo  di  piena,  il  fiume  ha  uoa  forza  esatta. 
Se  la  forza  è maggiore  della  resistenza  del  fondo , e delle  ri- 
ve , si  dice  troppo  grande  , se  minore , troppo  piccola  . La 
forza  troppo  grande  corrode  il  fondo , e le  sponde . La  troppo 
piccola  fa , che  il  fiume  depositi  e sassi,  e ghiaje  , e rena,  e le 
altre  cose , che  1’  acqua  di  fiume  suol  trasportare.  L’esatta  man- 
tiene il  letto  stabile  . La  forza  esatta  non  si  trova  quasi  mai 
nei  fiumi;  onde  quasi  sempre  i fiumi  corrodono  , o depositano* 
ed  hanno  istallile  il  letto  . 

* 802.  Ora  la  celerità , e perciò  la  forza  di  un  fiume  è tanto 
più  o men  grande,  a circostanze  pari,  quanto  più  o men  alta  ne  è 
l’acqua,  e il  fondo  più,  o meno  inclinato.  Dunque  un  fiume 
tanto  più  scaverà  , e tanto  meno  depositerà  , quanto  più  ne  sarà 
alta  l’acqua,  e più  grande  il  declivio:  e per  l<f  contrario  quanto 
minor  quantità  d’acqua  trasporterà , e quanto  meno  ne  sarà  in- 
clinato il  fondo  dell’alveo , tanto  meno  scaverà  , 0 tanto  più  de- 
positerà. Le  osservazioni  non  lascian  dubbio  sa  ciò . Se  nelle 
pianure  i fiumi  non  abbiano  1’  acqua  molto  alta  permanentemen- 
te , fanno  delle  abbondantissime  deposizioni  . 

* 8o3.  Ma  queste  deposizioni , e queste  corrosioni  come  si  fan- 
no sempre  irregolarmente  ; cosi  fonnan  dei  seni  e delle  tortuo- 
sità nelle  rive  , dei  gorghi , e dei  ridossi  nel  fondo  . Queste  ir-. 
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regolarità  presentano  un  ostacolo  al  libero  movimento  dell’acqua, 
e nc  accrescon  grandemente  l’attrito.  L’attrito  poi  così  accre- 
sciuto produce  diversi  interessantissimi  effetti  , e segnatamente 

* 8o4- 1.  La  celerità  dei  fiumi  per  quei  tratti,  in  cui  l’alveo  non 
soffre  variazioni , o di  ampiezza , o di  declivio , ec.  si  mantie- 
ne uniforme  , e non  si  aumenta  , come  generalmente  quella  dei 
gravi , che  muovousi  per  un  piano  inclinato  , perchè  l’ attrito 
distrugge  l’ aumento  prodottone  dall’  inclinazione  del  letto . 

* 8o5.  II.  Siccome  l’attrito  si  sente  dall’  acqua  tanto  più  , 
quanto  più  ella  è vicina  alla  terra;  così  l’acqua  presso  le  spon- 
de incontra  maggior  resistenza  , che  nel  mezzo  , e perciò  si  muo- 
ve con  minor  forza . 

Da  ciò  nasce,  che  ' 

1°.  Ridotto  il  pelo  d’  un  fiume  allo  stato  permanente  in 
tempo  di  piena  le  colonne  aquee  d’  una  stessa  sezione  non  pos- 
sono aver  tutte  una  stessa  altezza  . Poiché  premendosi  ed  equi- 
librandosi queste  colonne  co’  respettivi  pesi  proporzionali  alle 
altezze  , e colle  forze  impresse  loro  dalle  resistenze , che  incon- 
trano, come  avvertimmo  sopra  (7.97)»  dove  la  resistenza  è mi- 
nore dee  1*  altezza  esser  maggiore . Perciò  le  colonne  del  filo- 
ne debbono  esser  più  alte , che  quelle  vicine  alle  sponde  ; e 
quindi  la  superficie  d’  un  fiume  dee  conformarsi  in  una  curva 
convessa  da  sponda  a sponda . Ciò  si  osserva  sempre  nei  fiu- 
mi gonfi  , eccetto  il  caso  , in  cui  per  1’  opposizione  di  un  o- 
stacolo  alla  corrente  il  ritardo  si  renda  più  sensibile  nell’acqua 
men  celere  presso  le  sponde  , la  quale  perciò  elevandosi  più 
che  quella  del  mezzo  riduce  concava  la  curva  della  superficie.. 

i°.  Le  deposizioni  si  fanno  in  maggior  copia  presso  le  spon- 
de , che  sotto  al  filone . 

* 8o6\  III.  Le  deposizioni  , che  i fiumi  fanno  in  conseguen- 
za dell’  attrito  divengono  cagioni  esse  stesse  di  nuovo  attrito , e 
quindi  di  nuove  deposizioni  , per  cui  il  letto  dei  fiumi  conti- 
nuamente sollevandosi  fino  molto  al  disopra  delle  campagne  a- 
diacenti , essi  minacciano  pericolose  inondazioni,  e spesso  arre- 
cano danni  gravissimi . 

* 807.  Molto  interessanti  sono  le  dottrine  relative  ai  mezzi 
opportuni  per  impedire , e per  rimediare  i danni , che  si  arre- 
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cnn  dai  fiumi  . Ma  noi  non  crediamo  di  doverne  far  parola  * 
e perchè  troppo  ne  saremmo  condotti  in  lungo,  e perchè  ci  tro- 
veremmo impegnati  in  minute  ricerche  di  pratica  , che  non  deb- 
bono aver  luogo  nel  nostro  piano  . Consigliando  adunque  gli 
Studiosi  a consultare  i libri  dei  Pratici  termineremo  con  dir  po- 
che cose  delle  macchine  idrauliche  . 

Macchine  Idrauliche. 

* 808-  Indicatisi  con  questo  nome  quelle  macchine  , in  cut 

l’ acqua  applicata  come  una  forza  meccanica  inette  in  moto  u- 
niforme  degli  argani , delle  ruote  dentate  , e in  generale  del- 
le leve.  Ora  l’acqua  agisce  in  queste  macchine  o per  il  solo  urto, 
o per  P urto  combinato  col  peso  . Esamineremo  brevemente 
questi  due  casi  . • v 

* 809.  L’  acqua  urti  le  tavole , o Ali  Mm  , Oo  ( Fig.  1 to  ) 
rettangolari  , ed  eguali  impiantate  nella  circonferenza  della  ruota 
ABG,  che  per  quest’  urto  sia  costretta  a rotare  intorno  al  suo 
asse,  e vincer  così  una  resistenza.  L’urto  diretto  ricevuto  dal- 
l’ala verticale  Oo  è assai  maggiore  di  quello  obliquo  ricevuto  dal- 
1’  inclinata  Min  ; per  lo  che  la  celerità  della  rota  sarà  tanto 
maggiore , quanto  più  spesso  un’ala  verticale  sarà  esposta  al- 
P urto  diretto  , vale  a dire  quanto  sarà  maggiore  il  nume- 
ro delle  ali  , purché  per  altro  non  sia  tanto  grande  da  render 
sì  piccola  la  distanza  tra  1’  una  , e l’ altra , che  l’ acqua  non  pos- 
sa urtarle  liberamente.  La  sola  esperienza  può  determinare  il  nu- 
mero delle  ali , che  dee  avere  una  ruota  per  produrre  il  massimo 
effetto , e dalla  medesima  apparisce  , che  ad  una  ruota  di  circa 
4 » o 5 piedi  di  diametro  convengono  tra  le  ao  , e le  a4  ali  . Se 
la  rota  agisce  perché  le  ali  sono  immerse  nell’  acqua  corrente  , 
la  loro  maggiore  estensione  gioverà  molto  al  moto  ricevendo  l’ur- 
to da  maggior  copia  d’ acqua , e porci*'»  più  vigoroso  , ma  se  le 
ali  debbono  essere  urtate  da  una  data  qnantità  d’ acqua  incana- 
lata in  una  corsìa,  1’  ampiezza  troppo  grande  riducendo  l’acqua 
troppo  bassa  ne  infievolircbl»e  molto  il  moto , onde  in  tal  caso 
bisogna  contentarsi  d’ una  mediocre  larghezza. 

8 lo.  Sia  pertanto  r la  resistenza  da  vincersi  , Q la  celerità  ' 
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4g5 

uniforme  della  medesima  , g la  sua  distanza  dal  punto  d’ appog- 
gio . Sia  k la  celerità  media  dell’  acqua , x la  celerità  della  rota  , 
e si  cerchi  quale  debba  esser  questa  celerità,  perchè  possa  vincer- 
si la  massima  resistenza . Dicasi  a la  superficie  dell’  ala  , che  ri- 
ceve l’urto  diretto  f',h  la  distanza  del  centro  dell’ urto  dal  cen- 
tro della  rota . Sarà  k — x la  celerità  residua  dell’acqua  (791); 
re  la  quantità  di  moto  della  resistenza  , che  debbe  essere  un 
massimo.  Supponendo,  che  un  piano  qualunque  b esposto  nor- 
malmente all'  acqua  ne  riceva  l’urto  f , si  avrà  (791) 

f}  ? : • a C k — x )»  : bk * ;/  = ■£-  . Ma  per  l’e- 

quilibrio , che  ad  ogni  istante  si  produce  e si  distrugge  tra  la 
forza  c la  resistenza,  dovendo  essere  eguali  i momenti  riferiti  al 

centro  della  rota,  abbiamo  re  — fh  z=  . D’al- 

j • bk* 

tronde  essendo  nel  moto  uniforme  le  celerità  come  gli  spazj  de- 
scritti in  tempi  eguali  ; e nel  nostro  caso  gli  spazj , che  son  cir- 
colari , come  i raggi , o distanze  dal  centro  del  moto , sarà 

, eh  rch  ’ ah(p  ( k — x > 

c:x\.g:  hi  onde  g = J ; 


re 


__  nrpx  ( k ’■ — x )* 


bk * 


, che  debbe  essere  un  massimo  . Diffe- 


renziando per  tanto  questa  espressione  si  avrà  ^Src.)  = 


dx 

a$k*  — faykx -\-3a<px*  , 

--*■  — — = «.cioè  x* — y3  kx  — — ‘/s  k1 

e perciò  x ~ */j  k + ’/j  k . Il  segno  -j-  non  serve , per- 
chè allora  sarebbe  k — x,  e conseguentemente  nullo  l’ urto  5 on- 
de il  massimo  cercato  sarà  x — '/s  k ; espressione,  da  cui  ap- 
parisce , che  la  rota  produce  il  massimo  effetto , quando  la  sua 
celerità  è di  quella  dell’acqua  . 

L’esperienza  poco  discostandosi  in  ciò  dal  calcolo  dimostra, 
che  per  aver  dalla  rota  11  massimo  .effetto , bisogna  , che  la  sua 
celerità  eguagli  di  quella  dell’  acqua  . 

Se  ora  si  faccia  b ~a,  e si  sostituisca  il  valore  di  x,  tro- 

, ’ • . a©x  (k  — x > •' 

veremo  la  quantità  di  moto  re  — — 1 — — = 
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4/„7  cpk . E poiché  chiamando  d l’altezza  dovuta  alla  celerità  x 
dell’  acqua,  l’urto  diretto  (740  s’ ,rova  <p  — «dy,  sarà  final- 
mente il  valore  del  cercato  massimo  re  ~ V,,  adky  , cioè  la  ro- 
ta produce  il  massimo  effetto,  quando  è capace  d’ imprimere  la 
celerità  k della  corrente  al  prisma  d’ acqua.  *47  ad. 

811.  Se  dal  canale  xz  cada  l’acqua  dentro  alle  cassette 
MNmn,  di  cui  è guarnita  la  rota  ABD  ( Fig.il  1 ) , questa  sari* 
obbligata  a muoversi  e per  1’  urto  dell’  acqua , che  cade , e per 
la  gravitazione  , che  esercita  contro  le  pareti  delle  cassette  . Mo- 
vendosi la  rota  si  presenteranno  successivamente  al  canale  tutte 
le  cassette,  che  spinte  dall’urto  , e dal  peso  dell’acqua  contri- 
buiranno tutte  successivamente  a tenere  in  moto  la  rota  . 

Finché  questa  si  mantiene  meno  celere  dell’  acqua  soffre 
un*  azione  e dall’urto,  e dal  peso  della  medesima . Ma  ridotta  ad 
una  celerità  eguale  continua  a muoversi  per  la  sola  azione  del 
peso  . Può  dirsi  dell’  urto  in  questo  genere  di  macchine  ciò , che 
per  l’altro  genere  dicemmo  nel  numero  superiore . Per  calcolar 
poi  l’effetto  del  peso  supporremo,  che. la  ruota  si  muova  uni- 
formemente. Lo  sforzo,  che  l’acqua  fa  per  muover  la  macchi- 
na può  sempre  ridursi  a quello  della  porzione  di  corona  aquea 
GghH  , che  sta  sempre  aderente  alla  rota  nella  estensione  data 
GOH,  e nella  grossezza  parimente  data  Gg  ; onde  tutto  si  ridu- 
ce a trovar  l’espressione  del  momento  di  questa  porzione  d’a- 
cqua . 

Pertanto  supposta  la  grossezza  della  rot%  impunemente  tra- 
scurabile rapporto  al  diametro,  si  tirino  dal  centro  C i due  raggi 
CMN , Cmn  infinitamente  vicini , che  determinino  la  quantità  e- 
lementare  dell’acqua  MNmn  . Tirinsi  le  ordinate  GF , HV , MP  , 
mp  normali  all’asse  vellicale  AR  . Si  abbassi  pure  la  vertica- 
le Mrz,  che  incontri  in  r l’ordinata  mp,  e in  z il  raggio  oriz- 
zontale CO.  Il  momento  della  porzione  MMnm  d’acqua  riferito 
al  centi»  G può  rappresentarsi  per  Mm  X MN  X Cz  “ Mm  X 
MN  X MP  . Ora  i triangoli  .simili  Mrm , MPC  danno  Mm  X 
MP  = Pp  X CM  • Dunque  Mm  X MN  X MP  sa  MN  X CM  X 
Pp,  e /Mm . MN'.  MP  = /MN.  Pp.  Cm  = MN  X CM.  /Pp 
— MN  X CM  X espressione  del  momento  dell’  intera  quan- 
tità d’  acqua  GghH.  Chiamando  D la  dimensione  orizzontale  , o 
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sia  la  larghezza  delle  cassette,  si  ridurrà  l’accennata  espressione 
più  esatta  D X MN  X FV  X CM . 

Se  pertanto  dicasi  come  sopra  r la  resistenza , c la  sua  cele- 
rità , g la  sua  distanza  dal  cèntro  del  moto , C la  celerità  della 
rota,  a il  raggio,  avremo  rg  = D X MN  X FV  X a * e sosti- 
tuendo come  sopra  (8to)  in  luogo  di  g il  suo  valore  ~ , avremo 

re  ~ D X MN  X FV  X <?• 

812.  La  teorica  di  queste  macchine  trovasi  diffusamente  e- 
8 posta  nell’  Idrodinamica  del  Bossut , che  gli  Studiosi  consulte- 
ranno; noi  ne  abbiamo  bastantemente  parlato  per  il  nostro  og- 
getto . 


fise  del  tomo  ramo. 
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